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《保险 精算 丛书 》 前 言 


保险 ， 作 为 商品 社会 中 处 理 风 险 的 一 种 有 效 方法 ， 已 被 全 世 
界 所 普遍 采纳 。 在 现代 保险 业 莲 特 发 展 的 进程 中 ， 科 学 的 理论 和 
方法 ， 特 别 是 精确 的 定量 计算 ， 起 着 十 分 重要 的 作用 。 保险 业 运 
营 中 的 一 些 重要 环节 ， 如 新 险种 的 设计 、 保 险 费 率 种 责任 准备 金 
的 计算 ,分 保 额 的 确定 、 养 老 金 等 社会 保障 计划 的 制定 等 等 ， 孝 
需要 由 精算 师 (Actuary) 依据 精算 学 (Actuarial Science) 原理 来 
分 析 和 处 理 。 有 鉴于 此 ， 许 多 发 达 国家 都 以 法 律 形 式 规定 ， 保 险 
公司 的 营业 报告 必须 由 精算 师 签字 方 为 有 效 。 这 也 是 国家 对 保险 
业 进行 调控 管理 的 一 种 手段 , 

所 谓 精算 学 ， 实 际 上 是 将 数学 方法 应 用 于 金融 保险 所 形成 的 
一 套 理 论 体系 。 它 的 基础 包括 精算 数学 、 利 息 理 论 、 风 险 理论 、 
大口 数 学 、 收 匀 数 学 、 生 存 模型 和 生命 表 构 造 等 等 ， 还 包括 一 些 
和 更 专门 的 内 容 。 这 一 套 理论 的 重要 性 和 正确 性 ， 巴 经 得 到 国际 村 
会 的 公认 。 

在 我 国 ， 虽 然 早 在 1949 年 就 由 中 央 人 民政 府 批准 成 立 了 中 
国人 民 保 险 公 司 ， 但 是 ， 由 于 种 种 历史 原因 ， 在 相当 长 一 段 时 间 
内 我 国 的 保险 业 发 展 缓慢 ， 人 才 培 养 远 不 能 适应 实际 需要 。 符 别 
是 精算 学 的 研究 和 精算 人 才 的 培养 ， 未 得 到 应 有 的 重视 。 在 保险 
业 的 实际 运作 中 ， 也 很 少 严 格 按照 精算 学 的 原理 办 事 。 这 一 切 都 
影响 了 我 国保 险 业 的 进一步 发 展 及 与 国际 接轨 。 这 种 情况 已 引起 
保险 界 、 教 育 界 和 学 术 界 的 注意 ， 正 在 采取 积极 措施 改变 现状 。 
出 刚 颖 布 的 《保险 法 }》 更 明确 规定 : “经 营 人 身 保险 业务 的 保险 
公司 ， 必 须 畴 用 经 金融 监督 管理 部 门 认可 的 精算 专业 人 员 ， 建 立 
精算 报告 制度 .” 在 此 情况 下 ， 追 切 需要 引进 国际 上 先进 的 精算 学 
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理论 ， 并 结合 我 国 的 实际 加 以 应 用 ， 本 丛书 就 是 在 这 样 的 背景 下 
翻译 出 版 的 。 


《保险 精算 丛书 》 (第 一 辑 ) 是 由 复旦 大 学 数学 系 、 中 国人 
民 保险 公司 上 海 市 分 公司 (以 下 阐 称 人 保 上 海 分 公司 ) 合作 翻译 
的 ， 由 上 海 科学 技术 出 版 社 出 版 。 全 国政 协 副 主席 、 中 科 院 院士 
苏 步 青 为 丛书 题写 书 名 ; 复旦 大 学 研究 生 院 院 长 、 中 科 院 院士 李 
大 潜 担任 从 书 主编 ; 中 国人 民 保险 公司 上 海 市 分 公司 总 经 理 何 静 
芝 、 副 总 经 理 钱 建 中 ， 上 海 市 新 闻 出 版 局 局 长 徐福 生 担任 从 书 总 
顾问 。 上海 是 我 国保 险 业 的 发 源 地 之 一 ， 历 来 是 保险 业 的 中 心 。 
成 立 于 1950 年 的 人 保 上 海 分 公司 ,经 过 全 年 艰难 曲折 的 发 展 ， 
业务 有 了 很 大 开拓 ， 1994 年 已 实现 业务 收入 30 亿 元 人 民 币 , 占 
上 海 保险 市 场 的 80%% 。 根据 市 场 的 需要 ,公司 已 开办 了 财产 、 人 
身 、 资 任 , 信用 四 大 类 约 200 多 个 险种 . 特别 是 作为 公司 主要 业务 
之 一 的 国内 人 身 保 险 业务 ， 1994 年 的 业务 收入 已 近 12 亿 元 , 公 
司 所 开设 的 人 身 险种 类 也 从 1982 年 时 的 一 种 ， 扩 展 到 各 种 形态 
的 医疗 保险 、 定 期 和 终身 保险 及 责任 不 同 的 各 种 人 身 意外 伤害 保 
险 等 多 个 品种 ， 并 逐步 形成 系列 化 。 上 海 保险 市 场 昌 然 在 不 断 扩 
大 ， 但 竞争 也 日 趋 激烈 。 特 别 是 一 些 实力 雄厚 的 国际 著名 大 保险 
公司 的 进入 ， 促 使 国内 各 保险 公司 采取 有 力 措施 不 断 提高 从 业 人 
员 的 业务 素质 ， 包 括 学 习 精 算 知 识 和 培养 精算 人 才 。 正 是 由 于 这 
样 的 需要 ， 人 保 上 海 分 公司 决定 与 复旦 大 学 数学 系 联手 ， 在 上 海 
科学 技术 出 版 社 的 积极 支持 下 ， 翻 译 了 这 亦 《 保 险 精算 丛书》 。 

复旦 大 学 数学 系 不 仅 在 数学 的 基础 理论 研究 方面 成 就 卓著 ， 
而 且 历 来 重视 数学 在 国民 经 济 中 的 应 用 ， 并 取得 多 项 重大 研究 成 
果 。 近年 来 , 他 们 为 了 拓宽 数学 应 用 的 领域 , 又 开辟 了 精算 学 研究 
的 新 方向 ， 并 进行 了 大 芋 的 实际 工作 。 他 们 在 数学 系 研究 生 和 本 
科 生 中 开设 了 有 关 和 精算 的 课程 和 专题 讨论 ， 努 力 培养 精算 人 才 ; 
他 们 还 与 各 大 保险 公司 合作 ， 从 事 保险 精算 实际 课题 的 研究 ， 招 
收 应 用 数学 (保险 ) 大 专 班 ， 举 办 面向 社会 的 保险 精算 培训 班 , 培 
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训 了 一 批 人 员 参 加 A.S.A (北美 精算 师 学 会 准 会 员 ) 资格 考试 (该 
项 考试 的 上 海 考点 就 设 在 复旦 大 学 内 ), 并 于 第 一 期 考试 中 取得 通 
过 率 超过 90 吧 的 优异 成 绩 。 与 人 保 上 海 分 公司 合作 都 译 这 套 《 保 
险 精算 从 书 》， 不 仅 是 复旦 数学 系 理论 和 实践 相 结 合 的 一 项 新 的 
举措 ， 也 是 他 们 面向 社会 培养 国家 急需 的 精算 人 才 的 重要 措施 。 

“保险 精算 丛书”( 第 一 畔 ) 共 六 本 ， 分 别 为 

利息 理论 》，5S.G. 凯利 森 著 , 尚 汉 奖 译 ; 

《风险 理论 >》，N.L. 鲍 尔 斯 著 , 郑 租 斑 、 余 欧 年 译 ; 

《精算 数学 》，N.L. 鲍 尔 斯 着 , 余 跃 年 、 郑 诅 瑜 译 ; 

《人口 数学 》， RL. 布朗 著 ， 郑 培 明 译 ; 

《 修 匀 数学 》，D .伦敦 著 , 徐 诚 消 译 ; 

《生存 模型 y》，D. 伦敦 著 ， 陈 子 儿 译 . 
所 依据 的 原 书 均 是 北美 精算 师 学 会 (Society of Actuaries) 为 其 
准 会 员 (A.S.A) 资格 考试 所 指定 的 教材 和 参考 书 ， 具 有 一 定 的 权 
威 性 。 阅读 这 套 从 书 ， 不 论 对 读者 了 解 和 举 握 精算 学 基本 原理 并 
应 用 于 保险 业 实 践 ， 还 是 对 读者 准备 参加 入 .S.A 资格 考试 {该 项 
考试 在 中 国 的 北京 、 上 海 、 天 津 、 长 沙 等 地 已 设 有 考点 ), 均 会 有 
很 大 帮助 。 

保险 精算 在 我 国 是 一 项 刚刚 起 步 的 新 事物 ， 这 套 丛 书 是 高 等 
院 校 、 保 险 公司 和 出 版 社 三 方 共 阅 合作 ， 编 写 翻 译 出 版 学 术 水 平 
较 高 填补 国家 缺 门 的 专业 书 竹 的 一 种 有 益 的 探 素 。 我 们 热诚 希 
望 广大 读者 提出 宝贵 意见 ， 以 利于 我 们 改进 工作 ， 做 好 这 套 从 书 
的 出 版 工作 ， 促 进 保险 精算 事业 在 中 国 的 发 展 。 


编者 谨 识 
1995 年 11 月 于 上 海 





第 一 章 ” 利 息 的 度量 


81.1 引言 

“利息 ”一 词 可 以 定义 为 向 人 佛 资 本 以 供 自用 者 给 予 出 借 资 
本 者 的 报酬 。 这样， 利息 可 被 视 为 借款 者 付 给 出 异 者 的 租金 ， 用 
以 赔偿 出 借 者 由 于 不 再 能 使 用 这 笔 出 借 的 资本 而 蒙受 的 损失 。 从 
理论 上 说 ,资本 和 利息 不 一 定 要 是 同类 的 东西 。 例如 ,农夫 A 可 
以 出 借 一 台 拖拉 机 给 农夫 B, 用 以 收割 B 的 小 麦 ， 而 B 则 用 收 
割 到 的 小 麦 的 一 定 的 百分比 给 A 作为 回报 。 在 这 个 例子 中 ,拖拉 
机 是 资本 而 一 部 分 小 麦 则 是 利息 。 然 页， 在 几乎 所 有 的 实际 应 用 
中 ， 资 本 和 利息 都 是 用 货币 来 表示 的 。 

在 第 一 章 中 ， 将 分 析 利息 的 各 种 定量 的 度量 。 本章 中 包括 了 
利息 度量 中 所 涉及 的 大 多 数 基本 原则 。 第 二 章 至 第 八 章 则 详细 描 
述 这 些 基本 原则 并 将 其 拓展 到 更 复杂 的 金融 业务 之 中 。 这 些 章 节 
研究 计算 利息 及 借款 方向 贷款 方 偿 还 本 金 和 利息 的 各 种 方法 。 
第 一 至 第 八 章 在 本 质 上 涉及 利息 在 决定 性 基础 上 的 数学 再 
论 。 第 九 章 向 读者 介绍 利息 的 经 济 与 全 融 理论 及 相关 的 论题 。 
最 后 ， 第 十 章 则 是 从 随机 的 角度 而 不 是 决定 性 的 角度 来 处 理 利 
息 。 








81.2 ”积累 函数 与 金额 画 数 


一 笔 通 常 的 金融 业务 可 视 为 投资 一 定数 量 的 钱 款 以 产生 利 
息 。 例 如 ， 某 人 可 在 银行 投资 于 一 储 蔷 帐 户 。 初始 投资 的 金额 ( 资 
本 ) 称 为 本 全 , 而 过 了 一 定时 期 后 收 到 的 总 金额 称 为 积累 秸 , 积 
累 值 与 本 金 的 差额 就 是 利息 的 金额 , 也 就 是 投资 期 间 所 得 到 的 利 


1. 


息 。 
现在 让 我 们 假定 ， 一 旦 给 定 了 原始 投资 的 本 金 数额 ， 则 在 此 
后 任何 时 刻 的 积累 值 均 可 确定 下 来 。 我 们 还 假定 在 投资 期 间 不 再 
加 入 或 抽 回 本 金 ， 也 就 是 说 ， 资 金 数额 的 任何 变化 严格 地 说 都 是 
由 利息 的 效应 而 造成 的 。 以 后 我 们 将 会 放松 这 一 假设 而 允许 在 投 
资 期 间 加 入 或 抽 回 本 金 。 

设 t 为 从 投资 之 日 算 起 的 时 间 ， 在 理论 上 ， 时 间 可 以 用 许多 
不 同 的 单位 来 度量 , 例如, 日 、 月 、 十 年 等 等 。 用 来 度量 时 间 的 单 
位 称 为 “度量 时 期 ”或 “时 期 ”。 最 常用 的 度量 时 期 是 1 年 ， 以 后 
除非 另外 申明 均 假 设 如 此 。 

考虑 投资 1 单位 的 本 金 。 我 们 将 原始 投资 为 1 时 在 任何 时 刻 
t 的 积累 值 定义 为 积累 闷 数 alt) 。 这 个 函数 具有 哪些 性 质 呢 ? 

1. 显然 a(0) = 1。 

2. a(t) 通常 是 递增 函数 。 当 增加 时 函数 值 减 少将 意味 着 利 
息 为 负 。 虽然 负 利 息 在 数学 上 是 可 能 的 ， 但 实际 过 到 的 大 多 数 情 
形 不 会 如 此 。 然 而 ， 确 实在 有 些 情况 下 会 出 现 负 利 息 ， 例 如 ,一 
笔 投 资 资金 在 经 过 一 定时 间 后 却 亏本 了 。 函 数值 为 常数 将 意味 着 
利息 为 零 ， 这 种 现象 偶然 也 会 发 生 。 

3. 如 果 利 息 象 通常 那样 连续 增加 ， 此 函数 将 为 连续 函数 。 然 
而 ， 确 实 也 有 这 样 的 情形 : 利 记 在 支付 日 期 之 间 并 不 连续 增加 ， 
此 时 att) 具有 间断 性 。 

一 般 说 来 ， 原 始 投资 不 是 1 单位 而 是 金额 为 > 0 。 今 定义 
一 个 金额 汗 数 4( 由 , 它 给 出 原始 投资 为 大 时 在 时 刻 上 过 0 的 积累 
值 。 于 是 有 

A(t) =k- a(t) (1.1) 
及 
A(0) = k. 
上 面 所 列举 的 a(t) 的 第 2 条 和 第 3 条 性 质 显然 对 4(t) 也 是 成 立 
的 。 ， 
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将 从 投资 日 起 第 n 个 时 期 所 得 到 利息 金额 记 为 1。 。 则 
mw = A(n) - A(n -1) 对 整数 n > 1. (1.2) 


应 当 指 出 fh 包括 着 利息 在 一 个 时 间 区 间 内 的 效应 , 而 4(n) 则 是 
在 某 一 特定 时 刻 的 量 。 


(人 UD 
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图 1.1 ”四 禽 金额 函数 


实际 上 ， 积 累 函 数 可 视 为 金额 函数 取 上 二 1 的 特殊 情形 。 然 
而 ， 积 累 函 数 本 身 也 是 足够 重要 ， 以 致 在 本 章 的 余下 部 分 保持 它 
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单独 的 定义 。 在 许多 情形 下 ， 积 累 函 数 和 金额 函数 可 以 互相 蔡 换 
使 用 。 

图 1.1 表示 金额 函数 的 四 个 例子 .图 (a) 是 一 线性 金额 函数 。 
图 (b) 是 非 线性 的 ， 此 处 为 一 指数 曲线 。 图 (c) 为 一 水 平 的 金额 
函数 ， 即 斜率 为 零 。 这 一 图 形 表 示 这 样 一 种 金额 函数 ， 其 本 金 不 
产生 利息 。 图 (d) 所 示 的 金额 函数 ， 其 利息 不 是 连续 地 产生 ， 而 
是 在 离散 的 时 段 内 产生 ， 在 利息 的 支付 日 期 之 间 不 产生 利息 。 

在 下 节 中 ， 将 从 积累 沙 数 展开 利息 的 各 种 度量 。 在 实践 中 ， 
两 种 特定 的 积累 函数 可 应 付出 班 的 大 多 数 情形 : 虽然 如 此 ， 读 者 
仍 应 理解 本 节 中 定义 的 一 般 积累 函数 的 性 质 ， 并 能 运用 它 。 
































81.3 ”实质 利率 


利息 的 第 一 种 度量 称 为 实质 利率 , 并 记 为 其 精确 定义 为 : 

实质 审阅 是 指 在 业 一 时 期 开始 时 投资 1 单位 本 金 时 ， 在 此 
时 期 内 应 获 之 利息 ， 此 处 利息 是 在 期 末 支 件 的 。 

注意 从 积累 函数 来 看 ， 此 定义 等 价 于 说 


i=a(1)—a(0) 


或 
a(l) 一 工 十 二 {1.3) 


对 此 定义 以 下 几 点 是 重要 的 : 

1. “实质 ”一 词 的 使 用 在 直观 上 是 不 明显 的 。 用 于 利率 的 这 
一 术语 是 指 利 息 在 每 一 度量 时 期 之 末 支 付 。 这 与 “名 义 ” 利 率 不 
同 , 后 者 (在 1.8 节 中 考虑 ) 利息 的 支付 比 每 个 度量 时 期 一 次 更 为 
闫 繁 。 

2. 实质 利率 常用 百分比 来 表示 ， 饮 如 i 二 8% 。 实 质 利率 作 
为 百分比 这 一 概念 与 前 面 给 出 的 实质 利率 定义 并 无 矛盾 ， 在 那个 
定义 中 利率 为 一 定 的 金额 ， 而 象 8 中 可 以 视 为 .08 本 金 单 位 。 


.4. 


3. 本 金 在 整个 时 期 内 视 为 常数 ， 即 在 此 期 间 既 无 新 的 本 金 加 
入 也 不 抽 回 本 金 。 

4. 实质 利率 是 一 种 度量 ， 其 中 利息 在 期 末 支 付 。 这 种 叙述 的 
重要 意义 并 非 一 望 而 知 、 但 在 1.7 节 中 将 变 得 明显 起 来 ， 在 那 一 
节 中 将 描述 一 种 利息 在 期 初 支付 的 状况 。 








实质 利率 也 可 用 金额 函数 来 确定 如 下 : 
(1+D) -1 _ a(l)— a(0) 
1 a(0) 
_ 4D-A0O_ 工 
TA 一 A (1.49) 


这 样 就 可 给 出 另外 一 种 定义 ; 

实质 利率 这 是 某 时 期 内 担 到 利息 的 金额 与 此 时 期 开始 时 投资 
的 本 金 金 额 之 比 。 

前 面 所 讲 的 四 点 对 此 定义 也 同样 适用 。 

实质 利率 可 以 对 任何 度量 时 期 进行 计算 . 设 i 为 从 投资 日 
算 起 的 第 个 时 期 的 实质 利率 ， 则 
i Aln) — A(n — 1) I 
下 tn 一 了 An_1 





对 整数 n > 1. {1.4b) 


由 此 看 来 ， 公 式 (1.4a) 中 的 i 表示 为 记 更 为 合适 。 

虽然 公式 (1.4b) 允许 对 不 同 的 ” 有 不 同 的 实质 利率 in, 但 在 
1.5 节 中 将 说 明 。 对 某 一 种 非常 重要 的 积累 函数 来 说 ， 实 质 利率 
对 各 个 连续 度量 时 期 ， 即 所 有 整数 mn 1 保持 为 常数 。 





814 党 利 


前 面 已 指出 ，a(0) = 1 及 a(1) 一 1+i。 有 无 穷 多 种 积累 函 
数 会 通过 这 两 点 。 其 中 有 两 种 在 实际 中 最 为 重要 。 本 节 将 讨论 第 
一 种 即 单 利 ， 而 1.5 节 中 将 讨论 第 二 种 即 复 利 。 


考虑 投资 1 单位 ,使 在 每 一 时 期 中 得 到 的 利息 为 常数 。1 单 
位 的 积累 值 在 第 一 时 期 末 为 1 二 i, 在 第 二 时 期 末 为 1 十 2i, 如 此 
等 等 。 这 样 ， 对 一 般 情 形 ， 我 们 有 线性 积累 函数 


alt) = 工 十 让 对 整数 t > 0. (1.5) 


人 象 这 种 类 型 产生 的 利息 称 为 单 利 。 

容易 指出 ， 常 数 单 利 并 不 意味 着 实质 利率 也 为 常数 。 设 i 为 
单 利 的 利率 ， 而 如 为 第 ”时 期 的 实质 利率 ( 按 1.3 节 的 定义 ) 。 
则 有 


i = a(n) — a(n — 1) 





a(n ~1) 
[1+in] ~ [1+itn — 1)] 
1+iln—1) 
名 
ET (1.6) 


对 于 整数 % 之 1, 它 是 n 的 递减 函数 。 这 样 ， 常 数 的 单 利 意味 着 
递减 的 实质 利率 。 

单 利 的 积累 函数 仅 对 上 0 的 整数 值 有 定义 。 然 而 ， 可 以 很 
自然 地 将 此 定义 拓展 到 t > 0 的 非 整 数值 。 这 相当 于 把 利息 按 比 
鲍 地 分 配给 一 时 期 内 的 任何 部 分 。 如 果 是 这 种 情况 ， 金 额 函数 如 
图 1.1(a) 所 示 。 如 果 利息 仅 对 一 完整 的 时 期 才 产 生 ， 而 并 不 是 分 
配 到 时 期 的 各 部 分 ， 则 金额 函数 将 是 一 个 有 间断 的 阶梯 函数 ， 见 
图 1.1(d) 。 除非 另外 申明 ,在 单 利 中 ， 总 认为 利息 蚌 按 比例 分 配 
到 时 期 的 各 部 分 。 

对 于 非 整 数 的 t 值 定义 a(t) 的 一 个 更 严格 的 数学 方法 ， 可 以 
从 我 们 要 求 单 利 具有 的 下 列 性 质 出 发 : 








a(t+#)=a(t}+a(s)—1 对 >20 及 s>20. (7) 


本 质 上 , 公式 (1.7) 告诉 我 们 ， 对 于 单 利 而 言 ，1 单位 的 原始 投资 
经 过 t+ 十 3 时 期 得 到 的 利息 ， 等 于 它 经 过 t 个 时 期 得 到 的 利息 加 
上 经 过 s 个 时 期 所 得 到 的 利息 。 在 公式 (1.7) 中 一 1 是 需要 的 ， 
因为 假若 不 然 ， 则 在 方程 右 端 就 会 有 一 个 2 单位 的 投资 了 。 

假设 a(t) 为 可 导 ， 由 导数 定义 有 


alt) = lin 只 十 引 一 “的 
: s—0 





3 
li [cf 人 十 2 — 1] — a(t) 


= lim 


s—0 s 


二 _a/(0), 这 是 一 个 常数 。 
在 上 式 中 以 > 代 ,并 将 等 式 两 端 从 0 到 积分 就 有 


t a t 上 
人 a'(r)dr = 人 a(0)dr 
a 昌 一 af0) = #.a{(0) 
alt) = 1+t:a'(0). 


车 取 t= 1 并 记得 a(1) = 1+1i, 则 有 


a(l) =1+i=1+a(0), 





因而 a'(0) = i 。 
将 此 代 回 原 式 有 类 似 的 结果 


a 白 一 1 十 放 对 t 之 0. {1.5) 


上 述 推导 并 不 依赖 于 + 为 正 整数 ， 而 是 对 一 切 上 之 0 为 有 效 。 





例 1.1 车 单 利 年 息 为 8%6, 求 投资 $2000 在 4 年 后 的 积累 





值 。 

答案 为 2000[1 十 (0.08)(4)] = $2640 。 注 意 所 得 利息 金额 为 
2640 一 2000 = $640 。 这 可 以 由 2000(0.08)(4) 或 一 般 地 4A(0), 社 
得 到 。 在 初中 与 高 中 里 也 讲 过 类 似 的 结果 , 只 是 所 用 的 符号 不 同 。 


工 一 Prt. 


这 就 是 说 ， 利 息 金额 等 于 本 金 金 额 、 利 率 与 时 期 的 乘积 。 
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单 利 具有 这 样 的 性 质 : 利息 并 不 再 投资 以 赚 取 附加 的 利息 。 
例如 ， 考 虑 $100 的 本 金 以 10% 的 单 利 投资 2 年 。 对 于 单 利 而 - 
言 ， 投 资 者 在 两 年 中 每 一 年 末 将 收入 $10, 但 实际 上 ,- 投资 者 在 第 
2 年 中 是 有 $110 可 用 以 投资 的 。 显 然 ， 如 果 用 10% 的 利率 投资 
$110 将 会 更 好 ， 因 为 投资 者 将 在 第 2 年 收入 $11 而 不 是 $10 。 

复 利 理论 用 假设 得 到 的 利息 自动 再 投资 来 处 理 这 个 问题 。 
“ 复 ” 这 个 词 在 这 里 是 指 利息 再 投资 以 得 到 额外 利息 的 过 程 。 对 复 
利 而 言 ， 在 任何 时 修 本 金 和 到 该 时 为 止 得 到 的 利息 ， 总 是 部 用 去 
投资 。 - 

现在 需要 对 复 利 找 出 积累 函数 。 考虑 投资 1, 它 在 第 一 时 期 末 
积累 值 为 1+i 。 这 一 余额 1 + 可 以 在 第 二 时 期 开始 时 作为 本 
金 ， 并 在 第 二 时 期 内 赚 取 利息 i(1 + 引 。 第 二 时 期 末 的 余额 将 为 
(1 十 十 证 十 人 = (1 十 区 。 类似 地 ， 余额 (1 十 i)? 可 作为 第 三 
时 期 开始 时 的 本 金 并 在 第 三 时 期 内 赚 取 利息 (1 十? 。 第 三 时 期 
末 的 余额 将 为 (1 十 训 十 区 1 十 这 = (1 十 让 3 。 将 此 过 程 无 限 地 
继续 下 去 我 们 得 到 

















a 人 =(L+ 裕 对 整数 上 > 0. (1.8) 


可 以 看 出 ,常数 的 复 利 利率 意味 着 实质 利率 也 为 常数 ， 而 且 
两 者 是 相等 的 。 设 ; 为 复 利 利率 , 而 in 为 按 1.3 节 定 义 的 第 对 时 
期 的 实质 利率 ， 则 有 
aln}—an—l) + 0+ {+1 _ 
aln—1) (1 + 人 -li 1 











i 
它 不 依赖 于 ” 。 这 样 ， 虽 然 定义 不 同 ， 复 利 利率 与 实质 利率 其 实 
是 相等 的 。 

刚才 得 到 的 这 个 结果 可 以 与 1.3 节 中 得 到 的 结果 相 比较 。 在 
那里 ， 单 利 的 常数 利率 意味 着 递减 的 实质 利率 。 这 一 结果 直观 上 
应 该 是 明显 的 ， 因 为 随 着 投资 时 间 的 加 长 ， 单 利 对 于 投资 者 越 来 
越 不 利 。 

复 利 的 积累 函数 至 今 仅 对 t 之 0 的 整数 值 给 出 了 定义 ， 需 要 
对 上 > 0 的 非 整 数值 也 定义 积累 函数 。 可 以 在 类 似 于 1.4 节 中 对 
单 利 所 用 的 基础 上 提出 这 一 问题 。 

我 们 从 要 求 复 利 具有 的 下 述 性 质 开始 : 


alt+ 8) =a(t).a(s) 对 过 0 及 5 二 0 (1.9) 


本 质 上 ， 公 式 (1.9) 告诉 我 们 ， 对 复 利 而 言 ， 初 始 投资 1 单位 经 
过 + 二 s 时 期 所 得 到 的 利息 金额 ， 等 于 这 样 一 种 利息 金额 : 车 投 
资 在 + 时 期 末 结 束 ， 并 立即 在 同一 时 刻 将 积累 值 再 投资 附加 的 s 
个 时 期 。 
设 al(#) 为 可 导 ， 则 由 导数 定义 得 
de = tim alt + 3) — a(t) 


s—0 8 

_ im a{t) .a{s) — alt) 
s—0 s 

= ai Lim 40 1 


= alt).a'(0). 





这 样 本 4 
2 = 到 loge ab = a'(0). 





在 上 式 中 ,将 t 换 为 x, 并 将 等 式 两 边 从 0 到 积分， 有 


A 2 loge afr)ar = 人 afO)ar 
loge alt) — log, a(0) t. a'(0) 
loge alt) = t+ a'(0). 


( 因 loge a(0) =0,) 
车 取 t= 工 并 记 住 a(1) =1+ 纪 则 有 


logeat1) = logell + #2) = a’(0). 
代 回 原 式 有 
loge a{t) = tloge(1 +i) = log, (1 + 2)t 


或 
a(t) = (1+d): 对 t>0. (1.8) 


以 上 推导 并 不 依赖 于 # 为 正 整 数 ， 而 是 对 一 切 寺 > 0 均 有 效 。 

除非 另外 申明 ， 此 处 均 假设 对 复 利 而 言 ， 利 息 在 分 数 时 期 也 
都 是 按 公 式 (1.8) 产生 的 。 这 样 金 客 函 数 是 指数 函数 ， 且 示 于 图 
1.1(b) 。 人 金额 函数 的 这 种 指数 形式 并 非 不 可 预料 ， 因 为 自然 科学 
中 遇 到 的 许多 增长 曲线 都 是 指数 型 的 。 

有 些 读者 可 能 会 感到 困惑 ， 因 为 一 方面 ， 我 们 说 利息 是 在 一 
时 期 之 末 支 付 的 , 而 另 一 方面 , 利息 又 是 连续 产生 的 。 初 看 起 来 ， 
这 两 种 说 法 是 矛盾 的 。 然 而 ， 这 里 其 实 并 无 矛盾 。 因 为 利息 在 分 
数 时 期 也 同 在 整数 时 期 一 样 严格 产生 的 。 了 既然 是 这 样 ， 任 何 时 刻 
的 积累 值 在 任 一 种 观点 下 是 相等 的 。 
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显然 单 利 与 复 利 对 单个 度量 时 期 会 产生 同样 的 结果 。 对 较 长 
时 期 ， 复 利 比 单 利 产生 较 大 的 积累 值 ， 而 对 较 短 时 期 则 相反 ， 这 
些 结论 的 证 明 留 作 习 题 。 

单 利 与 复 利 的 另 一 个 差别 是 它们 的 增长 形式 不 同 。 对 于 单 利 
来 说 ， 它 在 同样 长 时 期 的 增长 的 绝对 金额 保持 为 常数 : 而 对 于 复 
利 来 说 ， 则 是 增长 的 相对 比率 保持 为 常数 。 用 符号 来 看 ， 就 是 对 
单 利 








alt+ s) — alt) 
不 依赖 于 t; 而 对 复 利 


alt+s)— a(t) 
ol) 


不 依赖 于 + 。 

时 期 达到 或 超过 1 年 的 长 期 金融 业务 几乎 全 部 使 用 复 利 ， 较 
短期 的 业务 也 常 使 用 复 利 。 单 利 偶而 在 短期 业务 中 使 用 ， 它 有 时 
也 用 作 复 利 在 分 数 时 期 内 的 近似 。 单 利 的 后 一 用 途 ， 将 在 2.2 节 
中 详细 讨论 。 今后， 除非 另外 申明 ， 我 们 用 复 利 而 不 是 用 单 利 。 

本 节 中 有 一 个 隐 含 的 假定 ， 即 复 利 是 以 与 原始 投资 同样 的 利 
率 进行 再 投资 。 虽 然 ， 大 多 数 情 形 确 是 如 此 ， 但 在 实际 中 也 有 不 
少 再 投资 利率 与 原 投资 利率 不 同 的 情形 。 在 5.4 节 中 将 对 再 投资 
利率 与 原始 本 金利 率 不 同 的 情形 作出 分 析 。 

悄 1.2 ”用 复 利 而 不 是 单 利 来 重新 讨论 例 1.1 。 

答案 为 





2000(1.08)4 = $2720.98. 


这 一 答案 与 使 用 单 利 时 的 $2640 是 不 同 的 ， 多 出 的 $80.98 是 利 
息 复合 的 结果 。 


81.6 现时 值 


我 们 已 经 看 到 投资 1 在 一 时 期 之 末 将 积累 到 1 +i 。 这 一 项 
1+i 常 称 为 积累 因子 , 因为 它 将 在 一 时 期 开始 时 的 投资 积累 到 它 
在 一 时 期 结束 时 的 值 。 

经 常 需要 确定 某 人 在 开始 时 应 投资 多 少 , 则 它 在 一 时 期 结束 
时 的 余额 为 1, 此 答案 为 (1 十 引 -1, 因 这 一 金额 将 在 一 时 期 结束 
时 积累 到 1 。 我 们 现在 定义 一 个 新 的 符号 v, 使 





1 
v= TFs {1.10) 
此 项 v 常 称 为 贴现 因子 , 因为 它 将 一 笔 投资 在 一 时 期 结束 时 的 值 
“贴现 "(折扣 ) 到 它 在 此 时 期 开始 时 的 值 。 
我 们 可 以 将 上 述 结果 推广 到 不 止 一 个 时 期 ， 也 就 是 说 ， 要 
定 某 人 在 开始 时 应 投资 多 少 才 能 在 t 时 期 末 积 累 到 金额 为 1 。 
答案 为 积累 函数 的 倒数 a-1(t), 因为 此 金额 在 t 时 期 未 的 机 各 人 
为 a 1(E) .a(#) = 1 .我 们 将 a-1(#) 称 为 贴现 函数 。 
这 样 ， 我 们 对 七 > 0 得 到 下 述 结果 
单 利 :a1() = ii (1.11) 
复 和 :a1(t) = rr = 全. {1.12) 
如 前 所 述 ， 除 非 男 外 申明 ， 我 们 一 概 用 复 利 。 
在 某 种 意义 上 ， 积累 与 贴现 是 相反 的 过 程 。 (1 十 ii 这 项 
被 称 为 1 在 t 时 期 末 的 积累 信 。 而 vt 这 项 则 被 称 为 在 t 时 期 末 
支付 1 的 现时 值 (或 贴现 值 ) 。 
如 上 定义 的 “积累 值 ” 严格 地 只 与 过 去 的 付款 有 关 ; 而 “现时 
值 ” 则 严格 地 只 与 将 来 的 付款 有 关 。 这 就 是 我 们 使 用 这 些 术语 的 
意义 。 某 些 作 者 所 用 的 “现时 值 ” 既 可 以 与 过 去 有 关 ， 也 可 以 与 将 
来 有 关 ;: 倘若 要 达到 这 个 目的 ， 则 我 们 将 用 当前 值 。 
从 另 一 种 观点 来 看 待 让 与 积累 函数 的 联系 是 有 趣 的 。 很 明 
量 ，wvt 的 值 特 积累 函数 延 拓 到 t 的 负 值 。 这样， 复 利 的 积累 函数 
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图 象 见 图 1.2 。 











对 所 有 上 上 均 有 意义 。 此 函数 的 


atL+ 





1 


图 1.2” 复 利 的 积累 函数 
F 始 时 按 单 利 年 息 9 名 投资 的 金额 ， 以 使 得 





例 1.3 ” 试 确定 天 
在 3 年 之 末 能 积累 $1000 。 


此 答案 为 
1000 _ _ 1000 _ 8787.40， 


T+ (0.09)(3) 
新 讨论 例 1.3, 用 复 利 代替 单 利 。 


此 答案 为 
1000 = $772.18. 





3 
1000 = 01.09) 
从 一 般 的 推理 ， 读 者 应 能 说 明 饮 1.3 和 例 1.4 答案 值 的 相对 大 小 
是 合理 的 。 
81.7 ”实质 贴现 率 


在 1.3 节 中 ， 实 质 利率 被 定义 为 期 末 支 付 的 利息 的 度量 。 在 
本 节 中 , 我们 定义 实质 贴现 率 ， 记 为 d, 它 是 作为 期 初 支 付 的 利息 


的 度量 。 
.13 - 





举 一 个 数值 例子 ， 将 有 助 于 搞 清楚 这 两 者 的 区 别 。 假 如 某 A 
到 一 家 银行 去 ， 以 实质 利率 6% 向 银行 借 $100, 期 限 为 1 年 ， 则 
银行 将 给 A $100 。 一 年 过 后 ， A 将 还 给 银行 原始 的 货款 $100 
外 加 $6 的 利息 ， 共 计 $106 。 

然而 ， 假 如 A 以 实质 贴现 率 6 中 借 $100, 为 期 1 年 ， 则 银行 
将 预收 6% 的 利息 ,而 仅 给 A $94, 一 年 以 后 A 还 给 银行 $100 。 

这 样 ， 显 然 实 质 利率 6%% 与 实质 贴现 率 6% 不 是 一 回 事 。 在 
上 面 的 例子 中 ，A 在 两 种 情况 下 都 付 利息 $6 。 然 而 , 在 年 底 付 利 
息 的 情形 ， A 在 一 年 中 有 $100 可 用 ， 而 在 年 初 付 利息 的 情形 
A 在 一 年 中 只 有 $94 可 用 。 

还 可 以 从 一 个 稍微 不 同 的 角度 来 看 这 个 问题 。 在 实质 利率 的 
情形 ，6% 是 取 为 年 初 余额 的 百分比 ; 而 在 实质 利率 的 情形 ，6 咒 
是 取 为 年 终 余额 的 百分比 。 这样， 我 们 可 以 形成 一 个 实质 贴现 率 
的 精确 定义 如 下 : 

实质 贴现 率 d 是 在 一 时 期 内 取得 的 利息 金额 (有 时 也 称 为 “ 贴 
现金 额 ”或 “贴现 ”) 与 期 末 的 投资 金额 之 比 。 

这 一 定义 与 1.3 节 中 给 出 的 实质 利率 的 另 一 定义 相似 。 

对 此 定义 以 下 几 点 是 重要 的 : 

1. 在 1.3 节 中 对 实质 利率 提出 的 要 点 1, 2, 3 也 可 用 于 实质 
贴现 率 的 定义 。 

2. 贴现 金额 和 利息 金额 这 两 个 词 可 以 在 包含 贴现 率 的 场合 
通用 。 

3. 本 定义 中 不 用 “本 金 ” 这 个 词 ， 因 为 本 金 的 定义 是 指 在 期 
初 的 投资 金额 ， 而 不 是 在 期 末 的 。 

4. 实质 利率 与 实质 贴现 率 这 两 个 词 的 关键 区 别 可 归结 如 下 : 

{a) 利息 一 按期 初 余额 计算 而 在 期 末 支 付 。 

(b) 贴现 一 按期 末 余 额 计算 而 在 期 初 支付 。 

有 的 读者 可 能 会 感到 在 贴现 率 中 用 “支付 ” 一 词 有 些 含混 
因为 借款 者 并 没有 直接 按 利率 来 “ 付 ” 利 息 。 然而 ,预先 扣除 利息 
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在 总 结果 上 与 首先 借 到 全 部 金额 ， 然 后 借款 者 立即 付出 利息 并 没 
有 什么 不 同 。 
事实 上 ， 某 些 读者 可 能 发 现 “ 支 付 ” 一 词 在 另 一 种 意义 下 也 
有 些 合 混 。 这 种 含混 包含 着 一 种 可 能 ， 即 利息 象 赚 取 时 一 样 ， 以 
分 期 付款 来 “支付 ”, 而 不 是 积累 起 来 以 赚 取 额外 的 利息 。 我 们 并 
不 给 上 文 两 种 情形 中 的 “支付 ”一 词 以 这 样 的 涵义 。 对 于 那些 认 
为 “ 支 什 ' 一 词 意 义 不 明 确 的 人 来 说 ， 可 能 更 愿意 用 “ 记 入 贷方 ” 
一 类 词 。 

实质 贴现 率 可 以 按 尾 意 的 度量 时 期 来 计算 。 设 dh 为 从 投资 
日 算 起 第 n 个 时 期 的 实质 贴现 率 。 有 类 似 于 (1.4b) 的 公式 

A{n) — A(n — 1) Tn 
A{n) A(n) 


如 上 所 述 ， 五 通常 可 称 为 “贴现 金额 ”或 “利息 金额 ”。 一 般 而 
言 ， 吕 可 能 随 不 同时 期 而 变化 。 然 而 ， 假 车 考察 复 利 ， 其 中 实质 
利率 是 常数 ， 则 实质 贴现 率 也 是 常数 。 此 事 的 证 明 留 作 习题 。 这 
些 状 态 称 为 “ 复 贴现 ”。 这 是 类 似 于 “ 复 利 ”的 一 个 术语 。 

本 节 前 文 曾经 说 过 ， 实 质 利率 为 6 入 并 不 等 于 实质 贴现 率 为 
6% 。 然 而 ， 在 实质 利率 和 实质 贴现 率 之 间 存 在 着 一 个 确定 的 关 

为 推导 此 关系 ， 我 们 要 定义 一 个 等 价 概念 如 下 : 

两 个 贴现 兴 称 为 等 价 ， 如 果 对 给 定 的 投资 金额 ， 在 同样 长 时 
间 内 两 个 贴现 率 产 生 同 样 的 积累 值 。 

在 1.8 节 中 将 会 看 到 ， 这 一 定义 不 仅 可 用 于 实质 利率 和 实质 
贴现 率 ， 也 可 用 于 名 义 利 率 和 名 义 贴 现 率 。 

设 某 人 以 实质 贴现 率 d 借款 1 。 则 事实 上 原始 本 金 为 1 一 中 
而 利息 (贴现 ) 金额 为 4 。 然 而 ， 从 宇 作 为 利息 (贴现 ) 金额 对 本 
金 的 比值 这 一 定义 来 看 ， 我 们 得 到 


i= 一. (1.14) 
































对 整数 m 之 1. (1.13) 
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此 公式 表示 i 是 4d 的 函数 。 


由 简单 的 代数 学 可 知 ， 也 可 把 4 表示 为 i 的 函数 


d 


i 三 ”一 一 


1 
i-id d 
da 下 = # 


d= 7 了 





-a 


Fi (1.15a) 


公式 (1.15&) 是 显然 的 ， 因 为 它 只 是 实质 贴现 率 定义 的 再 叙 
述 : 实质 贴现 率 是 本 金 1 在 一 时 期 内 的 利息 (贴现 ) 金额 对 它 在 


期 末 投 资金 额 之 比 。 


贴现 率 d 和 贴现 因子 v 间 奔 在 重要 的 关系 。 有 一 个 关系 与 





(1.15a) 相同 ， 它 是 


d= iv. 


(1.158) 


这 一 关系 有 一 个 有 趣 的 字面 解释 。 投 资 1 赚 得 的 在 期 初 支付 的 利 
息 是 d, 投资 1 赚 得 的 在 期 末 支 付 的 利息 是 i 。 于 是 假如 我 们 依 
贴现 因子 2 从 期 末 向 期 初 贴现 i 就 得 到 4d 。 

4 和 vv 间 的 另 一 个 关系 也 是 常常 有 用 的 : 














1+¢ 
1+¢ 


过 = 








= 1~—v. 





1 


I+ 1+2 


(1.16) 


这 一 关系 也 可 按 字 容 来 解释 。 写 成 形式 = 1 一 d, 立即 可 见 此 方 
程 的 两 端 均 表示 在 期 末 支 付 1 的 现时 值 。 
在 i 和 dad 之 间 还 有 另 一 个 重要 关系 : 


d= wv 


il—d) 


= i-id 


i—d= id. (1.17) 


这 一 关系 也 可 按 字面 来 解释 。 某 人 可 以 借贷 1 而 在 期 末 归 还 
1 十 也 可 借贷 1 一 4 而 在 期 末 归 还 1 。 表达 式 i 一 d 是 所 付 利息 
的 差额 。 此 种 差额 是 因为 所 借 本 金 相差 4 而 产生 的 。 金额 4 依 利 
率 4 在 一 时 期 末 的 利息 就 是 id 。 

实质 贴现 率 或 复 贴现 ， 均 假设 到 复 利 。 然而， 也 可 以 类 侯 于 
定义 单 利 那样 来 定义 单 贴现 。 考 虚 这 样 一 种 情况 : 每 一 时 刻 所 
得 的 贴现 金额 为 常数 ， 于 是 ， 在 t 时 期 期 末 产 生 积累 值 1 的 原始 
本 金 应 当 是 : 








a-lt)=1—dt 对 0 <t<1/d. (1.18) 


此 不 等 式 的 第 二 部 分 是 需要 的 ， 以 保持 Q71(t) > 0 。 这 与 复 贴现 
不 同 ， 在 那里 现时 值 是 


al =v=(1-d): 对 二 0. (1.19) 


应 该 指出 ， 公 式 (1.14), (1.15), (1.16) 及 (1.17) 均 取 实质 利 
率 与 实质 贴现 率 ， 对 于 单 利和 单 贴现 不 再 有 效 ， 除 非 投资 的 时 间 
长 度 恰 为 一 个 时 期 。 

我 们 曾 提醒 读者 注意 ， 单 贴现 不 等 于 单 利 。 但 单 贴现 确实 具 
有 与 单 利 相 类 似 但 反 向 的 性 质 。 以 下 各 条 的 证 明 留 作 习 题 。 

1， 当 投资 时 期 加 长 时 ， 常 数 的 单 利 利率 意味 着 实质 利率 北 
减 ; 而 常数 的 单 贴现 率 则 意味 着 实质 贴现 率 (与 利率 ) 递增 。 

2. 单 贴现 和 复 贴 现 对 单个 时 期 产生 的 结果 相同 。 对 较 长 的 时 
期 ， 单 贴现 比 复 贴现 产生 较 小 的 现时 值 ， 而 对 较 短 的 时 期 则 情况 
相反 。 








下 面 从 图 形 中 来 看 这 些 结果 。 图 1.3(a) 将 单 利 积 复 利 的 积累 


函数 加 以 比较 。 图 1.3(b) 则 将 单 贴现 和 复 贴 现 的 贴现 函数 加 以 比 
较 。 











on EU 





图 1.3 (a) 单 利 与 复 利 比 较 。 ”(b) 单 贴现 与 复 贴现 比较 


单 贴 现 仅 在 短期 业务 中 使 用 及 用 作 复 贴现 在 分 数 时 期 内 的 近 
似 。 它 的 应 用 没有 单 利 那样 广泛 。 

“贴现 ”一 词 不 幸 被 用 于 两 个 不 同 的 范围 ， 其 意义 有 细微 的 差 
别 。 一 个 是 用 于 与 现时 值 联系 (贴现 因子 , 贴现 函数 , 贴现 过 程 , 贴 
现 值 ); 而 另 一 个 是 用 于 与 期 初 支付 的 利息 相 联系 (实质 贴现 率 ， 
贴现 金额 ， 复 贴现 ， 单 贴现 ) 。 

不 幸 ， 包 含 “贴现 "(discount) 一 词 的 有 些 术 语 在 实际 中 常 被 
错 用 。 例 如 ,在 贴现 过 程 中 ， 即 取现 时 值 ， 常 常 使 用 “贴现 率 ” 一 
词 ， 而 其 实 这 时 用 “利率 ” 才 是 正确 的 。 “贴现 ”的 另 一 种 使 用 将 
在 第 七 章 中 儿 述 ， 其 时 此 词 将 用 于 证 券 ， 其 价格 低 于 迪 还 值 ， 一 
般 称 为 “折扣 ”。 

使 这 种 混淆 变 得 更 严重 的 是 “贴现 ”一 词 的 第 四 种 用 途 ， 即 











用 于 减 价 。 虽 然 ， 本 书 将 不 加 入 些 词 的 这 种 意义 ， 但 在 商业 和 人 金 
融 业 务 中 确 是 常常 这 祥 用 的 。 毋 庸 多 说 ， 读 者 应 诅 慎 地 使 用 “ 贴 
现 ” 一 词 以 保持 其 含意 清晰 ， 并 在 可 能 出 现 多 义 性 的 场合 向 其 他 
应 用 此 术语 者 作出 澄清 。 

例 1.5 重新 考虑 例 1.3, 用 单 贴 现代 蔡 单 利 。 

答案 为 








1000[1 — (0.09)(3)] = $730. 
新 考虑 例 1.3, 用 复 贴 现代 替 单 利 ， 





例 1.6 
答案 为 


1000(0.91)3 = $753.57. 
请 读者 按 常理 比较 一 下 例 1.5 和 1.6 中 答案 的 大 小 。 





81.8 名义 利 率 与 名 义 贴 现 率 


在 1.3 节 和 1.7 节 中 讨论 了 实质 利率 和 实质 贴现 率 。 术语 “ 实 
质 ” 是 用 于 利率 和 贴现 率 ， 其 中 利息 为 每 个 度量 时 期 支付 一 次 ， 
或 在 期 末 . 或 在 期 初 ， 视 情况 而 定 。 在 本 节 中 ， 我 们 将 考虑 在 一 
个 时 期 中 利息 支付 不 止 一 次 的 情形 。 这 种 情形 的 利率 与 贴现 率 称 
为 “名义” 的 。 

许多 人 曾 在 实际 中 过 到 过 这 种 畏 形 。 例如， 贷款 人 A 可 能 开 
价 贷款 年 实质 利率 为 9%, 贷款 人 B 开价 季度 复 利 8 名, 而 贷款 
人 C 则 开航 利率 83%, 月 度 预付 及 转换 。 多数 人 可 能 明白 这 些 利 
率 不 能 直接 相互 比较 ， 但 他 们 不 知道 怎样 在 这 些 利率 之 间作 一 个 
有 效 的 比较 。 

贷款 人 A 以 年 度 实质 利率 开价 ， 这 在 前 面 已 讨论 过 了 。 然 
而 ， 贷 款 人 B 是 按 匠 谓 名 义 利率 开价 ， 而 贷款 人 C 则 是 以 所 谓 
和 名义 贴现 率 开价 。 

有 许多 术语 用 来 措 述 这 类 每 一 度量 时 期 支付 不 止 一 次 利息 的 
情形 。 其 中 有 “ 付 ”、“ 复 ”及 “转换 ", 例如 “ 季 付 ”、“ 半 年 度 复 
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利 ” 及 “月 度 转换 ”, 利息 支付 及 再 投资 以 赚 取 和 额外 利息 的 频率 * 
称 为 “利息 转换 时 期 ”。 

三 个 词 “ 付 ”、“ 复 ”及 转换 ” 常 互相 蔡 换 来 应 用 。 但 它们 
有 时 对 某 些 使 用 者 确 有 不 同 的 含义 。 例 如 ，“ 复 ”意味 着 赚 到 的 
利息 用 于 再 投资 以 赚 取 额外 的 利息 。 而 “ 付 ” 意味 着 利息 是 以 分 
期 付款 形式 付出 的 ,就 象 取得 利息 时 一 样 。 术语 “转换 ”看 来 并 不 
具有 上 述 这 两 种 含义 。 提醒 读 者 在 届 到 这 些 术语 时 不 必 深 究 这 些 
含义 ,而 是 要 和 弄 清 利息 是 怎样 计算 和 支付 的 。 

本 节 定 义 名 义 利率 与 名 义 巾 现 率 ， 并 建立 一 个 系统 的 方法 去 
确定 等 价 的 实质 和 和 名义 利 率 和 贴现 率 。 “等 价 ”的 定义 见 1.7 节 。 

每 一 时 期 付 m 次 利息 的 名 义 利率 的 符号 为 im, 其 中 各 是 
> 1 的 正 整 数 。 所谓 名 义 利率 zt, 我 们 是 指 一 个 每 1/m 时 期 支 
付 一 次 的 利率 ， 也 就 是 说 ， 对 于 每 1/m 时 期 付 的 利息 是 i 人 fm， 
而 不 是 im) 。 例 如 一 个 季度 转换 的 8% 名 义 利率 并 不 是 指 每 季 利 
率 为 8%, 而 是 每 季 利率 为 2%% 。 实 际 上 。 我 们 可 以 说 ， 每 一 时 期 
im 的 名 义 利率 就 等 于 每 1/m 时 期 i 中 jm 的 实质 利率 。 

这 样 ， 从 等 价 的 定义 我 们 有 











i |™ 
1+i=|1+ 有 | . (1.20a) 


因为 方程 的 每 一 边 都 给 出 对 一 个 度量 时 期 投资 1 的 积累 值 。 
整理 上 式 ， 得 


im] 
i=|1+—| -1 (1.20b) 
m 


i 一 m[(L 十 人 友 一 于 (1.20c) 
“ 译 者 注 : 此 处 的 “频率 ” 似 应 为 “周期 ”。 
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图 1.4 展示 了 在 一 个 度量 时 期 中 以 名 义 利率 的 积累 过 程 。 其 
中 向 右 的 对 角 线 箭头 可 解释 为 加 号 ， 而 向 下 的 第 头 则 是 等 号 。 








14 名义 利率 图 


每 一 时 期 支付 m 次 的 名 义 贴 现 率 的 符号 是 dt") 。 对 于 名 
义 贴现 率 dt"", 我 们 是 指 一 个 每 1/m 时 期 支付 一 次 的 贴现 率 , 也 
就 是 说 ， 对 每 1/m 时 期 的 实质 贴现 率 是 de/ 。 

名 义 贴 现 率 dm) 是 一 种 在 每 1/m 时 期 之 始 支付 的 利息 的 度 
量 , 就 好 象 @ 是 在 一 个 时 期 之 始 支 付 的 利息 的 度量 一 样 。 由 类 似 
于 建立 im) 和 的 关系 的 推导 ， 此 处 也 可 建立 将 dt) 与 d 联系 
的 公式 ， 使 它们 成 为 等 价 。 

由 等 价 的 定义 有 


dnl™ 
1-d=|1- “|. (1.21a) 


因为 方程 的 两 边 都 给 出 在 一 个 度量 时 期 末 应 付 1 的 现时 值 。 
重新 整理 ， 可 得 


dml™ 
d=1- |1=- 一 一 (1.21b) 
mm 


dm = ml[l — (1 一) 去 ] = ml[1 一 u 支 ]， {1.21o) 
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图 1.5 展示 了 在 一 个 度量 时 期 以 某 一 名 义 贴现 率 进行 贴现 的 
过 程 。 向 左 的 对 角 线 第 头 可 解释 为 碱 号 , 而 向 下 的 箭头 则 是 等 号 。 


时 间 . ‘© 二 





册 现 。 安 {1- 乞 ) 大 


人 





从 经 : 1-d = 


图 1.5 名义 贴现 率 图 


在 名 义 利率 与 名 义 贴现 率 之 间 存 在 着 密切 的 关系 。 下 述 关系 
成 立 ， 因 为 方程 两 边 均 等 于 1 十 纪 


.(m) 1] 了 -Pp 
E+ 守 | = 上 -从 | . (1.220) 
各 果 n= 公式 (1.22a) 变 为 
in) (一 
|- 上 -全 | . (1.225) 


如 m= 二 1, 则 "Y= 即 实 和 质 利率 ; 而 如 p= 二 1, 则 A 路 = 即 
实质 贴现 率 。 这 样 公式 (1.22a) 可 用 来 寻找 等 价 利率 或 贴现 率 
不 论 是 实质 的 或 名 义 的 ， 可 接任 何 需 要 的 频率 转换 的 。 

另 一 个 类 和 似 于 公式 (1.17) 的 联系 im 与 dtm) 的 关系 是 





Nn) dm) im dm) 
da (1.23) 
3 m™m mm ™m 


这 一 结果 的 字面 解释 类 似 对 式 (1.17) 的 字面 解释 。 其 推导 留 作 习 
题 。 
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在 建立 上 述 包 含 等 价 利率 与 贴现 率 的 公式 时 ， 在 1.7 节 中 给 
出 的 等 价 定义 是 在 一 个 度量 时 期 中 比较 的 。 虽然 用 一 个 度量 时 期 
这 一 点 是 随意 的 ， 但 读者 应 能 检验 复 利率 和 复 贴现 率 的 等 价 并 不 
依 豆 于 所 选择 的 比较 时 期 的 长 短 。 然而, 对 其 他 类 型 的 利息 , 例如 
单 利和 单 贴现 ， 利 率 的 等 价 将 依赖 于 所 选择 的 比较 时 期 的 长 短 。 


rfl 








图 1.6 ”展示 名 义 利率 与 贴现 率 的 积累 函数 图 


将 名 义 利 率 和 贴现 率 与 积累 函数 a(t) 联系 起 来 是 很 有 启发 
性 的 。 图 1.6 给 出 了 一 个 m = 2 的 例子 。 读 者 可 自行 构造 其 他 的 
例子 。 成立 下 述 关系 : 





2 
A1B1=d BiC1 =% = 一 窜 
AsBs = BoC = v2 =1- 归 
A3B3= 和 BsaGs=(1+ 引 2 =1+ 冤 。 
AsBs=i BsC4 一 1 十 =[ 尝 ] . 


指出 这 样 一 点 是 有 趣 的 : 名义 利率 与 名 义 贴 现 率 对 单 利 与 单 贴现 
是 没有 什么 关系 的 。 因为 利息 或 贴现 的 金额 是 与 包含 的 时 间 直 接 
成 比例 的 ， 每 1/m 时 期 支付 的 利率 或 贴现 率 与 一 个 度量 时 期 支 
付 一 次 没有 区 别 。 

如 同 “ 贴 现 率 ”一 词 ，“ 名 义 ” 一 词 不 幸 也 具有 多 重 含义 。 在 
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7.3 节 中 “名义 ”被 用 于 另 一 种 意义 , 与 证 券 的 收益 相 联 系 。 在 乡 4 

节 中 “名 义 ” 双 有 一 种 含义 ， 与 通货 膨胀 在 利率 中 的 反映 有 关 。 
例 1.7 ”确定 $500 以 季度 转换 8 名 年 利 投资 5 年 的 积累 值 。 
答案 为 











500 [: 十 = 500(1.02)20. 


0.08145 
于 | 
应 当 注 意 这 一 情况 与 基 人 将 $500 以 2%% 利率 投资 20 年 是 
相等 的 。 
例 1.8 ”如 以 6% 年 利 ， 按 半年 为 期 预 件 及 转换 ， 到 第 6 年 
末 支 付 $1000, 求 其 现时 值 。 
答案 为 
1000 上 一 区 | ”- 1000(0.97)12 
5 ， . . 
应 注意 这 一 情况 相当 于 按 3% 贴现 率 计算 在 12 年 末 支 付 
$1000 的 现时 值 。 
例 1.9 ”确定 季度 转换 的 名 义 利率 ， 使 它 等 价 于 月 度 转 换 的 
6W 名 义 贴 现年 率 。 
用 公式 (1.22a) 





ad] 0.06] -2 
上 + 所 = =- 守 | 
jiG) 
1 六 = {0.995)-3 
i = 4[(0.995)"?—1]. 


§1.9 “利息 效力 与 贴现 效力 
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前 面 各 节 定 义 的 利息 度量 对 于 度量 在 规定 的 时 间 区 间 内 的 利 
意 是 有 用 的 。 实质 利率 与 实质 贴现 率 是 度量 在 一 个 度量 时 斯 内 的 
利息 ， 而 名 义 利率 与 名 义 贴 现 率 则 度量 1/m 时 期 内 的 利息 。 
重要 的 是 在 很 多 情形 下 需要 能 度量 利息 在 每 一 时 刻 ， 也 就 是 
在 无 穷 小 时 间 区 间 内 运行 的 强度 。 这 种 对 利息 在 各 别 时 刻 的 度量 
称 为 利息 效力 。 

考虑 一 笔 资 金 的 投资 。 设 在 时 刻 t 的 资金 金额 由 金额 函数 
Att) 给 出 ， 在 此 资金 中 运行 的 唯一 因子 是 由 利息 带 来 的 资金 增 
长 ， 即 本 金 既 不 加 入 又 不 撤回 。 

利息 在 时 刻 + 的 运行 强度 可 由 4{t) 曲线 在 t 时 刻 的 变化 率 
或 斜率 来 度量 。 由 初等 微 积分 可 知 ， A{t) 曲线 在 时 刻 上 的 斜率 可 
由 导数 在 这 一 点 的 值 给 出 。 

然而 ,作为 利息 的 度量 ， A'(t) 是 不 能 令 人 满意 的 ， 因为 它 还 
依赖 于 投资 的 金额 。 例 如 ， 在 相同 条 件 于 分 别 投资 $200 和 3100， 
则 $200 这 笔 资 金 的 变化 率 ， 将 是 $100 资金 变化 率 的 两 倍 。 然 
而 ，$200 资金 的 利息 并 不 以 两 倍 的 强度 来 运行 事实 上 , 我们 可 
以 说 这 两 笔 资 金 是 以 同样 的 强度 来 运行 的 。 

我 们 可 以 校正 这 一 点 ， 只 要 把 A'(t) 用 资金 在 时 刻 t 的 金额 
即 4 伯 去 除 就 可 以 了 。 这 就 给 出 了 利息 在 时 刻 上 运行 强度 的 一 
种 度量 ， 它 表示 为 一 种 独立 于 资金 金额 的 比率 ， 即 作为 基金 中 每 
一 元 钱 的 比率 。 这 种 在 时 刻 tt 的 利息 效力 用 tt 来 记 ， 即 定义 为 






























































4 _ a 
一 A 一 a (1.24) 


应 当 记 得 5 的 下 述 性 质 : 
1. 5 是 利息 在 某 一 确定 时 刻 上 的 强度 的 度量 。 
2. 64 将 此 度量 表示 为 每 一 度量 时 期 的 比率 . 
写 出 用 函数 be 来 表示 A(t) 和 a(t) 的 值 的 表达 式 是 可 能 的 。 
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由 (1.24) 可 见 54 的 另 一 表达 式 为 


全 一 所 log。 A(t) = Elog, a(2). (1.25) 


玫 r 代 tt 并 将 此 式 两 边 在 0 到 上 之 间 积 分 ， 得 
t ta 
/ 6rdr / 再 1oge 4frjdr 


log, A 一 ge 和 全 


Ei 


继 
再 有 Ra AW) _ alt) 
ACO) a(0) 
将 公式 (1.24) 写 为 A(t)6t = A'(#) 就 可 推出 另 一 公式 。 将 上 式 类 
0 到 积分, 得 


/ “At)5edt = [ ™ pl#)dt = A = A(m) — A(O). (1.27) 
oa 0 


= al(t). (1.26) 


公式 (1.27) 有 一 个 相当 有 趣 的 字面 解释 。 4(m) 一 4(0) 这 一 项 是 
在 nn 个 度量 时 期 内 赚 得 的 利息 。 而 微分 表达 式 A(t)6edt 则 可 解释 
为 由 金额 A(t) 在 时 刻 t 西利 息 强度 5t 而 赚 得 的 利息 金额 。 当 将 
此 表达 式 从 0 到 nn 积分 时 ， 它 就 给 出 了 n 个 时 期 中 获得 的 利息 
总 金额 。 
用 导数 的 定义 来 分 析 公 式 (1.24), 可 以 使 我 们 得 到 对 利息 效 
力 本 质 的 进一步 认识 。 A(t) 的 导数 可 表示 为 
A = mm 十 六 A(t) ， 


而 由 (1.24) 式 可 将 大 写 为 


At) ,A(t+h)— AO) 
:A RAG 








(1.28) 
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表达 式 人 0 守 和 全 可 视 为 基于 从 时 刻 上 到 时 刻 上 十 户 之 间 所 赚 得 
的 利息 的 利率 。 例如 ， 假 定 疡 一 1, 我 们 有 于 叶 生 4 们 , 它 是 资金 
在 一 个 时 期 内 的 增 量 被 期 初 的 资金 金额 去 除 。 若 h = 1/2, 我 们 
有 2 .42 人 仙人 ， 它 是 半 个 时 期 内 资金 增 量 的 两 倍 被 期 初 资金 
金额 去 除 。 当 h 趋向 于 0, 此 表达 式 的 极限 ， 即 利息 效力 ， 可 被 描 
述 为 基于 时 刻 上 的 利息 强度 的 名 义 利率 。 

也 可 以 类 似 于 公式 (1.24) 那样 来 定义 贴现 效力 。 为 此 可 用 
贴现 函数 a-1(t) 来 代 闪 积 累 函 数 a(t) 。 在 时 刻 t 的 贴现 效力 
用 如来 记 ， 其 定义 为 














，， 要 -1(#) 


名 一 一 本 全 

除 掉 多 一 个 负 号 外 ， 如 的 定义 与 6 的 定义 是 完全 类 似 的 。 
为 使 贴现 效力 之 值 保持 为 正 ， 这 个 负 号 是 必要 的 。 公 式 (1.29) 的 
分 母 为 正 ， 但 分 子 为 负 ， 因 为 a-1(#) 是 一 个 递减 函数 。 

在 本 节 稍 后 处 ， 将 会 见 到 ， 贴 现 效力 给 出 名 义 贴现 率 与 实质 
贴现 率 之 间 的 一 个 关系 ， 类 似 于 利息 效力 给 出 名 义 利率 与 实质 利 
率 之 间 的 一 个 关系 。 然 而 ， 可 以 证 明 名 二 5, 故我 们 可 以 不 用 区 
而 只 用 5 。 此 证 明 如 下 : 

_ 曼 a 1(t) 

a-1(t) 
a-2(#) 归 a(t) 

al 人 (村 
一 2 
= 公式 (1240 
= . 





(1.29) 























6 = 





利息 效力 理论 上 可 以 随时 变化 。 然 而 ， 在 实际 中 它 经 常 保持 
为 常数 。 如 果 利 息 效力 在 某 时 间 区 间 土 为 常数 ， 则 实质 利率 在 此 
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区 间 上 也 为 常数 。 这 可 在 ?个 度量 时 期 上 用 公式 (1.26) 而 得 (n% 
为 正 整数 ) 


elo st — en 车 8 一 5 对 <t<n 
= a(n) 
(1 十 人 
所 以 
e5 一 T+i (1.30) 
或 
1 一 ez 一 1. {1.31a) 


它 将 .i 表示 为 6 的 函数 。 
对 {1.30) 取 对 数 表示 6 为 i 的 函数 


§ = logell + 人. (1.32a) 
公式 (1.32a) 也 可 直接 从 复 利 的 积累 函数 导出 : 
划 L+ 让 (1+i)loge(1+ 人 让 
(TF! (T+ i)t 
它 对 所 有 为 常数 。 
公式 (1.31a) 与 (1.32a) 也 可 写 为 级 数 展开 的 形式 : 


6 











= logell + i), 





62 #583 6 
6 
fi 一 € 一 1 一 5+ 可 十 可 十 而 + (1.31b) 
这 计 计 
= 让 二 2 一 一 十 一 一 一 十 …: .32b: 
6 loge(l +i) = 到 十 本 到 十 (1.32b) 








这 两 个 级 数 通 常 收 化 很 决 ， 因 为 在 实际 中 i 和 6 为 很 小 的 正 
数 ， 其 逐次 矢 快 速递 减 。 
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将 二 与 宇 联 系 起 来 ， 立 即 可 使 帮 能 与 本 章 所 叙述 过 的 利息 的 
其 他 度量 联系 起 来 。 下 述 的 一 系列 等 式 是 公式 (1.22a) 的 一 种 拓 
展 形式 ， 它 们 概括 了 本 章 的 太 部 分 内 容 : 


i ]™ (p) ] -7 
ht | =1+i=v 1=(1-d)-! -他 | =6s 
™m 
(1.33) 


在 单 利和 单 贴现 的 情形 下 来 检验 一 下 利息 效力 是 有 益 的 。 对 单 利 
有 








0 
af( 匡 
重 (1 十 询 
1 十 证 
i 


= 对 O<t. . 
FR MOSt (1.34) 


6 = 





类 似 地 ， 对 单 贴现 有 
_ 量 a (0) 
a-l(t) 
划一 ad) 
1-at 
对 0 <t<1/d. (1.35) 


1—dt 


公式 (1.35) 中 对 t+ 值 的 上 界 的 限制 是 必要 的 , 这 可 保证 6 为 
有 限 的 正 值 。 如 同 我 们 所 预料 的 那样 ， 对 单 利 来 说 ， 5 为 的 递 
碱 函 数 ， 但 对 单 贴现 则 是 t 的 递增 函数 。 

读者 也 许 会 感到 奇怪 ， 虽 然 常数 的 利息 效力 5 会 导致 实质 利 
率 也 为 常数 ， 但 反之 未 必 为 真 。 为 了 看 到 这 种 可 能 性 ， 考 虑 n 
个 度量 时 期 (nr 为 一 正 整 数 ), 我 们 又 有 


an) = (1+i)" = elfo ror 
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然而 , 假若 我 们 将 n 个 度量 时 期 上 的 积分 分 解 为 一 个 度量 时 . 

期 上 的 积分 的 和 ， 则 有 
(ti = [fa ader fe Gert fos sa 

= eho Sdtef? Sadt , .ele id 


如 果 人 允许 机 在 这 些 度量 时 期 的 每 一 个 中 这 样 变动 ， 使 所 有 
的 一 个 时 期 积分 相等 ， 则 将 导致 1 对 ni 个 时 期 中 的 每 一 个 均 为 党 
数 ， 但 6 在 每 一 个 这 样 的 时 期 中 则 是 变化 的 。 

探讨 这 种 现象 的 一 个 很 好 的 实际 例子 是 : 投资 1 历时 ”个 时 
期 ， 其 中 对 完整 时 期 用 复 利 ， 而 对 分 数 时 期 则 用 单 利 。 这 就 产生 
了 一 个 企 十 (对 大 = 1,2,…,n) 形式 的 增长 类 型 ， 从 而 实质 
利率 在 个 宕 量 时 期 内 是 常数 。 然 而 ， & 在 每 一 个 这 样 的 度量 
时 期 内 却 是 变化 的 ， 因 为 W 取 单 利 。 也 可 构造 出 其 他 的 例子 来 研 
究 这 同一 件 事 ， 但 它们 一 般 包含 8 的 更 为 复杂 的 变化 形式 。 

由 im 来 分 析 6&, 可 以 得 到 对 利息 效力 本 质 的 另 一 个 有 趣 的 
理解 。 由 公式 (1.33) 























[人 | = 
mm 
i = mle# 一 ]. 
由 级 数 展开 有 
i 
5 


mi = {1.36) 


.30. 


这 一 公式 有 直观 的 解释 ， 既 然 i 是 每 1/m 时 期 转换 一 次 
的 名 义 利率 ， 则 6 就 可 解释 为 可 连续 转换 的 名 义 利率 。 
类 似 地 亦 可 证 明 


lim dm) 一 和 (1.37) 
ms 


此 证 明 留 作 习题 。 这 公式 也 有 直观 的 解释 。 既然 4 是 每 1/m 
时 期 转换 一 次 的 名 义 贴 现 率 ， 则 5 就 可 解释 为 连续 转换 的 名 义 贴 
现 率 。 本质 上 ， 这 是 利息 效力 与 贴现 效力 相等 的 另 一 种 证 明 。 这 
一 结果 的 第 三 种 证 明 留 作 习 题 。 

利息 效力 是 一 种 有 用 的 概念 化 手段 ， 它 使 复 利 金额 的 连续 增 
长 类 似 于 自然 科学 中 遇 到 的 增长 函数 。 从 理论 上 说 ， 利 息 最 基本 
的 庆 量 就 是 利息 效力 。 但 在 实际 上 ， 实 质 和 名 义 利率 与 贴现 率 用 
得 更 频繁 , 因为 它们 更 简单 ， 对 于 多 数 人 来 说 更 易 理解 , 而 且 大 多 
数 金融 业务 包含 的 是 离散 过 程 而 非 连续 过 程 。 这 并 不 是 说 利息 效 
力 没 有 实际 意义 。 除 掉 它 是 一 种 有 用 的 概念 化 及 分 析 工 具 以 外 ， 
它 还 可 在 实际 中 被 用 作 那 种 转换 非常 频繁 (例如 按 日 计 ) 的 利息 
的 近似 。 近 年 来 ， 也 有 某 些 金融 业务 确 已 开始 使 用 连续 复 利 。 

例 110 ”确定 $1000 按 利息 效力 5 名 投资 10 年 的 积累 值 。 

答案 为 





1000e(0.05)(10) ~ 1000e95. 


81.10 变 利息 
本 节 处 理 可 变 利息 的 情形 。 考 目 两 种 类 型 的 变化 。 其 他 变化 
类 型 可 按 基 本 原理 来 分 析 。 
第 一 种 变化 类 型 考虑 连续 变化 的 利息 效力 。 在 包含 变化 的 利 
息 效 力 的 问题 中 所 用 基本 公式 是 (1.26) 式 





alt) = efo rar. (1.26) 


31. 


如 果 br 的 形式 容易 积分 ， 则 可 直接 得 到 结果 。 如 果 和 的 形式 不 
容易 积分 ， 则 需 用 数值 积分 方法 。 

第 二 种 变化 类 型 包含 着 一 个 时 期 中 实质 利率 的 变化 。 这 种 变 
化 类 型 可 能 是 实际 中 最 常见 的 一 种 类 型 。 象 前 面 一 样 ， 记 加 为 从 
投资 日 算 起 第 ”个 时 期 内 的 实质 利率 ， 则 对 于 整数 上 之 1, 有 


站 
a 提 =(L+i1+i) (+i= Tati). (138) 
k=1 


如 果 宙 二 认 二 … 二 寻 二 纪 就 得 到 熟知 的 结果 alt) = (1 十 i)! 。 
具有 变化 实质 利率 的 现时 值 也 可 类 似 地 处 理 , 对 于 整数 二 之 1， 





有 


ar 人 {1 + (1 + i (+)! 
t 3 


IIQ +é)7! = Fe: (1.39) 
=1 k= 


公式 (1.38) 与 (1.39) 中 采用 的 方法 可 以 很 容易 地 推广 到 包 
含 名 义 利率 与 名 义 贴现 率 。 所 需要 做 的 就 是 在 每 一 个 其 利率 或 贴 
现 率 为 常数 的 归 类 子 区 间 中 点 数 利 息 转 换 时 期 的 个 数 ， 然 后 在 整 
个 区 间 中 对 每 一 子 区 间 乘 上 适当 的 因子 。 此 事 留 作 习 题 。 

在 包含 变 利 息 的 情形 下 ， 常 需要 一 个 与 那些 变化 的 利率 水 平 
等 价 的 利率 。 遇 到 这 种 情形 时 ， 可 直接 应 用 1.7 节 中 给 出 的 等 价 
的 定义 。 然 而 ， 必 须 指 出 此 解答 依赖 于 所 选择 的 用 以 比较 的 时 期 
的 长 短 。 既 然 利息 是 变化 的 ， 则 在 某 种 长 度 的 时 期 上 等 价 的 利率 
(或 贴现 率 ) 将 不 同 于 在 另 一 长 度 的 时 期 上 等 价 的 利率 。 

例 1.11 如 果 











1 
= TE 


确定 1 在 nn 年 末 的 积累 值 。 





.32 - 


用 公式 (1.26) 解答 为 


， 1 
id eho id = elogcd+68 = 1 +n. 





例 1.12 ”如 果实 质 利率 在 头 5 年 为 5 锅 , 随 之 5 年 为 43%， 
最 后 5 年 为 4% 。 试 确定 $1000 在 15 年 末 的 积累 值 。 
用 公式 (1.38), 答案 为 


1000(1.05) (1.045)5(1.04)°. 





81L.11 总 结 


表 1.1 总 结 了 本 章 中 的 许多 内 容 
表 1.1 第 一 章 中 关系 的 总 结 


利率 或 贴现 率 1 在 时 刻 上 1 在 时 刻 
的 积累 值 = c(t) ”的 现时 值 一 o 人 














于 +! v= 1+ 
im) [ 十 | [ mm] 

a (a) (1— a 
dimy E | E < 

6 e 二 一 中 
单 利 

# 工 十 证 (1 十 认 ) 一 1 
单 贴现 

d (1 a) 1-dt 








习题 
81.2 ”积累 函数 与 金额 函数 


1. 考虑 金额 函数 4( 一 世 十 2 十 3 。 
a) 确定 对 应 的 积累 函数 (里 ， 


b) 校 核 a(t#) 是 否 满足 积累 函数 的 三 条 性 质 ， 

0) 找 出 I 。 

2. a) 证 明 A(n) - 4(0] = 五 十 五 十 十 所 。 

hb) 按 字 面 解 释 (a) 中 得 到 的 结果 。 

3, 如果 a) 五 = mr pb) 五 = 2", 确定 从 时 刻 上 到 时 刻 n ( 设 
+ < n) 赚 得 的 利息 金额 。 

4. 已 知 e 人 二 的 形式 为 a 十 5 。 如 果 在 时 刻 0 投资 $100 能 
在 时 刻 3 积累 到 $172; 试 确定 在 时 刻 5 投资 $100, 在 时 刻 10 的 
积累 值 。 

81.3 ”实质 利率 

5. 假设 A(t) = 100 十 5 。 a) 确定 站 , b) 确定 io 。 

6. 假设 A(#) = 100(1.11 。 a) 确定 is, b) 确定 ilo 。 

了 证 明 A(n)= (1 ++in)A(n 一 1) 。 

8. 若 4(4) = 1000 及 加 = 0.01n, 确定 4(7) 。 

81.4 单 利 

9. a) 如 $500 在 2 年 内 积累 到 $615, 单 利 的 利率 为 多 少 ? 
b) $500 按 7.8%% 的 单 利 要 经 过 多 少年 可 积累 到 $630? 

10. 车 多 是 单 利 对 时 期 的 单 利 利率 {其 中 上 = 1,2,…,n)， 
证 明 

a(n) 一 af0) = 条 十 记 十 … 十 in: 

11. 如 果 $1000 以 某 一 单 利 利率 经 过 某 一 长 度 的 时 期 积累 到 
$1100 。 试 确定 $500 以 3 大 的 单 利 利率 经 过 两 倍 长 的 时 期 的 积 
累 值 。 

12. 某 项 资金 的 单 利 利率 为 i = 4%, 间 在 多 长 的 时 期 里 它 会 
等 价 于 23% 的 实质 利率 ? 

31.5 ” 复 利 

13. 设 0 <i<1, 试 证 明 

a) (1 二 让 < 之 1 十 社 ,如 果 0<ti<1。 

b) (+ 让: 二 1 十 主 , 如 果 {t= 二 1 。 


34. 


c) (1 十 裕 > 工 十 谋 ,如 果 上 > 工 。 

这 一 习题 校 核 了 单 利和 复 利 经 过 不 同时 期 后 积累 值 的 相对 大 
小 。 

14. 已 知 投资 $6002 年 后 得 到 $264 的 利息 。 试 确定 以 相同 
的 复 利 利率 投资 $2000 在 3 年 后 的 积累 值 。 

15.* 假设 1 以 利率 i 投资 n 个 时 期 的 积累 值 与 1 以 利率 了 
投资 n 时 期 的 积累 值 的 比 ， 等 于 1 以 利率 ” 投资 n 个 时 期 的 积 
累 值 。 确 定 > 为 宇和 了 的 函数 的 表达 式 。 

16. 以 某 一 复 利 利率 ，1 会 在 a 年 内 增加 到 2, 2 将 在 ”年 内 
增加 到 3, 3 将 在 c 年 内 增加 到 15, 如 果 6 将 在 年 内 增加 到 10， 
将 nn 表示 为 a, 和 c 的 函数。 

17， 将 一 定金 额 的 款项 以 每 季度 3% 的 利率 投资 一 年 。 设 
DD(k) 为 在 季度 :所 得 复 利 利息 金额 与 单 利 利息 金额 之 差 (k= 
1,2,3,4) 。 确定 万 (和 对 D(3) 的 比值 。 

$1.6 ”现时 值 

18. 找 出 从 投资 日 起 第 n 个 时 期 的 贴现 因子 的 表达 式 ， 也 就 
是 (1+ 训 )-:! 依据 金额 函数 的 表达 式 。 

19. 第 n 个 时 期 末 支付 1 和 第 2n 个 时 期 末 支 付 1 的 现时 值 
之 和 为 1, 试 确定 (1 十 让” 。 

20. 试 证 明 n 个 时 期 以 前 支付 1 的 当前 值 和 n 个 时 期 以 后 
将 支付 1 的 当前 值 之 和 大 于 2。 若 i>0。 

21. 已 知 $500 的 投资 在 第 30 年 末 将 增长 到 $4000 。 试 确定 
在 20 年 ，40 年 ， 60 年 之 末 各 付款 $10000 的 现时 值 之 和 。 

$1.7 ”实质 贴现 率 

22. 投资 A 一 年 得 到 的 利息 金额 为 $336, 而 等 价 的 贴现 金额 
为 $300, 试 确定 A 。 

23. a) 对 于 10% 单 利 ， 确 定 ds 。 

b) 对 于 10% 单 贴现 ， 确 定 号 。 


* 本 题 原 书 show that 似 有 误 ， 似 应 为 1t is known that 

















译 者 


.35. 


24. a) 设 讨论 复 贴 现 ， 试 证 心 对 所 有 mn 为 常数 。 
b) 设 讨论 单 贴现 ， 试 证 若 0 <m 一 1< 1/d, dn 为 于 的 增 函 


25. 设 0 < d < 1, 试 证 

aj (1 一 di<1 一 dt 如果 0<t<l。 

bl 一 d= 二 1 一 dt, 如 果 t 二 1 。 

cj (1 一 dt>1 一 dt, 如果 t>1。 

这 一 习题 校 核 了 对 单 贴现 与 复 贴现 经 过 不 同时 期 其 现时 值 的 


相对 大 小 。 


率 ， 


26. 如果， 和 了 为 经 过 个 时 期 后 等 价 的 单 利 率 和 单 贴现 
试 证 i 一 d= idt 。 


$1.8 ”名 义 利率 与 名 义 贴现 率 

28. a) 把 df4 表示 为 i3) 的 画 数 。 

Pb) 把 i 表示 为 dl2) 的 函数 。 

29， 偶 而 也 会 有 利息 转换 次 数 少 于 一 年 一 次 的 情形 。 定 义 


im 与 dtm 为 每 rm 年 转换 一 次 的 名 义 年 利率 与 名 义 年 贴现 
率 。 试 对 此 种 情形 给 出 类 似 于 (1.22a) 的 公式 。 


30. 试 确定 $100 在 两 年 之 末 的 积累 值 ， 

a) 如 果 名 义 年 利率 为 季度 转换 6% 。 

b) 如 果 名 义 年 贴现 率 为 每 四 年 转换 一 次 6% 。 

31. 推导 公式 (1.23) 。 

32. a) 证 明 it = dm(1+iLm 。 

b) 按 字 面 解释 a) 中 得 到 的 结果 。 

33， 如果 itm) = 0.1844144 及 dm) = 0.1802608, 试 确定 


34. 已 知 





试 确定 m 。 

35. 如 果 " 二 多 ,将 ?” 按 > 表示 出 来 。 

81.9 “利息 效力 

36. 推导 公式 (1.37) 。 

37. 利用 公式 (1.23) 给 出 Bl = 的 第 三 种 证 明 。 

38. 设 m > 1 较 大 小 增加 的 次 序 排列 记 i0" ,dd 中 与 5 。 

39. 证 明 和 5 = 生息 一 王 。 

40. a) 如 果 A(t) = Katb? de ,导出 4 的 表达 式 。 

b) 在 此 情形 公式 (1.24) 或 (1.25) 哪个 更 有 利 ? 

41. 试 证 明 

a) [tdt = —logev” 。 

b) fA)6dt = +l+t + 

42. 资金 A 以 10% 的 单 利 率 积累 。 资金 B 以 5% 的 单 贴现 
率 积累 ， 找 出 一 个 时 刻 ， 使 其 时 两 笔 资金 的 利息 效力 相等 。 

43. 对 一 个 积累 函数 为 二 次 多 项 式 的 基金 投资 1 年 。 在 上 半 
年 得 到 的 名 义 利率 为 举 年 度 转 换 5 名, 整 年 的 实质 利率 为 7%, 试 
确定 ios 。 

44. 确定 一 个 时 期 中 某 一 部 分 的 表达 式 ， 使 在 此 部 分 中 按 单 
利 计算 超过 按 复 利 计算 的 积累 信 达 到 最 大 。 

$1.10 ” 变 利 息 

45. 如果 5 = 0.01t, 0 <t < 2, 斌 确定 在 区 间 0 <t+<2 内 
的 等 价 实质 年 利率 。 

46. 如 果 8 二 0.04(1 十 芭 -2, 试 确定 1 在 第 19 年 末 的 积累 
值 。 

47， 试 确定 3 年 期 间 的 常数 实质 利率 ,使 它 等 价 于 第 1 年 
3 人 %%, 第 2 年 7%, 第 3 年 6% 的 实质 贴现 率 。 

48，a) 确定 1 在 n 个 时 期 末 的 积 票 值 ， 其 中 第 类 个 时 期 
(1 < <m) 的 实质 利率 由 


认 =(L+ri*(L 十 人 一 
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决定 。 
b) 证 明 a) 的 答案 可 写 为 (1 十 了 )", 并 确定 7 。 
49. 在 时 刻 + 的 利息 效力 为 妇 /100, 确定 wa 1(3) 。 
50. 在 资金 X 中 ， 钱 款 以 利息 效力 








:= 0.01t+0.l 对 0 <t<20 


来 积累 。 在 资金 Y 中 ,， 钱 款 以 年 实质 利率 i 积累 。 两 笔 资 金 均 投 
资 1, 为 期 20 年 。 在 第 20 年 末 两 笔 资金 的 数值 相等 。 试 计算 资 
金 Y 在 1.5 年 末 的 数值 。 

51. 假设 到 = 站 , 当 2 +10。 对 任何 位 于 nN 和 nn 十 1 
之 间 的 1 年 期 则 (2 < n < 9), 计算 等 价 的 d(?) 。 

52. 假定 第 上 年 的 实质 贴现 率 为 .01k 十 0.06 (对 天 = 1,2,3)， 
试 确定 3 年 期 间 的 等 价 单 利 利率 。 

杂 题 

53. 证 明 6 = 加 捧 呈 ,此 处 = 表示 近似 相等 。 

b) 设 m = 1, 找 出 (a) 式 的 误差 用 的 级 数 来 表示 的 精确 表 
达 式 。 ~ 

54. 证 明 CD" [ww 一 起] =5。 

55. 确定 下 列 导 数 

a) 量 @ c) 着 dm e) 茵 4 

b) 5 dd) 5 

56. 用 级 数 展开 形式 确定 下 列 各 项 

a) 4 作为 d 的 函数 。 qd) io 作为 i 的 函数 

b) d 作为 i 的 函数 ” e) 6 作为 4 的 函数 

cu 作为 5 的 函数 

57. 证 明 








a+i 这 +4 
ti + 


6 2 4 6 
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58. 证 明 


Co 一 一 (1 十 in 一 1 





59. a)} (1) 若 8 为 线性 且 正 的 ， 即 6+ 二 a 十 Br, 其 中 a>0 
及 上 b> 0, 导出 alt) 的 表达 式 。 
(2) 确定 从 投资 日 起 第 %w 个 时 期 的 积累 因子 , 即 1+in 。 
b) (1) 若 6 为 指数 型 且 正 的 ， 即 ,= ab", 其 中 a>>0 及 
45 > 0, 导出 alt) 的 表达 式 。 
(2) 确定 从 投资 日 起 第 n 个 时 期 的 积累 因子 , 即 1 十 in 。 
60. 利息 效力 的 Stoodley 公式 是 





号 
和 一 ?二 1 十 rest 





试 证 or1G = 二 叶 十 1 生 叶 ,其 中 二 e719), 而 v2=e?。 
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第 二 章 “利息 问题 求解 


§2.1 3 引 言 


利息 理论 中 的 基本 规则 相对 来 说 是 比较 少 的 。 在 第 一 章 中， 
分 析 了 利息 的 各 种 定量 度量 。 第 二 章 将 讨论 求解 利息 问题 时 应 当 
遵循 的 一 般 规则 。 本 章 的 目的 是 要 发 展 一 种 系统 的 方法 ， 利 用 这 
种 方法 可 将 第 一 章 中 的 基本 原理 应 用 于 更 复杂 的 金融 业务 。 

如 对 头 两 章 有 了 透彻 的 了 解 ， 就 可 以 解 大 多 数 利息 问题 。 相 
继 的 各 章 有 两 个 主要 的 目的 : 

1. 使 读者 熟悉 更 复杂 类 型 的 金融 业务 , 包括 一 些 在 实践 中 磁 
到 的 术语 的 定义 。 

2. 提供 对 这 些 金融 业务 的 系统 分 析 ， 它 使 人 们 能 够 对 问题 作 
出 比 直接 采用 基本 原理 更 有 效 的 处 理 。 
作为 上 述 第 二 个 目的 的 结果 ， 有 时 我 们 会 导出 一 些 简化 公式 。 幸 
运 的 是 ， 需 要 记忆 的 公式 数目 较 少 ， 即 使 如 此 ， 人 常常 有 一 些 困 难 
是 来 源 于 盲目 地 信赖 公式 而 不 理解 这 些 公式 所 依据 的 基本 原理 。 
重要 的 是 必须 了 解 利息 问题 通常 都 能 按 基 本 原理 去 求解 ， 而 且 在 
许多 情形 下 采用 基本 原理 并 不 象 初 看 起 来 那样 不 便 。 





82.2 ” 求 得 数值 结果 


在 第 一 章 中 许多 包含 积累 值 、 现 时 什 及 等 价 利率 与 等 价 贴 现 
率 的 例子 和 习题 的 答案 都 保留 了 指数 形式 。 这 样 做 的 目的 是 简化 
那些 基本 规律 的 表示 式 ， 而 不 需 读 者 去 完成 过 多 的 算术 运算 。 自 
然 ， 在 实际 工作 中 ， 经 常 需要 真实 的 数值 答案 ， 本 节 的 目的 就 是 
要 讨论 得 到 这 些 解答 的 各 种 可 能 的 方法 。 
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个 人 计算 机 和 带 有 指数 函数 、 对 数 函 数 的 便宜 的 袖珍 计算 器 
的 出 现 ， 使 人 们 可 以 通过 直接 计算 得 到 各 种 利息 问题 的 数值 解 。 
事实 上 ,在 许多 情形 下 直接 计算 可 能 是 最 容易 和 最 有 效 的 方法 。 

另 一 种 方法 是 利用 复 利 表 。 这 种 表 出 现在 附录 工 中 ， 并 包括 
刀 和 (1+an 的 值 ,以 及 将 在 相继 各 章 中 定义 的 其 他 一 些 函 数 
表 中 取 几 种 利率 及 从 1 到 50 的 各 种 见 值 .在 岂 和 (1+ 让 的 表 
达 式 中 ， 也 有 时 给 出 大 的 非 整数 值 ， 如 大 = 1/2,1/4 及 1/12 。 
如 果 需 要 的 值 出 现在 表 中 ， 则 利用 复 利 表 是 一 种 合适 的 方法 。 

最 后 , 如 果 上 上述 几 种 方法 都 不 能 用 , 则 有 时 仍 可 用 直接 手 算 。 
这 时 可 能 需 用 级 数 展开 ,一 个 例子 是 用 二 项 式 定理 来 展开 (1 十 让 k， 
即 








Me Det 夫人 -+ Ga 


A , 
(1+ = 二 1 十 版 十 引 


第 二 个 例子 是 将 eS 展开 为 





k6)? (Kk) 
十 
这 些 公式 对 于 大 取 正 值 或 负 值 都 可 以 用 ， 虽 然 ， 收 敛 可 能 较 慢 
除非 上 的 绝对 值 为 小 量 (例如 ， 对 于 分 数 时 期 的 情形 ) 。 由 第 一 章 
的 一 些 基本 恒等式 也 可 发 展 其 他 的 级 数 展开 式 。 然 而 ， 应 该 强调 
的 一 点 是 : 为 计算 目的 而 使 用 级 数 展开 是 不 方便 的 ， 且 除非 为 特 
殊 情况 ， 一 般 并 无 必要 。 

在 实践 中 经 常用 到 的 一 种 处 理 利息 问题 的 方法 ， 是 对 整数 时 
期 用 复 利 , 而 对 分 数 时 期 用 单 利 。 这 一 方法 等 价 于 假设 0 < 大 < 1 
时 ， 在 公式 (2.1) 的 二 项 式 展开 中 仅 取 头 上 二 需 。 

可 以 证 明 ， 在 最 后 一 个 分 数 时 期 使 用 单 利 相当 于 在 (1 二 让” 
与 (1+i)*+! 间 完 成 线性 插值 ， 其 中 n 是 非 负 整数 。 为 此 可 以 队 
线性 插值 出 发 : 


Qt 之 (RI+ +RI+it! (2.3) 


ets =1+k6+ 








(2.2) 
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{1+2)"[(1 — Ek)+ Ek(I+)] 
{1 + "(1 + E72), (2.4) 


它 就 是 在 最 后 一 个 分 数 时 期 应 用 单 利 的 公式 。 单 利 的 应 用 引入 了 
种 偏差 .因为 如 1.5 节 摧 指出 的 ， 单 利 在 分 数 时 期 中 产生 比 复 
利 更 大 的 积累 值 。 
类 似 地 可 以 指出 ， 对 w+ 作 线性 插 簿 相当 于 在 最 后 一 个 分 
数 时 期 使 用 单 贴现 。 仍 从 线性 插值 出 发 














wtk 一 1dr (1 (d+ kl — dtu2.5) 
= (1—a"li-k)+k(1—d) 
= vl — kd), (2.6) 


它 正 是 在 最 后 一 个 分 数 时 期 所 用 的 单 贴现 公式 。 
例 2.1 试 给 出 例 1.7, 1.8, 1.9, 1.10 与 1.12 的 数值 解答 。 
1. 例 1.7 
由 利息 表 或 直接 计算 


500(1.02)29 = 500(1.48595) = $742.97. 


2. 例 1.8 
由 直接 计算 


1000(0.97)’? = 1000(0.69384) = $693.84. 


3. 例 1.9 
由 直接 计算 


i = 4[(0.995)-? 一 1] = 0.0606, 或 6.06 名 . 
4. 例 1.10 
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由 直接 计算 
1000e05 = $1648.72. 
如 果 必 要 ， 也 可 用 级 数 展开 


(0.5)2 (0.5)? , (0.5)* 
加 引 4 








1000 [ 十 0.5 


0.5)5 .5)6 
3 ,09) 


i 十 … | = $1648.72. 


在 此 例 中 ， 为 了 达到 同样 的 精度 必须 一 直 用 到 6 次 睾 的 项 ， 这 就 
四 答 了 为 什么 级 数 展开 在 求 数值 答案 时 只 是 作为 最 后 的 手段 来 使 
用 。 
5. 例 1.12 
由 利息 表 或 直接 计算 
1000(1.05)5(1.045)5(1.04)5 
= 1000(1.27628)(1.24618)(1.21665) 
= $1935.05. 
例 2.2 ” 试 确定 $5000 按 6% 年 利 每 半年 转换 投资 30 年 零 
4 个 月 末 的 积累 值 : (1) 假定 全 部 用 复 利 ， (2) 假定 在 最 后 的 分 
数 时 期 用 单 利 。 
1. 假定 全 部 用 复 利 ， 由 直接 计算 得 


5000(1.03)°°$ = $30, 044.27. 
2. 假定 在 最 后 一 个 分 数 时 期 用 单 利 ， 则 答案 为 
5000(1.03)6o(1.02) = $30, 047.18. 


2 的 答案 大 于 1, 显示 单 利 在 分 数 时 期 确 比 复 利 产生 更 大 的 积 黑 
值 ， 虽 然 差 别 是 很 小 的 。 
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32.3 ”时 期 的 确定 


在 有 些 包含 利息 的 实际 问题 中 需要 确定 投资 的 时 期 。 虽然 这 
件 事 看 来 没有 什么 模糊 不 清 的 地 方 ， 但 在 实践 中 还 是 对 如 何 计算 
投资 时 期 的 天 数 提出 了 不 同 的 方法 。 常见 的 有 三 种 方法 。 

第 一 种 方法 是 用 投资 时 期 的 精确 天 数 ， 并 用 365 天 作为 一 
年 ， 在 此 基础 上 计算 的 单 利 有 时 称 为 “严格 单 利 "， 并 常 记 为 “ 实 
际 / 实际 ”。 附 录 卫 包含 了 一 个 计数 一 年 中 天 数 的 表 ， 它 便 于 计 
数 在 两 个 给 定 日 期 之 间 的 天 数 。 

第 二 种 方法 假定 每 个 日 历 月 有 30 天 , 每 个 日 历年 有 360 天 。 
在 此 基础 上 计算 的 单 利 有 时 称 为 “常规 单 利 "， 常 记 为 “30/360”。 
附录 了 不 能 用 于 此 种 情形 的 计算 。 然 而 ， 有 一 个 计算 两 个 给 定 日 
期 间 天 数 的 公式 











360(Y2 ~ Yi) +30(M2 — MI)+ (D2 ~ DI), (2.7) 
其 中 
Mi = 第 一 日 期 的 月 份 
Di = 第 一 日 期 的 日 期 


二 = 第 一 日 期 的 年 份 
M2 = 第 二 日 期 的 月 份 
Da = 第 二 日 期 的 日 期 
Y = 第 二 日 期 的 年 份 


第 三 种 方法 是 混合 型 的 ， 它 用 投资 时 期 的 精确 天 数 ， 但 用 360 天 
作为 一 年 。 在 此 基础 上 计算 的 利息 有 时 称 为 “银行 家 规则 ”, 且 常 
记 为 “实际 /360”。 在 习题 中 将 会 看 到 ， 与 严格 单 利 相 比 ， 贷 款 
人 总 是 更 愿意 用 银行 家 规则 。 也 可 以 看 到 ， 与 常规 单 利 相 比 ， 贷 
蒜 人 通常 也 更 愿意 用 银行 家 规则 ， 虽 然 ， 有 时 也 有 例外 。 











-44. 


从 理论 上 说 ， 我 们 还 可 以 有 第 四 种 方法 ， 即 “30/ 实际 ”或 
“30/365”, 但 这 种 方法 在 实际 中 几乎 从 不 使 用 。 

在 间 年 会 出 现 更 复杂 的 情况 ， 在 大 多 数 情 况 下 ， 2 月 29 日 
作为 一 天 来 计数 ， 且 一 年 有 366 天 。 但 在 有 些 情形 中 ， 2 月 29 
日 作为 一 天 来 计数 ， 而 一 年 仍 作为 365 天 。 还 有 一 些 场合 ， 2 月 
29 上 日 不 算 作 一 天 ， 即 不 计 利息 。 作者 甚至 碰 到 过 全 年 有 365 天 
的 假设 ! 对 待 间 年 的 统一 算法 至 今 尚未 出 现 ， 在 实践 中 还 是 过 到 
不 同 的 计算 方法 。 应 当 指出 在 使 用 常规 单 利 (30/360) 时 ， 是 否 半 
年 是 没有 关系 的 。 

上 述 的 术语 和 讨论 已 经 依 单 利 来 表达 。 然 而 ， 这 三 种 常见 的 
计算 依据 ， 即 实际 / 实际 ， 30/360 及 实际 /360, 在 计算 复 利 时 
也 是 用 到 的 。 

除非 另外 说 明 ， 总 是 假设 计算 利息 的 天 数 不 会 把 存 入 和 取款 
的 这 两 天 都 包括 在 内 ， 而 是 只 算 其 中 的 一 天 。 如 果 按 正规 程序 计 
算 两 个 日 期 的 差 ， 则 这 就 是 结果 。 然 而 ， 偶 而 也 会 遇 到 这 样 的 实 
际 情形 ， 其 时 存 入 日 和 取款 日 都 计 息 ， 这 样 就 造成 有 一 天 额外 的 
利息 。 

并 非 所 有 包含 利息 的 实际 问题 都 需要 计算 天 数 。 许 多 金融 业 
务 是 按 月 度 ， 季 度 ， 半 年 度 或 年 度 来 处 理 的 。 在 这 些 情 况 下 ， 本 
节 描 述 的 计算 方法 就 不 需要 了 。 

例 2.3 车 在 6 月 17 日 邦人 $2000, 到 同年 9 月 10 日 取 
款 , 利率 8%, 试 确定 下 列 情况 下 的 利息 金额 。(1) 严格 单 利 (实际 
/ 实际 ), (2) 常规 单 利 (30/360), (3) 银行 家 规则 (实际 /360) 。 

1. 由 附录 卫 ，9 月 10 日 为 第 253 天 , 而 6 月 17 日 为 第 168 
天 ， 故 投资 时 期 的 实际 天 数 为 253 一 168 = 35 。 这 样 ， 答 案 为 








2000(0.08) [ 东 | = $37.26. 


此 处 假设 该 年 不 是 国 年 。 注 意 即使 不 提供 附录 下 的 表 ， 自 己 也 容 
易 算出 天 数 为 85 。 
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2. 用 公式 (2.7), 天 数 为 











360(0) + 30(9 — 6) + (10 — 17} = 83. 


故 答案 为 83 
2000(0.08) [ 动 ] = $36.89. 


3. 天 数 上 面 已 算 过 了 ， 答 案 为 


2000(0.08) | 藻 | = $37.78. 
不 必 惊奇 按 银行 家 规则 的 答案 比 严格 单 利 和 常规 单 利 者 
大 。 
82.4 ”基本 问题 
分 解 到 其 最 简单 的 术语 ， 一 个 利息 问题 包含 四 个 基本 的 量 : 
1 原始 投资 的 本 金 
2. 投资 时 期 的 长 度 . 


3. 利率 

和 本 金 在 投资 期 末 的 积 票 值 
如 果 已 知 这 四 个 量 中 的 任何 三 个 ， 则 第 四 个 就 随 之 确定 。 在 至 今 
所 考虑 的 包含 积累 值 的 问题 中 ， 4 号 量 是 未 知 量 ; 而 在 包含 现时 
值 的 问题 中 ，1 号 量 是 未 知 量 。2.6 节 考 虑 的 是 2 号 量 为 未 知 量 
的 情形 ， 而 2.7 节 考 虑 的 则 是 3 号 量 为 未 知 量 的 情形 。 

在 解 利息 问题 时 ， 考 虑 到 下 述 几 点 将 是 有 帮助 的 : 

1. 读者 应 该 注意 在 进行 金融 计算 时 所 提供 的 是 什么 样 的 工 
具 。 例 如 ， 下 列 考虑 是 同 常用 的 工具 有 关 的 。 

利息 表 


。 提供 什么 样 的 利率 ? 





.46- 


。 提供 哪些 函数 ? 
e 计算 多 少时 期 ? 
。 小 数位 是 否 够 多 以 保证 足够 的 精度 ? 


袖珍 计算 器 


。 计算 器 是 否 有 指数 和 对 数 函 数 ? 
。 是 否 可 编制 程序 ? 
。 计算 器 内 是 否 有 金融 计算 的 现成 算法 ? 


个 人 计算 机 (PC 机 ) 


* 是 否 已 提供 计算 所 需 的 软件 ? 
。 是 否 计算 量 充分 大 以 致 有 理由 使 用 个 人 计算 机 ? 
。 快速 输出 结果 的 能 力 是 否 重要 ? 





使 用 的 方法 取决 于 提供 的 工具 ， 所 包含 计算 的 类 型 和 复杂 程度 
以 及 计算 工作 量 。 对 于 本 书 来 说 ， 我 们 将 假设 可 以 得 到 一 台 有 指 
数 和 对 数 函 数 的 袖珍 计算 器 ， 并 利用 附录 1 的 利息 表 。 这 里 我 们 
不 假设 握 供 个 人 计算 机 ， 然 而， 许多 应 用 问题 可 以 很 容易 地 用 通 
常 的 软件 来 处 理 或 很 容易 编制 程序 。 

2. 投资 时 期 的 长 度 用 时 间 单 位 来 度量 。 在 第 一 章 中 已 指出 ， 
基本 的 度量 时 期 常 取 为 一 年 ， 许 多 问题 可 以 此 为 时 间 单位 ， 特 别 
是 那些 包含 实质 利率 和 实质 贴现 率 的 问题 。 

然而 ， 蛋 如 包含 有 名 义 利率 或 名 义 贴现 率 ， 使 用 不 是 一 年 的 
时 间 单 位 党 是 最 有 利 的 。 最 合适 的 时 间 单 位 常 是 利息 转换 时 期 。 
然而 ， 在 包含 连续 利息 的 问题 中 ， 需 用 其 他 的 时 间 单 位 ， 例 如 一 
年 。 








3. 一 个 利息 问题 可 以 从 两 个 不 同 的 角度 去 看 , 因为 它 包含 一 
个 两 方 (借方 与 贷方 ) 局 的 金融 业务 。 如 单 从 一 个 角度 去 看 ,问题 
当然 总 是 一 桩 的 ， 然 而 ,同一 问题 可 能 会 因 不 同 的 观点 而 有 不 辐 
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的 措 词 。 在 例题 和 习题 中 会 出 现 从 两 种 观点 出 发 的 措 词 ， 希 望 读 
者 不 要 为 不 同 的 词汇 所 混淆 。 

作为 一 个 例子 ， 回 顾 1.7 节 中 所 用 的 词 “支付 " 与 “ 记 入 贷 
方 ”。 对 某 些 读者 来 说 ，“ 支 付 ” 一 词 看 来 从 借方 观点 看 更 为 正 
规 ， 而 “ 记 入 贷方 " 则 从 贷方 观点 看 更 为 正规 。 还 有 许多 这 样 的 例 
子 。 

















复杂 的 金融 业务 常 包含 多 于 两 方 。 例如， 一 个 商业 公司 在 分 
析 它 对 一 个 新 工厂 作 重 点 投资 的 利润 率 时 就 会 涉及 许多 方面 . 在 
分 析 两 方 业务 时 所 发 展 的 原则 可 以 很 容易 地 推广 到 更 复杂 业务 的 
分 析 。 

4. 在 有 关 利 息 的 实际 应 用 中 术 详 可 能 造成 混淆 。 许多 术语 含 
有 双重 的 意义 (如 7 节 中 对 “贴现 ”一 词 的 讨论 ) 。 不仅 如 此 ， 
在 以 后 各 章 中 将 会 看 到 ， 某 些 被 使 用 的 术语 不 幸 并 不 给 出 对 所 涉 
及 业务 的 直观 描述 (如 3.3 节 中 关于 术语 “ 延 付 年 金 ” 与 “ 初 付 年 
金 ” 的 讨论 ) 。 最 后 , 金融 业务 中 的 各 方 并 不 总 是 按照 本 节 中 所 包 
含 的 那些 精确 的 定义 来 使 用 术语 。 我 们 告 诚 读者 在 现实 世界 的 应 
用 中 必须 多 看 看 所 述 术 语 字 面 以 外 的 含意 ， 而 且 要 理解 所 讨论 金 
柄 业务 所 涉及 的 多 方面 人 士 之 间 常 存在 术语 上 的 不 一 致 性 。 




















82.5 ” 求 值 方程 


在 利息 理论 中 有 一 个 基本 原则 ， 即 任何 时 刻 货币 金额 的 值 依 
赖 于 经 过 的 时 间 ， 因 为 钱 是 在 过 去 付 的 ; 或 者 依赖 于 未 来 在 它 支 
付 以 前 所 将 经 历 的 时 间 。 在 本 书 头 两 章 的 一 些 例题 和 习题 中 已 经 
看 到 这 一 点 - 

这 一 原则 经 常用 对 金钱 的 时 间 值 的 承认 来 标志 。 这 种 过 程 
与 那些 不 包含 利息 效应 的 金融 计算 相反 ， 后 者 的 计算 不 承认 金钱 
的 时 间 值 。 需 要 提醒 读者 “对 金钱 时 间 值 的 承认 ”反映 了 利息 的 
效应 ， 而 不 是 通货 膨胀 的 效应 ， 后 者 是 随时 间 增 长 而 减少 了 金钱 
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的 购买 力 。 通 货 脱 胀 调整 计算 将 在 9.4 节 中 讨论 。 

作为 上 述 原则 的 推论 ， 显 然 两 个 或 更 多 个 在 不 同时 刻 支付 的 
金额 是 不 能 相互 比较 的 ， 只 有 当 他 们 积累 或 贴现 到 同一 日 期 才能 
比较 。 这 个 同一 日 期 称 为 比较 日 期 , 而 将 每 一 付款 积累 或 贴现 到 
比较 日 期 的 方程 称 为 求 值 方 程 。 

对 于 解 求 值 方程 常 有 帮助 的 一 种 工具 是 时 间 图 。 所 谓 时 间 
图 是 一 种 一 维 的 图 形 ， 其 中 时 间 单 位 是 党 着 -~ 维度 量 的 ， 而 付款 
则 放 徊 在 图 上 的 适当 点 。 注 意 沿 一 个 方向 的 付款 位 于 图 的 项 部， 
而 沿 另 一 方向 的 付款 则 在 图 的 底部 。 比 较 日 期 用 一 箭头 来 标记 。 
2.1 是 用 来 解 例 2.4 的 时 间 图 的 一 个 例子 。 

时 间 图 在 解 求 值 方程 时 并 不 是 必需 的 ， 它 只 是 对 使 问题 形象 
化 提供 一 点 帮助 。 在 经 历 某 些 实践 后 ， 读 者 就 能 对 较 简单 的 问题 
省 去 用 时 间 图 。 然 而 时 间 图 对 解 复杂 一 些 的 问题 常常 是 有 用 的 。 
复 利 的 性 质 之 一 是 比较 日 期 的 选择 对 得 到 的 解 来 说 没有 差别 。 这 
样 ， 对 每 个 比较 日 期 有 不 同 的 求 值 方程 ， 但 它们 都 引出 同样 的 解 
管 。 复 利 的 “这 一 重要 性 质 将 在 例 2.4 的 解答 中 展示 。 

提醒 读者 注意 ， 对 其 他 的 利息 类 型 ， 例 如 单 利 或 单 贴现 ， 比 
较 日 期 的 选择 确实 会 影响 得 到 的 解 。 这 再 一 次 展示 了 采用 单 利 或 
单 贴现 时 的 固有 的 不 一 致 性 。 

读者 应 注意 ， 在 类 两 章 中 已 考虑 过 的 含有 积累 值 和 现时 值 的 
问题 是 求 值 方程 的 例子 。 例 2.4 展示 了 一 个 更 一 般 类 型 的 问题 。 

例 24 某 人 愿意 立即 付 $l00, 第 5 年 末 付 $200, 并 在 第 10 
年 末 再 付款 ， 以 在 第 8 年 未 得 到 $600, 如 果 名 义 利率 为 8%%, 按 每 
半年 转换 ， 试 确定 他 在 第 10 年 末 应 付 多 少 。 

我 们 首先 把 比较 日 期 取 成 现在 来 讨论 此 问题 。 时 间 图 见 图 
2.1 。 

因为 利息 是 每 半年 转换 的 ， 我 们 将 按 半 年 来 计算 时 间 周 期 。 
求 值 方程 为 















































100 十 200v10 十 Xv20 = 600216 在 4 咒 
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| | 
上 十 一 一 | 一 一 | 
6 7 8 9 10 


100 200 x 
| 
| | 
0 5 
1 500 


图 ?1 例 2.4 的 时 间 图 


600v16 — 100 — 200v10 
v0 
600(0.53391) — 100 一 200(0.67556}) 
0.45639 








= $186.76. 


我 们 也 可 以 选择 不 同 的 比较 日 期 , 并 得 到 不 同 的 求 值 方程 。 例 如 ， 
假定 比较 日 期 取 为 第 10 年 末 ， 则 时 间 图 上 的 第 头 将 在 10 的 下 
面 ， 而 求 值 方程 为 





100(1.04)20 + 200(1.04)10 + X = 600(1.04) 


x 
I 


= 600(1.04)? — 100(1.04)? — 260(1.04)10 
600(1.16986) — 100(2.19112) 一 200(1.48024) 
$186.76. 


这 样 ， 得 到 的 结果 相同 。 两 个 求 值 方程 是 等 价 的。 假如 将 第 一 个 
方程 的 两 端 各 乘 上 (1.04)20, 就 得 到 第 二 个 方程 , 读者 可 以 自行 校 
核 ， 如 果 选 择 其 他 的 比较 日 期 ， 所 得 结果 也 是 相同 的 。 


$2.6 ”未 知 时 间 问 题 


50. 


2.4 节 中 曾 说 过 ， 进 入 利息 问题 的 四 个 基本 量 中 任意 三 个 如 
已 给 出 ， 则 第 四 个 就 可 决定 。 在 本 节 中 将 考虑 投资 时 期 长 度 为 未 
知 的 情形 。 
求解 包含 单 次 付款 的 未 知 时 间 最 好 的 方法 是 使 用 对 数 。 这 种 
做 法 将 在 例 2.5 中 展示 。 如 上 面 2.4 节 中 所 说 ， 我 们 假设 可 提供 
具有 指数 和 对 数 函 数 的 袖珍 计算 器 。 

如 果 不 能 提供 这 样 的 计算 器 ， 则 可 以 用 另 一 种 精确 度 稍 差 的 
方法 ， 即 在 利息 表 中 的 线性 插值。 这 种 方法 也 参见 例 2.5 。 

有 时 会 出 现 一 种 情况 ， 在 不 同时 刻 的 几 次 付款 要 被 数值 上 等 
F 这 些 付 款 之 和 的 一 次 付款 所 代 普 。 问 题 是 要 找到 付 这 一 次 款 的 
那 一 时 刻 ， 使 它 在 价值 上 等 于 分 别 给 则 的 几 次 付款 。 

设 在 时 刻 嫉 , 纪 ,… ,tn 分 别 付 出 金额 81, 52,… ,sn, 问题 是 
要 找到 时 刻 t, 使 在 该 时 付出 si 十 sz 十 .… + sn 等 价 于 分 别 付出 
581; 3S2， Sn oo 


求 值 的 基本 方程 是 

















(31 十 52 十 二 Sn)v 二 81051 十 S20 十 … 十 snv'". (2.8) 


它 是 一 个 未 知 量 + 的 一 个 方程 。 作 为 习题 ， 请 读者 找 出 t 的 精确 
表达 式 。 

作为 一 次 近似 ， 革 经 常用 各 个 付款 时 间 的 加 权 平 均 来 计算 ， 
中 权 取 为 各 次 付款 的 金额 ， 即 


主 二 S1t1+ s2t2+ .+ Sntn _ DR 1 Skik 
S51 十 52 十 .十 Sn Rl sk 

















(2.9) 


这 一 近似 式 用 主 来 记 ， 并 常 称 为 再 等 时 间 方法 。 

可 以 证 明王 的 值 总 是 大 于 + 的 真 值 ， 换言之， 用 等 时 间 方 法 
的 现时 值 小 于 真实 的 现时 值 。 

考察 s1 个 量 每 个 等 于 oH, sz 个 重 每 个 等 于 v2, 如 此 等 等 直 
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至 sn 个 量 每 个 等 于 vm 。 这 些 量 的 算术 平均 是 


S1tia 十 820t2 十 十 Snotn 
Si 十 32 十 … 十 3m 一 


这 些 量 的 几何 平均 是 


S11 4242+. sn tn 一 
VU tat ion = 


然而 ,我 们 知道 n 个 不 全 相等 的 正 数 的 算术 平均 大 于 其 几何 平 
均 ， 故 有 


S151 十 s29t2 十 .十 Smttr ot 
1 十 82 十 "十 Sn 


或 
S19 十 Sov 名 十 -十 Snvr 之 (81 十 32 十 十 Sn)vi. 


左边 是 真实 的 现时 和 值 ， 它 超过 了 右边 由 等 时 间 方 法 给 出 的 现时 
值 。 因此 ， 由 公式 (2.9) 得 出 的 主 值 总 是 大 于 由 公式 (2.8) 给 出 的 
t 值 。 

在 分 析 金 融 业 务 的 平均 (时 间 ) 长 度 时 ， 等 时 间 方 法 是 有 用 
的 。 在 9.8 节 中 将 进一步 讨论 其 应 用 。 

经 常 要 问 的 另 一 个 有 趣 问题 是 : 在 给 定 利率 下 要 多 长 时 间 存 
款 才能 加 倍 ? 可 分 析 此 问题 如 下 : 





(Li 一 2 


nlogell +2) = loge 2, 


loge 2 


no- er (2.10) 
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公式 (2.10) 给 出 的 精确 结果 可 导出 如 下 近似 式 : 

















加 loge 2 
loge(I 十 这 
0.6931 4 
i loge(l+) 
当 i 二 8% 时 算得 的 第 二 因子 为 1.0395 。 如 此 有 
n= 2 0395) 
= on (2.11) 


i 

这 公式 常 被 叫 作 72 规则 , 因为 它 立即 可 应 用 ， 只 要 将 72 除 以 作 
为 百分比 ( 即 作 为 100i) 表示 的 利率 。 

72 规则 在 很 广 的 利率 范围 内 产生 惊人 准确 的 结果 ; 表 2.1 中 


提供 了 相应 的 值 。 
表 2.1 使 存款 加 倍 的 时 间 长 度 





利率 72 规则 _ 准确 值 
4w 18 17.67 


6 12 11.90 
8 9 9.01 
10 了 .2 -7.27 
12 6 6.12 
18 4 4.19 


例 2.5 ”将 $1000 按 年 利率 6% 半年 期 复 利 去 投资 ， 问 积累 
到 $1500 所 需 的 时 间 长 度 是 多 少 ? (1) 用 对 数 ， (2) 用 在 利息 表 


中 播 值 。 
设 nw 为 半年 的 个 数 ， 求 值 方 程 为 





1000(1.03)* = 1500 
(1.03)® = 1.5. 
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1. 利用 对 数 








nloge1.03 = ]oge1.5 
loge 1.5 0.405465 
= = 13.717. 
?7 jog. 1.03 0.020555 一 13.717 


这 样 ， 年 数 为 6.859 。 
2. 由 利息 表 (1.03)13 = 1.46853 及 《1.03)14 = 1.51259, 故 
13 < m < 14, 由 线性 插值 


1.50000 一 1.46853 
~、n=13+ T51259 — 1.46853 = 13.714. 
因此 ， 年 数 为 6.857 。 这 一 方法 等 价 于 假设 在 利息 转换 时 期 的 最 
后 一 个 分 数 时 期 内 用 单 利 。 这 一 点 在 2.2 节 中 讨论 得 更 详细 。 

例 2.6 ”预定 在 第 2,3, 8 年 末 分 别 付款 $100, $200 和 $500 。 
假设 实质 利率 为 年 率 5%, 试 确 定 一 个 一 次 付款 $800 的 时 刻 ， 使 
它 (1) 按 等 时 间 方 法 ， (2) 按 精 确 方 法 为 等 价 。 

1. 按 等 时 间 方法 用 公式 (2.9) 

FE= 100-2 十 200.3 十 500.8 
100 十 200 + 500 


2. 糖 确 求 值 方程 为 








6 年 。 


800vt = 100u2 + 200u3 + 500v8 








或 
ot 100(0.90703) + 200(0.86384) 十 500(0.67684) = .75236. 
800 
可 解 出 
_loge0.75236 _ _ 二 0.28454 _ 5.832 年 。 














loge 1.05 0.04879 
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正如 预料 的 那样 ，t 上 的 精确 值 小 于 用 等 时 间 方 法 算得 的 值 。 


52.7 ”未知 利康 问题 

2.6 节 考 虑 了 投资 时 期 长 度 为 未 知 的 情形 .本 节 我 们 将 考虑 利 
率 为 未 知 的 情形 。 在 实践 中 经 常会 磁 到 要 决定 未 知 利率 的 问题 ， 
因为 在 特殊 业务 中 常 需要 计算 利润 率 。 在 后 面 的 几 章 中 还 会 再 次 
考虑 对 各 种 重要 应 用 问题 如 何 求解 未 知 利率 的 方法 。 

我 们 考察 四 种 确定 未 知 利率 的 方法 。 第 一 种 是 直接 用 具有 指 
数 函 数 和 对 数 函 数 的 计算 器 去 解 关于 i 的 求 值 方程 。 此 方法 很 适 
宜 于 只 有 单 次 付款 的 场合 ， 偶 而 也 适用 于 其 他 的 情形 。 

第 二 种 方法 是 用 代数 方法 解 关 于 i 的 求 值 方程 。 例 如 ， 一 个 
所 有 项 都 有 整数 指数 的 求 值 方程 可 以 看 作为 对 ; 的 n% 次 多 项 式 求 
根 。 如 果 此 多 项 式 的 根 可 用 代数 方法 求 出 ， 则 立即 就 决定 了 。 
此 种 方法 常 仅 用 于 1 值 较 小 的 情形 。 

第 三 种 方法 是 在 利息 表 中 用 线性 插值 。 这 种 方法 曾 在 2.6 节 
中 用 来 决定 未 知 时 间 ， 它 也 适用 于 解 未 知 利 率 。 

第 四 种 方法 是 过 次 近似 或 迁 代 。 在 用 挝 代 法 来 解 未 知 利率 
时 ， 先 用 求 值 方 程 来 决定 一 个 包含 的 函数 ， 记 为 ji) 然后 用 
过 代 法 去 找 i 的 秆 使 (让 = 0 。 如 果 初 始 值 取得 很 竺 近 于 真实 的 
根 ， 则 逐次 近似 的 次 数 可 大 大 减少 ,好 的 初始 值 经 常 可 由 利息 表 
的 线性 插值 ,也 就 是 由 上 述 第 三 种 方法 得 到 。 例 2.10 将 展示 一 种 
ad hoc 和 迭代 技术 。 

例 2.7 $1000 要 在 6 年 内 积累 到 $1600, 季度 转换 利率 应 
取 多 少 ? 

设 了 = 2 外 /4, 则 求 值 方程 成 为 

1000(1 + j)* = 1600 


















































j= (1.6)224 — 1. 
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此 方程 可 直接 求解 ， 得 
了 = 0.019776. 
答案 为 
i 一 47 = 0.0791, 或 7.91%%. 


例 2.8 ”第 二 年 末 支 付 $2000 及 第 四 年 末 支 付 $3000 的 现时 值 为 
$4000, 问 实质 利率 为 多 少 ? 
求 值 方程 为 





4000 = 2000v? + 3000v4, 
它 可 重 写 为 
3o4 十 202 一生 二 0. 
此 方程 可 按 如 解 出 为 
2 -2 土 V4T+4.3.4 
= 一 一 3 一. 


如 


因 v2 > 0, 只 有 正 根 是 有 意义 的 。 有 


v2 = 2 V52 - 0.868517 
或 
(1 +1)? = 1.151388. 
它 给 出 


2 二 0.0730 或 7.30%. 


例 2.9 ”如 果 现在 投资 $81000, 3 年 后 再 投资 $2000, 问 半 年 度 转 
换 利率 应 取 多 少 才能 在 10 年 后 积累 到 $5000? 
令 了 二 i 人 /2, 则 求 值 方程 成 为 


1000(1 十 力 20 + 2000(1 + 7)!* = 5000. 
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这 一 问题 不 象 先前 两 个 例子 那样 可 以 解析 地 解 出 ， 所 以 我 们 将 在 
利息 表 中 用 线性 插值 。 定 义 


GO) = 1000(1 十 力 2 + 2000(1 + 2)14 — 5000. 


我 们 要 寻找 使 f(j) = 和 的 了。 由 试 资 法 




















f(0.0300) = 1000(1.80611) + 2000(1.51259) — 5000 
一 “一 168.71， 
(0.0350) = :1000(1.98979) + 2000(1.61869) — 5000 
= 227.17. 
再 用 线性 插值 
j = 0.0300 + 0.0050- 16871 0.0321. 


227.17 十 168.71 
由 此 





庆 2) = 2(0.0321) = 0.0642 或 6.42%. 


例 2.10 ”用 和 迭代 法 使 例 2.9 的 解 达到 更 高 的 精度 。 
我 们 将 使 用 有 指数 积 对 数 函 数 的 计算 器 及 ad hoc 迭代 方法 。 
由 例 2.9 有 


F037) = 1000(1 十 力 2 + 2000(1 + 1)1 — 5000 


及 一 次 近似 了 二 0.0321 。 注意 f( 站 当 了 > 0 时 为 了 的 增 函 数 。 
我 们 有 


(0.0321) 
f(0.0322) 


一 6.114， 
1.759. 


ll 


这 里 用 了 一 个 比 .0321 为 高 的 值 以 得 到 f(j) 的 变 号 。 
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再 作 一 次 线性 插值 


， 0+6.114 
= 0.0321 寺 0.0001 一 一 一 二 0. . 
j=0.0321 + 0.0001T -69 6173 ~ 0.03218 
继续 循环 以 将 小 数 再 增加 一 位 
f(0.03218) = 0.18346, 
_ Ff(0.03217) = —0.60420. 


这 时 我 们 用 低 于 .03218 的 值 以 得 到 f()) 的 变 号 。 
再 作 一 次 线性 插值 
0 十 0.60420: 


) 一 0.03217 . 一 一 一 一 一 一 一 一 0 . 
7 = 0.03: 十 0.0000: O18346 + 0.60400 0.032178 


再 循环 一 次 以 将 小 数 再 推进 一 位 
了 (0.032178) 
f(0.032177) 


这 样 ， 了 = 0.32178, 它 精 确 到 六 位 小 数 ， 因 为 
|f(0.032178)| < |f(0.032177)|. 
故 更 精确 的 答案 为 
区 3) 一 2(0.032178) = 0.06436 或 6.436 史 . 


0.025919， 
一 0.052851. 














如 果 需 要 ， 上 述 程序 可 再 重复 许多 次 。 每 一 次 循环 可 使 精度 增加 


一 位 小 数 。 


虽然 确实 存在 着 收敛 更 快 的 方法 ， 上 述 方法 仍 是 简单 而 直接 
的 而且 收敛 速度 也 比 大 多 数 ad hoc 方法 为 快 。 不仅 如 此 ， 还 
能 发 展 一 种 对 一 大 类 包含 决定 未 知 利率 的 利息 阿 题 有 用 的 类 似 方 


法 。 
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828 实 例 


实际 上 每 一 个 人 都 在 其 金融 业务 中 面临 利息 计算 。 然 而 ， 在 
实践 中 利息 计算 并 不 总 是 按 本 书 中 指出 的 正确 程序 来 进行 的 。 本 
节 的 目的 是 使 读者 熟悉 某 些 在 实践 中 会 遇 到 的 变化 。 本 节 中 的 例 
子 远 不 是 全 面 的 ， 但 它们 是 现实 世界 中 利息 应 用 的 例证 。 在 本 节 
中 用 到 的 有 些 投 资 类 型 的 术语 是 读者 所 不 熟悉 的 。 例如 “存款 单 ” 
和 “货币 市 场 基 金 ”。 这些 术 语 的 定义 在 8.8 节 中 给 出 。 

在 报 上 常常 会 见 到 的 一 类 广告 提供 两 种 不 同 的 赃 蓄 的 “ 率 ”。 
在 我 写 这 段 话 的 时 候 ， 作 者 正好 在 看 两 则 这 样 的 广告 。 在 第 一 则 
广告 中 ， 一 家 银行 提供 一 种 一 年 期 的 存 炊 单 ， 它 有 “7.93 狗 利率 
/8.15 铝 收益 率 ”。 第 二 则 广告 中 ， 某 存放 款 业 务 提供 一 种 基金 
它 有 “8.00% 利率 /8.30 哆 年 度 收 益 率 ”。 这 两 个 数字 的 意义 是 什 
么 ? 在 上 述 例子 中 ， 前 面 一 个 数 是 名 义 利率 而 后 面 一 个 数 是 年 度 
实质 利率 .读者 可 以 校 核 一 下 ,4 = 0.0791 是 等 价 于 i 二 0.0815， 
而 i = 0.0800 则 等 价 于 i 二 0.0830 。 在 前 一 个 例子 中 ， 广 告 
已 裁 明 计 复 利 的 频率 ， 而 后 一 则 广告 则 未 载 明 ， 按 月 计 复 利 的 频 
率 是 试 凑 出 来 的 。 

2.3 节 曾 讨论 过 计算 天 数 的 各 种 算法 。 作 者 看 到 过 的 一 则 广 
告 说 ,一 家 储蓄 银行 提供 日 计 复 利 6% 的 贷款 ， 它 产生 6.27 和 的 
收益 率 。 每 年 用 360 天 或 365 天 去 计算 ， 答案 均 为 6.18 色 , 那 末 
6.27% 这 个 答案 是 从 何 而 来 的 呢 ? 经 过 试 竣 才 发 现 ， 这 家 银行 是 
使 用 如 下 的 360 天 和 365 天 的 混合 : 


0.06 365 
+ 360 


























—1 = 0.0627. 


当 利息 不 是 日 计 复 利 时 ， 出 现 了 一 些 有 趣 的 做 法 。 考 察 一 个 
投资 帐户 ， 它 按 月 计 利 息 且 存在 存 入 和 撤 出 资金 的 可 能 。 一 种 通 
常 的 做 法 是 ， 按 平均 每 日 余额 来 计 利息 ; 另 一 种 通常 的 做 法 按 最 
小 每 日 余额 来 计 利息 ， 第 三 种 做 法 是 按 开始 时 的 余额 来 计 利 息 ， 
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着 撤回 则 减少 ， 着 存 入 不 增加 。 在 后 一 种 情形 存 入 的 钱 要 到 下 月 
开始 才 计 息 。 

甚至 计 复 利 的 频率 也 是 错综复杂 的 。 通 常 计 复 利 发 生 在 某 些 
正规 的 、 预 先决 定 的 时 期 。 然 而 ， 作 者 也 碰 到 过 一 种 货币 市 场 基 
金 ， 它 是 每 当 利 率 改变 时 计 复 利 。 这 样 ， 当 一 个 月 内 利率 不 变 时 
只 计 一 次 复 利 ， 而 在 另 一 个 多 变 的 月 份 则 可 能 计 六 次 甚至 更 多 次 
复 利 。 

区 分 利率 和 贴现 率 也 是 重要 的 。 例如， 美国 国库 发 行 期 限 为 
13, 26 及 52 周 的 短期 国库 券 。 这 类 “T 一 券 ” 是 按 贴现 率 来 计算 
的 。 另 一 方面 , 长 期 国库 证 券 则 是 按 利率 计算 的 。 这 样 , 短期 国库 
券 与 长 期 国库 证 券 不 能 直接 比较 利率 ， 除 非 换算 成 等 价 的 利率 。 
在 7.2 节 中 还 将 进一步 讨论 短期 国库 券 。 

在 短期 的 商业 业务 中 经 常 碰 到 贴现 率 。 例 如 ,假如 按 12% 的 
贴现 率 借 $10,000, 为 期 一 个 月 ， 则 借款 人 立即 收 到 $9900 而 在 一 
个 月 之 末 需 还 $10,000 。 如 上 例 所 示 ， 这 类 短期 业务 常 按 单 贴现 
来 计算 .其 净 效应 是 相当 于 用 一 个 贴现 率 ， 它 是 按 与 党 款 期 限 相 
同 的 频率 来 转换 的 。 这 样 ， 如 果 对 于 可 变 长 度 的 贷款 用 一 种 被 宣 
称 的 贴现 率 ， 就 入 上 面 的 12%%, 则 等 价 的 实质 贴现 率 将 随 贷款 长 
度 而 不 同 。 

信用 卡 收取 利息 的 方式 很 有 趣 ， 利 息 通 常 按 上 一 个 月 的 最 终 
余额 来 计算 。 这 样 ， 当 月 的 新 几 购 不 收 利 息 ， 即 直到 下 个 月 才 开 
始 收 利息 。 自 然 ， 这 是 一 个 从 肉 购 之 日 起 直到 月 说 免 收 利息 的 贷 
款 。 那些 每 个 月 付 足 信用 卡 费 用 的 人 自然 是 短期 借款 而 不 付 任何 
利息 。 另 一 方面 ， 那 些 确 有 酶 月 未 缮 余额 的 帐户 ， 其 利率 是 很 高 
的 。 ， 

投资 者 还 必须 仔细 考虑 的 另 一 件 事 是 提早 撤回 投资 的 每 罚 。 
例如 , 许多 存 赦 单 都 有 这 种 惩罚 。 假如 有 一 个 两 年 期 的 存款 单 , 其 
年 利率 为 9%, 购买 者 大 概 会 对 一 年 后 退 储 有 一 个 粗略 的 认识 ,并 
知道 将 付 少 于 9% 的 利息 。 提 前 支取 的 撼 罚 常 包括 降低 利率 ， 或 
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对 某 一 段 时 间 不 付 利息 或 两 者 的 某 种 组 合 。 也 会 遇 到 其 他 形式 的 
提前 支取 的 惩罚 。 

上 面 这 些 例子 会 使 读者 对 会 遇 到 的 某 些 类 型 的 应 用 问题 有 所 
了 解 。 存 在 着 这 样 许多 千变万化 的 情况 和 各 种 情况 下 术语 的 不 统 
一 ， 使 本 来 简单 的 金融 分 析 变 得 困难 。 在 现实 世界 的 应 用 中 ,所 
醒 读者 不 光 要 看 事情 的 表面 还 要 严格 地 弄 清楚 包含 利息 的 计算 
究竟 是 怎样 进行 的 。 否则 ， 对 借款 与 贷款 的 各 种 选择 将 难于 作出 
比较 。 

















习题 

$2.2 ” 求 得 数值 结果 

1. 按 12.6 色 (利率 ) 将 $10000 投资 4 个 月 ， 其 中 利息 是 用 二 
次 函数 去 通 近 精确 计算 ， 试 确定 积累 值 。 

2. 确定 在 25 个 月 之 末 支 付 $5000 的 现时 值 ， 其 中 贴现 率 是 
季度 转换 8% 。 

a) 设 全 部 取 复 贴现 

b) 设 在 最 后 一 个 分 数 时 期 用 单 贴现 

3. 试 确定 一 个 分 数 时 期 的 表达 式 , 使 在 其 中 用 单 贴现 计算 的 
现时 值 超过 按 复 贴现 计算 之 值 达 到 最 大 。 

4. 方法 A 假定 在 最 后 一 个 分 数 时 期 内 用 单 利 ， 而 方法 B 假 
定 在 最 后 一 个 分 数 时 期 用 单 贴现 。 年 度 实质 利率 为 20% 。 试 确定 
按 方法 A 计算 的 在 1.5 年 后 付款 的 现时 值 与 按 方 法 B 计算 之 值 
的 比值 。 

82.3 .时 期 的 确定 

5. 如 一 项 投资 从 美国 参加 第 二 次 世界 大 战 之 日 ， 即 1941 年 
12 月 ?7 日 开始 ， 到 战争 结束 之 日 ， 即 1945 年 8 月 8 日 终止 , 问 
一 共 投 资 了 多 少 天 ? 

a) 按 实际 / 实际 计算 
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b) 按 30/360 计算 

6. 按 6 咒 单 利 在 7, 3 两 个 月 投资 $10000, 试 确 定 得 到 的 利 
息 金额 。 

a) 假设 为 严格 单 利 

b) 假设 为 常规 单 利 

¢) 假设 取 银 行家 规则 

7. a) 若 与 严格 单 利 比较 ， 试 证 明 贷款 人 总 是 更 喜欢 银行 家 
规则 。 

b) 若 与 常规 单 利 比较 ， 试 证 明 贷 款 人 大 多 更 喜欢 银行 家 规 
则 。 

c) 试 找 出 b) 的 一 个 反例 ， 使 相反 关系 成 立 。 

32.5 ” 求 值 方程 

83. 为 了 在 第 4 年 末 得 到 $2000 及 在 第 10 年 未 得 到 $5000、 
投资 者 愿意 立即 投资 $3000, 并 在 第 3 年 末 追 加 一 笔 投资 。 如 果 
i 和 9 一 0.06, 试 确定 追加 投资 的 数额 。 

9. 按 某 一 利率 以 下 两 种 付款 形式 的 现时 值 相 等 : 

(1) 第 5 年 末 付 $200, 再 加 第 10 年 末 付 $500， 

(2) 第 5 年 末 付 $400.94 。 

更 车 以 同样 利率 投资 $100 并 加 上 在 第 5 年 末 投 资 $120, 将 
在 第 10 年 末 积 累 到 P 。 试 计算 P 。 

10. 一 投资 者 在 第 1, 3, 5 年 末 向 一 基金 各 存 一 笔 钱 ， 在 时 刻 
t 的 存款 为 100(1.025)# 。 如果 季度 转换 名 义 贴现 率 为 4/41, 试 确 
定 此 基金 在 第 7 年 末 的 规模 。 

11. 比较 日 期 的 选择 对 由 复 利 得 到 的 解答 并 无 影响 ， 而 对 单 
利 则 并 非 如 此 。 试 确定 第 10 年 末 的 付款 金额 , 它 要 等 价 于 两 笔 各 
$100 的 付款 ， 其 中 第 一 笔 立 即 给 付 ， 第 二 笔 在 第 5 年 末 给 付 。 假 
设 每 一 笔 从 付款 日 起 享受 5% 单 利 ， 而 比较 日 期 分 别 用 

a) 第 10 年 末 ， 

b) 第 15 年 末 。 
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82.6 ”未 知 时 间 问 题 

12. 严格 地 解 公式 (2.8) 。 

13. 有 两 笔 各 $1000 的 资金 同时 开始 储蓄 ， 前 者 实质 利率 为 
6%, 后 者 实质 利率 为 4%, 问 经 过 多 长 时 间 后 ,前 者 的 积 票 值 为 后 
者 的 2 倍 ? 

14- 分 别 在 第 n 年 末 和 第 2n 年 末 各 要 付款 $100 的 现时 值 
为 $100 。 若 ;= .08, 求 n。 

15. 在 第 ”年 末 付款 n, 第 2n 年 末 付 款 2n, …, 第 n? 年 末 
付款 mn2, 试 按 等 时 间 方 法 确定 主 的 值 。 

16. 要 你 建立 一 个 n 的 规则 ， 以 近似 确定 需 花 多 长 时 间 使 钱 
款 增长 到 原来 的 三 倍 。 试 确定 n 。 

17. 与 人 谈判 一 笔 贷款 , 贷款 人 同意 接受 10 年 后 归还 $1000， 
20 年 后 归还 $2000, 30 年 后 归还 $3000, 全 部 还 清 。 现在 借款 人 
希望 以 一 次 付 清 $6000 来 偿还 这 笔 贷款 。 设 五 表示 由 求 值 方程 
算得 的 付 $6000 的 时 间 ， 写 表示 由 等 时 间 方 法 所 定 出 的 时 间 。 
如 果 宇 = 0.01, 试 确定 Ti 一 Tz 到 最 靠近 的 .10 。 可 利用 表 中 的 
线性 插值 。 

18. 基金 A 以 月 度 转换 12 久 的 利率 积累 。 基 金 B 以 利和 虑 效 
力 5 二 t/6 积累 。 在 时 刻 上 = 0, 两 笔 基金 存 入 的 款项 相同 ， 试 确 
定 两 基金 金额 相等 的 下 一 时 刻 。 

82.7 ”未知 利率 问题 

19. 投资 $1000 在 第 15 年 末 的 积累 值 为 $3000, 试 确定 半年 
度 转换 的 名 义 利 率 。 

20. 如 果 现 在 投资 $300, 第 一 年 末 投资 $200, 第 二 年 末 投 资 
$100, 这 样 在 第 二 年 末 积 累 到 $700, 求 精确 实质 利率 的 表达 式 。 

21. 已 知 一 笔 $1000 的 投资 到 第 10 年 末 积 累 到 $1825 。 如 
果 假 定 第 一 年 间 取 利率 为 让 的 单 利 ， 第 2 年 利率 为 2i, … 第 10 
年 利率 为 10i 。 求 宇 。 

22. 已 知 一 笔 投资 按 可 变 利息 效力 4 = kt 在 10 年 内 可 以 翻 
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一 番 。 试 找 出 大 的 表达 式 。 

23. 1 按 某 实质 利率 i 在 第 3 年 末 的 积累 值 ， 与 在 第 3 年 末 
按 数 值 上 等 于 i 的 实质 贴现 率 付 1 的 现时 值 之 和 为 2.0096 。 试 
确定 宇 。 

24. 利用 下 列 公 式 以 形成 递 推 值 


0 
Js+1 = Js Fj) 











来 重新 考察 例 2.9 和 例 2.10, 试 证 例 '23.10 中 得 到 的 答案 是 可 作为 
仅 迁 代 工 次 的 天 而 得 到 ， 其 中 用 例 2.9 中 得 到 的 答案 作为 初始 
信 jo。 

32.8 ”实例 

25. 一 张 $100 的 期 票 在 到 期 前 3 个 月 被 人 以 $96 买 走 ， 试 
确定 : 

a) 购买 者 所 得 到 的 按 季 度 转换 名 义 贴现 率 ， 

b) 购买 者 所 得 到 的 年 度 实质 利率 。 

26. 一 种 2 年 期 存款 单 按 年 度 实 质 利率 9 名 计 息 。 购 买 者 面 
临 两 种 对 提前 支取 的 第 凡 可 供 选择 : 

和 一 利率 减低 为 ?名 ， 
B 一 一 损失 3 个 月 的 利息 。 

为 了 帮助 购买 者 决定 应 选 哪 一 种 ， 试 计算 按 选 择 A 的 收入 与 
按 选择 B 的 收入 之 比 ， 其 中 存款 单 的 退 诸 日 期 有 以 下 两 种 : 

3) 在 第 6 个 月 之 末 ， 

b) 在 第 18 个 月 之 末 。 

27. 一 家 存放 款 公司 在 每 年 年 底 对 储蓄 付 ?7%% 实质 利率 的 利 
息 ,每 3 年 之 末 还 付 给 当时 余额 2% 的 红利 。 试 确定 投资 者 得 到 
的 实质 利率 ， 其 中 投资 期 限 为 

a 2 年， 

b) 3 年 ， 

c) 4 年 。 
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28. 一 家 银行 提供 下 列 条 件 的 存款 单 : 





名 义 年 利率 
鱼 鞋 年 限 (半年 度 转换 ) 
1 5 
2 6% 
3 7% 
4 8 名 


此 银行 不 允许 提前 支取 。 单 据 在 年 限 之 未 到 期 , 在 今后 6 年 中 
此 银行 将 继续 提供 此 类 存款 单一 位 投资 人 在 银行 中 存 了 $1000 。 
请 计算 在 第 6 年 末 能 收回 的 最 大 金额 。 

杂 题 

29. 一 家 制造 商 出 售 其 产品 给 零售 商 , 后 者 可 以 有 两 种 选择 : 
(1) 立即 按 低 于 零售 价 30% 的 价格 付款 。 (2) 6 个 月 后 按 低 于 零 
售 价 25%% 的 价格 付款 。 

试 确定 一 年 度 实质 利率 ， 使 得 在 此 利率 下 零售 商 在 两 种 选择 
间 会 觉得 无 所 谓 。 

30. 如 果 一 笔 投 资 按 利息 效力 6 在 8 年 内 将 会 加 倍 ， 若 按 数 
值 上 等 于 6 的 名 义 利率 且 每 3 年 转换 一 次 ， 在 多 少年 内 一 笔 投资 
会 达到 3 倍 ? 

31. 基金 A 按 实 质 利 率 6% 积累 ， 基金 B 按 实质 利率 8% 积 
累 。 在 20 年 末 两 笔 基金 之 总 和 为 $2000 . 在 10 年 之 末 基 金 A 的 
金额 为 基金 B 的 一 半 。 问 在 5 年 之 末 两 基金 总 和 为 多 少 ? 

32. 一 位 投资 人 在 一 家 银行 存款 $10000 。 在 第 1 年 中 , 银行 
提供 实质 年 利率 i, 到 第 2 年 中 则 为 实质 年 利率 i 一 0.05 。 到 第 2 
年 末 余 额 为 $12093.75 . 如 果 3 年 中 每 年 的 实质 年 利率 是 i 十 0.09 
的 话 ， 那 未 此 恋 户 在 3 年 之 末 的 余额 应 为 多 少 ? 

33. 某 A 签 了 一 张 1 年 期 的 $1000 的 借据 并 从 银行 收 到 
$920 .。 在 第 6 个 月 之 未 ， A 付款 $288 。 假设 为 单 贴现 ， 人 的 
付款 会 使 借据 的 票面 值 减少 多 少 ? 
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年 金 可 以 定义 为 按 相 等 的 时 间 区 则 支付 的 一 


第 三 章 ”基本 年 金 





331 引 言 


系列 付款 。 年 金 


在 经 济 生活 中 是 常见 的 。 房屋 的 租金 ， 抵 押 付 款 ， 汽 车 的 分 期 付 
款 ， 以 及 投资 款项 的 利息 付款 等 都 是 年 金 的 例子 。 “年 金 ” 一 词 


的 原始 意义 是 限于 每 年 一 次 的 付款 ,但 现 已 被 推广 到 
的 时 间 间 隔 付款 。 


按 任何 正规 





考虑 一 种 在 固定 的 时 期 支付 确定 金额 款 项 的 年 金 。 具 有 这 种 


性 质 的 年 金 称 为 确定 年 爹 。 
例如 一 个 家 庭 或 一 项 事业 的 抵押 付款 就 是 一 种 确定 生 








付款 的 固定 时 期 称 为 此 年 金 的 期 。 
F 金 。 


并 非 所 有 的 年 金 都 是 确定 年 金 。 付 款 并 不 确定 的 年 金 称 为 风 

险 年 金 。 一 种 很 通常 的 风险 年 金 是 只 有 当 一 个 人 活着 时 才 支付 的 
那 种 年 金 。 这 种 年 金 称 为 生命 年 金 。 例 如， 由 一 个 养老 金 计划 按 
“月 支付 的 退休 人 金 ， 它 在 退休 人 员 活 着 时 才 支 付 ， 就 是 一 种 生命 年 


金 。 





在 本 书 中 我 们 将 主要 考虑 确定 年 金 。 但 在 9.5 节 中 也 提出 不 
履行 或 不 付款 的 风险 。 为 方便 起 见 ， 常常 含 去 “确定 ”两 字 , 而 将 
确定 年 金 称 为 “年 金 ”。 


两 次 年 金 付款 之 闻 的 间隔 称 为 支付 期 。 在 本 章 
虑 的 年 金 ， 














PF， 我 们 所 考 
其 支付 期 和 利息 转换 时 期 是 相等 且 一 致 的 ， 


付款 金额 


也 是 相等 的 。 既然 支 付 期 相等 且 利 息 转换 时 期 为 相等 且 一 致 ， 我 


们 将 对 两 者 用 同一 词 “ 时 期 ”。 在 第 四 章 中 将 会 遇 到 





息 转 换 时 期 不 一 致 以 及 付款 金额 可 变 的 情形 。 
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支付 期 和 利 


83.2 ， 延 付 年 金 


考虑 一 种 年 金 ， 它 在 ?个 时 期 中 ， 每 个 时 期 末 付 款 1 。 这 种 
年 金 称 为 延 付 年 金 。 辑 3.1 是 这 种 年 金 的 时 间 图 。 箭头 1 在 第 1 
次 付款 前 1 个 时 期 出 现 。 假设 每 个 时 期 的 利率 为 i 。 年 金 在 这 一 
时 刻 的 现时 值 记 为 am 。 箭头 2 在 箭头 1 以 后 多 个 时 期 出 现 ， 恰 
怡 在 最 后 一 次 付款 以 后 。 年 金 在 这 一 时 刻 的 积累 值 记 为 sa 。 


























图 3.1 ”一 种 延 付 年 金 的 时 间 图 


我 们 可 以 按 第 1 个 时 期 开始 时 的 求 值 方程 来 导出 on 的 表达 
式 。 在 第 1 个 时 期 末 付 款 1 的 现时 值 为 »， 在 第 二 个 时 期 末 付 款 
1 的 现时 值 为 如, 这 样 继续 下 去 ， 直 到 第 个 时 期 末 付 款 1 的 现 
时 值 为 ww 。 总 的 现时 值 om 必 为 每 次 付款 现时 值 之 和 ， 即 


二 十 可 十 十 0 十， (3.1) 


这 一 公式 可 以 用 来 计算 am, 但 当 他 较 大 时 这 样 算是 不 方便 
的 。 注 意 到 (3.1) 是 一 个 几何 级 数 ， 就 可 以 导出 一 个 更 紧凑 的 表 
达 式 


a = 十 碍 十 :二 
工 一 2 
“二 
一 


说 





一 v 
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] 一 2 
一 i (3.2) 
si 的 表达 式 可 以 用 类 似 方法 按 第 n 个 时 期 末 的 求 值 方程 导 
出 。 在 第 1 个 时 期 末 付 款 1 的 积累 值 是 (1 + i)”', 在 第 2 个 时 
期 未 付款 1 的 积累 值 为 (1 十 芭 " ,这 样 继续 下 去 ， 直 到 第 于 个 
时 期 末 付 款 1 的 积累 值 恰 为 1 。 总 的 积累 值 sm 必 等 于 每 一 付款 
积累 值 的 总 和 ， 即 








35 二 1 二 + (1+ 人 + + (+ ?+ (+ 1. [3.3) 
同样 ， 可 以 利用 几何 级 数 求 和 导出 更 紧凑 的 表达 式 
sm = 1+{ 人 LE+ 让 十 十 (1 二 in 十 代 十 和 ”1 
{1+i)"*—1 
+-1 
= Q+ -1 (3.4) 


4 


在 附录 1 的 利息 表 中 给 出 了 对 几 种 利率 和 nn 由 1 到 50 的 
a 和 sa 的 值 。 有 时 把 利率 写 在 符号 的 右 下 角 ， 例 如 orooor 及 
sa50.08。 因 为 这 会 把 符号 搞 得 复杂 ， 所 以 我 们 只 在 对 形成 函数 时 
所 用 利率 可 能 会 模糊 时 才 这 样 记 。 

可 以 对 改写 为 





1=iam+t+v” 


的 公式 (3.2) 给 出 一 个 字面 上 的 解释 。 

考虑 初始 投资 1, 历时 n 个 时 期 。 每 个 时 期 ， 此 投资 1 将 产 
生 在 期 末 支 付 的 利息 i 。 这些 利 息 付 款 的 现时 值 为 ?om 。 在 第 
个 时 期 之 来， 原始 投 资 的 本 金 1 仍 收回 ， 它 的 现时 值 为 ”。 这 
样 ， 方程 两 边 都 表示 投资 1 在 投效 之 日 的 现时 值 。 对 公式 (3.4) 
的 类 似 的 字面 解释 留 作 习题 。 
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在 adj 和 sa 间 存 在 下 列 简 单 的 关系 
一 am(L + i)". (3.5) 


一 公式 是 很 明显 的 ， 只 要 比较 (3.1) 与 (3.3) 式 或 (3.2) 与 
(3.4) 。 由 时 间 图 也 可 明显 看 出 这 一 点 。 因 为 s 可 认为 是 a 
的 同一 笔 付款 ， 只 不 过 其 取 值 是 在 ”个 时 期 以 后 。 

an 和 sm 间 的 另 一 个 关系 是 





1 1 


Co (3.6) 
一 公式 可 以 这 样 导 出 : 
1 i 
1 = (Tit 
二 二 
加 (1+i)"*—1 
2 
vn 
1 
= 而 . 


吉 的 值 出 现在 附录 中 的 利息 表 上 。 在 第 六 章 中 会 看 到 ， 公 式 
(3. 6) 从 另 一 角度 看 十 分 重要 。 那 时 会 给 出 此 公式 的 字面 解释 。 

例 3.1 ”一 项 年 金 在 20 年 内 每 半年 末 付 8500, 设 利率 为 每 
半年 转换 9%%, 求 此 项 年 金 的 现时 值 。 

答案 为 


500az50.045 一 500(18.4016) = $9200.80. 


例 3.2 ”车 某 人 以 季度 转换 年 利率 8% 投资 $1000, 癌 他 每 
季度 之 末 能 取 回 多 少 使 这 笔 钱 在 第 10 年 来 正好 用 完 ? 
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设 如 为 每 次 取 回 的 金额 ， 投 资 之 日 的 求 值 方程 为 
Raago.02 = 1000. 


这 样 ， 我 们 有 
1000 
2300.02 
1000 


27.3555 
$36.56. 


例 3.3 有 一 笔 $1000 的 贷款 ， 为 期 10 年 . 若 实质 利率 为 
年 率 9%%, 试 对 下 面 三 种 还 款 方 式 比 较 其 利息 总 量 : 

{1) 整个 贷款 加 上 积累 的 利息 在 第 10 年 末 一 次 还 清 ， 

(2) 每 年 产生 利息 即 付 ， 而 本 金 则 在 第 10 年 末 归 还 ， 

(3) 贷款 在 10 年 期 内 按 每 年 付款 数 相同 的 原则 还 清 。 

答案 1. 贷款 在 第 10 年 末 的 积累 值 为 


1000(1.09)10 ~ $2367.36. 
这 样 ， 所 付 利 息 总 量 为 
2367.36 — 1000.00 = $1367.36. 


答案 2. 每 年 得 到 的 货款 利息 为 1000(0.09) = 890, 所 以 支付 
的 利息 总 量 为 


R = 


























10 . 90 = $900.00. 
答案 3. 设 相等 的 付款 为 R, 贷款 开始 时 对 RR 的 求 值 方程 为 
Raim = 1000, 


给 
由 此 给 出 _ 1000 1000 


一 一 = $155.82. 
R a 6.417658 $155 
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这 样 ， 所 付 利息 总 量 为 
10(155.82) — 1000 = $558.20. 


读者 应 按 通常 的 推理 方法 来 比较 三 种 付款 方式 下 的 相对 短 
案 。 在 贷款 中 付款 付 得 越 迟 ， 则 利息 总 量 将 越 高 。 反 过 来 ， 付 款 
越 早 ， 则 利息 金额 将 越 小 。 虽 然 ， 按 三 种 方法 的 付款 总 数 是 不 相 
等 的 , 但 其 付款 的 更 时 值 则 都 等 于 $1000, 即 三 种 情况 下 的 贷款 金 
额 。 


83.3 ”和 初 付 年 金 


在 3.2 节 中 延 付 年 金 是 定义 为 在 期 末 付 款 的 年 金 。 在 本 节 中 
将 考虑 另 一 种 年 金 ， 它 在 期 初 付款 ， 称 为 初 付 年 全 。 用 术语 “ 延 
付 年 金 " 与 “ 初 付 年 金 " 其 实 并 不 好 , 因为 这 些 术 语 并 不 能 描述 这 
些 年 金 的 性 质 。 

















it- - 
-LL 














3.2 ” 初 付 年 金 的 时 间 图 


3.2 是 一 个 有 n 个 时 期 的 初 付 年 金 的 时 间 图 。 箭头 1 在 第 
一 次 付款 时 刻 出 现 。 年 金 在 这 一 时 刻 的 现时 值 记 为 i 。 箭 头 2 
在 箭头 1 以 后 个 时 期 出 现 ， 即 在 最 后 一 次 付款 以 后 一 个 时 期 。 
年 金 在 此 时 刻 的 积 票 值 记 为 绿 | 。 

我 们 可 以 类 似 于 公式 (3.1) 那样 写 出 徊 | 的 表示 式 


i 二 1 十 十 如 十 十 v1 {3.7) 
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再 次 用 几何 级 数 求 和 





订 = 





= -二 ， (3.8) 


它 类 似 于 公式 (3.2) 。 
同样 地 对 于 声 , 我 们 有 类 似 于 (3.3) 和 (3.4) 的 下 述 公式 


证 = (1+ 认 + 上 (+ 访 十 十 (Li 二 (+an (3.9) 
一 ,+1 
-+ 
(1+2*—1 
人 
(1+2"*—1l 
-人 (3.10} 


将 (3.2) 式 与 (3.8) 式 进 行 比较 是 很 有 启发 性 的 。 分 子 是 相同 
的 , 但 (3.2) 式 的 分 母 为 i, 而 (3.8) 式 的 分 母 为 d 。 对 延 付 年 金 ， 
它 是 在 期 末 付 款 ， 而 i 正好 是 期 末 支 付 利息 的 度量 。 而 对 初 付 年 
金 , 它 是 在 期 初 付款 ，d 正好 是 期 初 支付 利息 的 度量 。 比 较 (3.4) 
与 (3.10) 给 出 类 似 的 结果 。 

将 年 金 支付 时 间 与 分 母 上 的 利息 联系 起 来 的 上 述 性 质 ， 有 助 
于 记忆 年 金 公 式 。 不仅 如 此 ， 此 性 质 还 可 推广 到 更 复杂 的 年 金 ， 














这 和 将 在 第 四 章 中 讨论 。 
显然 有 
5 = dm (1 + i), (3.11) 
这 是 一 个 类 似 于 (3.5) 的 公式 。 也 可 证 明 





一 二 一 十 出 (3.12) 
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这 是 一 个 类 似 于 (3.6) 的 公式 。 (3.12) 的 推导 留 作 习题。 
延 付 年 金 和 初 付 年 金 是 相互 联系 的 。 有 一 种 关系 是 


i 二 0 (1 十 们 (3.13) 


所 一 sa(l 十 让 (3.14) 


公式 (3.13) 可 由 比较 (3.1) 与 (3.7) 式 ， 或 (3.2) 式 与 (3.8) 
式 而 立即 导出 ,因为 én 下 的 每 一 次 付款 都 比 a 下 的 每 一 次 付款 
好 一 个 时 期 ， 故 由 于 一 个 时 期 的 利息 ， 它 的 总 现时 值 一 定 较 大 。 
公式 (3.14) 也 能 类 似 地 导出 。 

在 延 付 年 金 与 初始 年 金 间 还 有 另 一 种 形式 的 关系 ， 即 











i = 1 + ar (3.15) 








此 公式 可 由 图 3.2 导出 。 dm 下 的 n 次 付款 可 以 分 为 第 一 次 付款 
及 余下 的 n 一 1 次 付款 。 第 一 次 付款 的 现时 值 为 1, 而 其 余 nn 一 1 
次 付款 的 现时 值 为 cr-=1 。 其 和 即 给 出 总 现时 值 sa 。 

类 似 可 得 




















酒 一 5 一 | (3.16) 











这 一 公式 也 页 3.2 导出 。 暂 时 虚设 在 第 n 个 时 期 之 末 有 一 次 
付款 1 。 这样 ，n 十 1 次 付款 的 总 积累 值 为 ssri 。 然 而 ， 我 们 
必须 去 掉 虚 设 付款 的 积累 值 ， 它 就 是 1, 其 差 即 给 出 积累 值 新 。 

多 数 复 利 表 , 包括 附录 I 中 的 那些 , 并 不 包含 初 付 年 金 的 值 。 
这 样 ， 必 须 用 (3.13) 或 (3.15) 及 {3.14) 或 (3.16) 来 确定 初 付 年 
金 的 数值 。 

如 果 认 为 延 付 年 金 与 初 付 年 金 有 重大 的 区 别 ， 那 么 常会 造成 
混淆 。 实际 上 它们 涉及 的 只 是 在 不 同时 刻 支 付 的 同一 系列 付款 。 
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图 3.3 可 以 说 明 这 一 点 。 





rr 一 





3.3 ”比较 延 付 年 金 与 初 付 年 金 的 时 间 图 


例 3.4 一 位 投资 者 希望 投资 一 笔 基金 ， 到 第 12 年 之 末 积 
累 到 $1000 。 为 此 他 打算 每 年 年 底 存 入 一 笔 钱 ， 最 后 一 次 存款 将 
在 投资 时 期 结束 前 一 年 。 如 果 此 基金 的 实质 利率 为 7%, 问 他 每 次 
应 存 多 少 钱 ? 

沽 为 我 们 感 兴趣 的 是 最 后 一 次 付款 以 后 一 年 的 积累 值 ， 故 求 
值 方程 为 
































RS = 1000, 


其 中 RR 是 每 年 的 情 蕾 额 。 解 出 刃 存 








RR 








一 07)(15.7836) 一 $59.21. 


83.4 ”任意 日 期 的 年 金 值 


到 现在 为 止 我 们 只 是 在 期 初 (第 一 次 付款 之 日 或 其 前 一 个 时 
期 ) 或 期 末 (最 后 一 次 付款 之 日 或 其 后 一 个 时 期 ) 计算 年 金 ,然而 ， 
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经 常 需要 计算 其 他 日 期 的 年 金 值 。 我 们 将 讨论 三 种 情形 : (1) 第 
一 次 付款 前 多 于 一 个 时 期 的 现时 值 ， (2) 最 后 -- 次 付款 后 多 于 一 
个 时 期 的 积累 值 ， (3) 在 第 一 次 和 最 后 一 次 付款 日 期 之 间 的 当前 
值 。 我 们 假设 计算 的 日 期 离开 每 次 村 款 日 期 为 整数 个 时 期 。 


一 种 年 金 在 任意 日 期 的 值 可 通过 对 各 次 付款 的 积累 或 贴现 然 
后 将 结果 相 加 而 得 到 。 然 而 ， 这 一 方法 当 付款 次 数 很 多 时 是 不 适 
当 的 。 下 面 将 会 看 到 ， 对 所 有 三 种 情况 都 可 用 已 定义 的 年 金 符号 
来 建立 年 金 的 值 。 


上 述 三 种 情况 最 好 由 例 于 来 阐述 。 考 虑 一 种 年 金 ， 它 共有 了 
次 付款 1, 分 别 在 第 3 时 期 末 到 第 9 时 期 末 依 次 支付 。 图 3.4 是 
这 种 年 金 的 时 间 图 。 在 第 2, 3, 9, 10 时 期 末 的 值 由 延 付 年 金 或 初 
付 年 金 直 接 给 出 ， 如 时 间 图 上 所 示 。 

第 工时 期 初 的 班 时 值 是 情形 1 的 例子 ， 第 12 时 期 末 的 积累 
值 是 情形 2 的 例子 ， 而 第 6 时 期 末 的 当前 值 是 情形 3 的 例子 。 这 
三 种 情形 在 时 间 图 上 分 别 由 稍 头 1, 2, 3 表示 。 






































图 3.4 34 节 中 例子 的 时 间 图 


一 . 第 一 次 付款 日 期 前 多 于 一 个 时 期 的 现时 值 
在 这 种 情形 下 ， 年金 在 第 1 时 期 初 的 现时 值 可 被 看 作 在 第 2 
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时 期 末 的 现时 值 贴现 两 个 时 期 ， 即 
12a5i 
对 此 现时 值 也 可 单单 用 年 金 的 值 来 建立 男 一 种 表示 式 。 暂时 
假设 在 第 1 时 期 末 和 第 2 时 期 末 各 有 一 次 虚设 的 付款 1, 这 样 ， 
在 时 刻 t 二 0 所 有 9 次 付款 的 现时 值 为 a5 。 然 而 ， 必 须 减 去 两 
次 虚设 甘 款 的 现时 值 ， 即 a5, 这 样 ， 现 时 值 的 另 一 个 表达 式 就 是 
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如 果 使 用 利息 表 ， 此 表达 式 便于 计算 。 

此 种 类 型 的 年 金 常 称 为 延期 年 全 , 因为 仅 在 经 过 一 个 推迟 的 
时 期 后 才 开始 付款 。 一 般 说 来 ,一 项 推迟 了 m 个 时 期 并 在 推迟 时 
期 后 有 个 时 期 的 期 限 的 延 付 年 金 ， 其 现时 值 为 


Va 一 QT 一 om (3.17) 


应 该 注意 ， 由 于 付款 时 间 是 在 期 末 、 故 这 种 延期 年 金 的 第 一 
次 付款 是 在 计算 日 期 后 mm 十 1 个 时 期 ， 而 不 是 m 个 时 期 。 

我 们 用 延 付 年 金 而 不 是 初 付 年 金 ， 是 由 于 对 延 付 年 金 而 言 利 
息 表 可 直接 提供 其 数值 。 然 而 ， 处 理 延 期 初 付 年 金 也 是 可 能 的 。 
读者 可 以 验证 ， 此 种 情形 的 答案 用 初 付 年 金 来 表示 为 

















3 
v0 二 4m 一 6. 


二 .最 后 一 次 付款 日 期 后 多 于 一 个 时 期 的 积累 值 
在 这 种 情形 下 , 年 金 在 第 12 个 时 期 末 的 积累 值 ， 可 看 作 第 9 
个 时 期 末 的 积 票 值 再 积累 3 个 时 期 ， 即 


<5(1 十 让 3. 


此 处 也 可 用 年 金 的 值 来 建立 另 一 种 表达 式 。 暂 时 假设 在 第 10， 
11 和 12 时 期 末 均 有 虚设 的 付款 1 , 则 所 有 10 次 件 款 的 积累 值 
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为 sm。 然而， 必须 减 去 虚设 付款 的 积累 值 ， 即 吧 。 这 样 ， 积 
累 值 的 另 一 种 表示 为 
Si 一 33): 
在 一 般 情形 下 ， 一 项 n 个 时 期 的 年 金 在 最 后 一 次 付款 后 mm 
个 时 期 的 积累 值 为 





Si(l + "= STR 一 3 调 ， (3.18) 


也 可 以 处 理 初 付 年 金 而 不 是 延 付 年 金 。 读者 可 以 验证 此 种 情 
形 的 答案 用 初 付 年 金 来 表 示 为 





结 (1+ 弛 二 辣 一 疡 

三 ， 第 一 次 付款 与 最 后 一 次 付款 日 期 间 的 当前 值 

在 这 种 情形 下 ， 年 金 在 第 6 时 期 末 的 当前 值 ， 可 被 看 作 第 2 
时 期 末 的 当前 值 再 积累 4 个 时 期 ， 也 可 看 作 第 9 时 期 末 的 积累 值 
贴现 3 个 时 期 ， 即 

aa(i+ 4 = 1 
此 处 也 可 以 建立 一 个 单单 按 年 金 值 表示 的 另 一 种 表示 式 。 把 7 了 次 
付款 分 为 头 4 次 付款 和 最 后 3 次 付款 ， 头 4 次 付款 的 积累 值 是 
5， 而 最 后 3 次 付款 的 现时 值 为 5, 所 以 当前 值 的 另 一 表达 式 为 
5 十 43: 


在 一 般 情形 下 ,一 项 经 过 m 次 付款 (m < n) 的 个 时 期 年 
金 ， 其 当前 值 为 





an(l + =v "Mg = Sm + On (3.19) 
也 可 以 用 初 付 年 金 而 不 是 延 付 年 金 来 处 理 。 读 者 应 验证 这 种 








情形 得 到 的 答案 按 初 付 年 金 表示 为 


罗 3 2 
(I+ = 二 V 电 三 丝 十 全 . 
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四 .总结 

一 般 而 言 ， 总 可 以 把 年 金 在 任何 日 期 的 值 表示 为 延 付 年 金 的 
和 或 差 ， 只 要 此 日 期 为 失 每 一 付款 日 期 算 起 焊 数 个 时 期 。 其 他 的 
等 价 表示 式 也 确实 存在 ， 访 者 请 自行 学 试 把 答案 的 一 种 形式 变换 
为 另 一 种 形式 。 

读者 不 必 试 图 靠 记 忆 公 式 (3.17)，(3.18) 及 (3.19) 去 解 间 
题 。 任何 此 种 类 型 的 问题 可 以 按 本 节 中 释 述 的 基本 原则 去 处 理 。 

读者 也 应 留心 观察 ， 时 间 图 上 的 标记 只 不 过 是 帮助 检验 所 包 
含 的 付款 ， 但 它们 不 影响 结果 。 例 如 ， 我 们 可 以 把 图 3.4 中 的 时 
间 图 重 标 为 由 8 一 20, 而 不 是 由 0 一 12, 各 例子 的 答案 均 不 变 。 时 
间 图 上 影响 解答 的 因素 是 付款 的 次 数 以 及 计算 日 期 或 相关 于 付款 
日 期 的 比较 日 期 。 

如 果 需 要 寻找 年 金 在 一 个 并 非 离开 每 个 付款 日 期 为 整数 个 时 
期 的 日 期 的 值 ， 则 应 该 先 对 离开 每 次 付款 日 期 为 整数 个 时 期 的 日 
期 确定 年 金 的 值 ， 然 后 将 此 值 积累 或 贴现 分 数 时 期 到 实际 的 计算 
日 期 。 这 一 情形 将 在 习题 中 研究 。 









































83.5 ”永久 人 年金 


永久 年 金 是 这 样 一 种 年 金 ， 其 付款 将 永远 继续 下 去 ， 即 此 
年 金 的 期 限 是 无 限 的 。 虽 然 付款 永远 继续 下 去 的 年 金 看 起 来 不 太 
现实 ,但 在 实际 中 确实 存在 这 样 的 例子 。 无 偿还 保证 的 优先 股 的 
股息 ， 以 及 没有 归还 义务 的 英国 政府 统一 债券 都 是 永久 年 金 的 例 
子 。 优 先 股 将 在 第 七 章 中 定义 及 进一步 讨论 。 

延 付 永久 年 金 的 现时 值 记 为 aaa, 并 有 








aa = 二 9 十 谍 十 妨 十 … 
vy 
1—v 
J 
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1 
= 了 (3.20) 


只 要 ”< 1 亦 即 > 0 的 情形 。 
换 一 种 说 法 ， 有 
工 一 1 


a 














lim_jmwm v=0.。, 

公式 (3.20) 可 以 按 字面 解释 。 如 果 将 本 金 1/i 按 利率 i 投 
资 ， 则 利息 i. = 1 可 永远 在 每 一 时 期 末 支 付 ， 而 不 去 触动 本 
金 。 








由 类 似 讨论 ， 对 初 付 永久 年 金 有 


_。 1 
am 一 下 (3.21) 








应 该 注意 ， 水 久 年 金 的 积累 值 并 不 存在 ， 因 为 付款 将 永远 继 
续 于 去 。 

利用 水 久 年 金 的 概念 对 公式 {3.2) 给 出 字面 解释 是 很 有 意思 
的 。 


1—v* 





a 一 (3.2) 


2 

考虑 两 种 永久 年 金 ， 第 一 种 在 每 个 时 期 末 付 款 1 而 有 现时 值 
1fi, 第 二 种 则 推迟 ”个 时 期 ， 故 有 现时 值 v"/i 。 两 者 之 差 就 是 
在 推迟 期 间 每 个 时 期 末 付款 1 的 现时 值 ， 它 就 是 cm 。 

有 些 读者 也 许 会 觉得 永久 年 金 的 实际 意义 有 限 。 然 而 ， 有 一 
类 比 永远 持续 付款 范围 更 广泛 的 金融 业务 可 被 看 作 等 价 于 永久 年 
金 。 例如 考虑 一 笔 $S1000 的 投资 , 年 实质 利率 为 10%, 每 年 分 期 支 
付 利 息 ， 这 样 一 笔 投资 在 任何 一 个 特定 的 时 期 的 期 末 均 可 回复 到 
有 本 金 $1000 。 这 样 一 项 业务 等 价 于 决定 一 笔 每 年 底 付 款 $100， 
实质 利率 为 10% 的 永久 年 金 的 现时 值 。 
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例 3.5 ”AA 留 下 一 笔 $100000 的 遗产 。 这 笔 财产 头 10 年 的 
利息 付 给 受益 人 B, 第 2 个 10 年 的 利息 付 给 受益 人 C, 此 后 的 均 
付 给 慈善 事业 D 。 若 此 项 财产 的 年 实质 利率 为 7%, 试 确定 B, C， 
D 在 此 笔 财 产 中 各 得 多 少 份额 。 

B 所 占 份额 为 








7000uia = 7000(7.0236) — $49165, 


算 到 元 为 止 。 
C 所 占 份额 为 


7000(ag — «15) = 7000(10.5940 — 7.0236) = $24993, 


算 到 元 为 止 。 
D 所 占 份额 为 





7000(asa — a35) = 7000 一 10.5940| = $25842, 


0.07 
算 到 元 为 止 。 

注意 B, C, D 所 占 份 额 之 和 正如 预期 为 $100000 。 还 要 注意 在 
第 20 年 之 末 , 这 笔 财产 的 现时 值 为 100000(1.07)-20 = $25842 。 
它 等 于 D 所 占 份 额 。 这 使 人 确信 ， 慈 善事 业 DD 不 断 地 从 年 金 收 
取 利 息 或 在 第 20 年 末 一 次 性 接受 剩余 财产 在 价值 上 是 相等 的 。 





$3.6 ” 非 标 准时 期 与 利率 


到 现在 为 止 , 我 们 总 是 假设 在 年 金 符号 中 n 为 正 整 数 且 i> 
0 。 本 节 将 考虑 这 些 条 件 不 满足 的 情形 。 本 节 的 大 部 分 结果 主要 
来 自 数 学 上 的 兴趣 ， 而 不 是 实际 的 兴趣 。 然 而 ， 这 些 结果 已 出 现 
在 文献 上 ， 因 此 需要 处 理 。 而 且 其 分 析 也 很 有 指导 意义 。 
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首先 来 考虑 ， 当 nn 为 正 整数 及 0 < 有 上 < 工时， 符号 os 页 可 
能 代表 什么 意义 。 这 时 不 能 应 用 (3.1) 式 ， 因 为 它 需 要 7 为 正 整 
数 。 然而， 可 以 导出 下 面 这 个 与 (3.2) 式 相 一 致 的 结果 





1 一 二 


nF 一 因 


1 一 如 十 oo 一 bt 


2 
一 amt+vt* [2 (3.22) 





这 样 ， orrg 与 公式 (3.2) 一 致 的 解释 是 : 它 是 一 项 mn 个 时 
期 ， 每 时 期 付 1 的 延 付 年 金 再 加 上 最 后 一 次 在 时 刻 mm + 的 付款 
Qt 这 ~-! 的 现时 值 。 

这 一 最 后 的 非 正 规 付款 的 金额 看 起 来 相当 不 平常 。 某 些 读者 
可 能 会 觉得 更 “舒服 " 的 付款 应 是 , 奴 此 付款 应 该 正比 于 所 包含 
的 分 数 时 期 。 幸而 天 是 相当 靠近 时 -+ 的 。 在 习题 中 将 要 求 读 
者 确定 这 一 近似 所 包含 的 误 佐 。 

然而 ， 也 可 以 对 记号 ar 给 出 其 他 合适 的 解释 。 例 如 ， 可 
否 置 最 后 一 次 付款 为 如 但 让 它 在 时 刻 nn 十 1 支付 ? 还 有 其 他 的 
可 能 性 。 这样 ， 如 果 不 进 一 步 描述 实际 上 包含 怎样 的 付款 形式 
opm 事实 上 将 不 是 一 个 意义 明确 的 符号 。 

不 幸 ， 在 实际 生活 中 确实 提出 了 解释 非 整数 时 期 年 金 符号 的 
需要。 例如， 许多 法 庭 在 处 理 个 人 伤害 及 不 正当 死亡 诉讼 中 度量 
经 济 损失 时 ， 常 常 使 用 一 个 人 估计 寿命 的 确定 年 金 。 如 果 诉 讼 中 
受伤 的 一 方 估计 寿命 为 15.7 年 ， 则 其 确定 年 金 的 正确 值 应 是 多 
少 ? 这 一 问题 并 没有 明确 的 答案 ， 进 一 步 的 解释 是 需要 的 。 

也 可 以 对 普 为 负 值 时 的 年 金 建立 恒等式 。 然而 ， 这 种 年 金 只 
同 数学 有 关 ， 它 缺少 实际 意义 。 为 了 完整 性 的 缘故 ， 在 习题 中 建 
立 了 这 样 的 重 等 式 。 
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下 面 考虑 当 ;i < 0 时 会 发 生 什 么 情形 。 i = 0 的 情形 在 实际 

中 是 重要 的 。 如果 i = 0, 则 任何 年 金 的 现时 值 或 积累 值 只 不 过 是 
付款 的 总 和 。 从 而 特别 有 

a = 5 二 nn 若 i = 0. (3.23) 


如 果 i < 0, 会 产生 某 些 有 趣 的 结果 。 现 时 值 变 成 了 积累 值 ， 反 之 
亦 然 ， 此 事 在 直 观 上 很 能 引起 人 们 的 兴趣 。 在 习题 中 将 建立 这 些 
结果 ， 但 它们 的 意义 主要 在 理论 上 而 不 是 实际 上 。 











83.7 ”未 知 时 间 问 题 

至 今 在 任何 包含 年 金 的 问题 中 ,我 们 假设 nn 和: 均 为 已 知 。 
在 3.7 节 中 将 讨论 m 为 未 知 的 情形 ， 而 在 3.8 节 中 将 讨论 ; 为 未 
知 的 情形 。 

一 般 而 言 ， 包含 未 知 时 间 的 问题 不 见得 正好 产生 n 是 整数 的 
解答 。 这些 问题 可 以 象 3.6 节 中 那样 处 理 ， 即 在 最 后 一 次 正规 付 
款 以 后 的 时 期 中 作 一 次 较 小 的 付款 。 

得 在 实践 中 却 很 少 这 样 做 ， 因 为 在 一 个 离开 其 他 付款 日 期 不 
是 整数 个 时 期 的 日 期 进行 付款 ， 这 既 不 方便 又 容易 混淆 。 例 如 ， 
在 若干 年 内 每 年 7 月 1 日 作 正规 付款 , 而 最 后 一 次 却 在 11 月 27 
日 作 较 小 的 付款 ， 这 对 业务 双方 都 是 不 方便 的 。 

在 实践 中 经 常 采取 的 做 法 是 : 或 者 在 最 后 一 次 正规 付款 的 同 
时 作 一 次 较 小 的 内 加 付款 ， 事 实 上 等 于 给 出 一 个 比 正规 付款 为 大 
的 付款 ， 称 为 上 升 支付 ; 或 者 在 最 后 一 次 正规 付款 的 后 一 个 时 期 
作 一 次 较 小 的 付款 ， 称 为 下 降 支 付 。 自然， 这 两 种 情形 下 的 较 小 
付款 数量 上 是 不 相等 的 ， 它 们 也 与 象 3.6 节 中 所 说 的 在 某 个 中 间 
时 刻 的 较 小 付款 不 相同 。 然 而 ， 所 有 这 些 付款 是 等 价 的 。 

包含 未 知 时 间 的 问题 最 好 由 例子 来 展示 。 

例 3.6 ”有 一 笔 $1000 的 投资 用 于 在 每 年 年 底 付 $100, 时 间 
尽 可 能 长 。 如 果 这 笔 基金 的 年 实质 利率 为 5 镶 , 试 确定 可 以 作出 多 
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少 次 正规 付款 以 及 确定 较 小 付款 的 金额 ， 其 中 假定 较 小 付款 是 : 
{1) 在 最 后 一 次 正规 付款 的 日 期 支付 ， (2) 在 最 后 一 次 正规 付款 
以 后 一 年 支付 ， (3) 按 3.6 节 所 述 ， 在 最 后 一 次 付款 后 的 一 年 中 
间 支 付 。 

求 值 方程 为 

















100aa = 1000 


ca = 10. 
查 对 利息 表 ， 知 14 < n < 15 。 这 样 , 应 有 14 次 正规 付款 再 
加 一 次 较 小 的 最 后 付款 。 图 3.5 是 此 例 的 时 间 图 。 
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图 35 例 3.6 的 时 间 图 


在 此 图 中 ， X1, X2 和 Xs 是 上 述 三 种 情况 的 较 小 最 后 付 
款 , 第 头 1, 2, 3 可 比较 上 述 三 种 情况 的 日 期 ， 而 大 的 意义 见 公式 
(3.22) 。 

1. 在 第 14 年 末 的 求 值 方程 为 


100sya + X 一 1000(1.05)13， 
从 而 
Xl 


I 


1000(1-05)14 一 100sTs 
= 1979.93 一 1959.86 
= $20.07. 
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2. 在 第 15 年 末 的 求 值 方程 为 


100815 + X2 = 1000(1.05), 


Xa 1000(1.05)15 — 100(sis — 1) 
2078.93 — 2057.86 


$21.07. 


应 注意 20.07(1.05) = 21.07, 或 一 般 XI(1 二 让 二 Xz, 读者 可 
由 一 般 推理 校 核 此 项 结果 。 
3. 在 此 种 情形 下 求 值 方程 为 


100a144n = 1000 





或 
0 = 10, 
其 中 0<k<1。 
这 可 以 写 为 1 
- = 10 
2 
或 
adt = 1 10i= 0.5. 
这 样 
(1.05):4tk = 2, 
给 出 
loge 2 
14+k = loge 1.05 
0.693147 
”0.048790 


= 14.2067 
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或 
k = 0.2067. 


故 由 公式 (3.22) 知 精 确 的 最 后 非 正规 付款 为 


Xs= 100(105)° 7 —1 


= $20.27, 
在 时 刻 14.2067 支付 。 对 精确 金额 的 一 个 通常 的 近似 为 100k 或 
$320.67 。 精确 解答 位 于 解答 1 与 解答 2 之 间 ， 这 正 是 我 们 所 预期 
的 。 显然 如 果 需 要 精确 解答 的 话 ， 用 公式 (3.22) 不 仅 不 方便 ， 而 
且 也 是 更 困难 的 。 

例 3.7 笔 基金 每 底 存 入 $1000, 一 直到 积累 值 为 
$25000 为 止 , 如 果 基 金 的 实质 利率 为 8%, 试 确定 需要 多 少 次 正规 
堵 蓄 ， 及 在 最 后 一 次 正规 博 蓄 后 一 年 的 最 后 储蓄 金额 应 为 多 少 。 

求 值 方 程 为 

















1000s5 = 25000 
或 
si = 25 
查 对 利息 表 ， 有 14<n<15。 
这 样 ， 需 有 14 次 正规 储 蓉 加 一 次 较 小 的 最 后 鱼 蔷 和 。 在 第 
15 年 末 的 求 值 方程 为 


1000815 + X = 25000. 





这 样 
X = 25000— 1000(sis—1) 
= 25000 — 26152 
= 一 $1152， 


计算 到 元 为 止 。 
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这 时 发 生 的 情况 是 最 后 一 次 正规 储 萃 使 基金 足够 靠近 $25000， 
而 单单 最 后 一 年 的 利息 就 足够 造成 林 金 超过 $25000 。 在 第 14 年 
未 的 基金 余额 为 








1000s14 = $24215. 
而 仅 最 后 一 年 的 利息 就 使 基金 在 第 15 年 末 的 余额 为 
24215(1.08) = $26152. 


它 超过 了 需要 的 基金 达 $1152, 这 一 结果 与 上 面 所 述 相 符 。 这 一 例 
子 不 能 认为 是 经 典 的 ， 因 为 通常 最 后 一 次 储蓄 还 是 需要 的 。 不 过 
这 确实 告诉 我 们 陷阱 是 存在 的 ， 为 了 得 到 合理 的 答案 必须 小 心 从 
事 。 


83.8 ”未 知 利率 问题 


本 节 中 我 们 将 考虑 利率 为 未 知 的 情形 。 如 2.7 节 中 所 述 ， 在 
实践 中 广泛 遇 到 需 决 定 未 知 利率 的 问题 。 

在 此 考虑 决定 未 知 利率 的 三 种 方法 。 第 一 种 是 用 代数 方法 解 
i。 例如， 一 项 n 年 延 付 年 金 的 基本 定义 是 


困 一 4 十 认 十 :十 如 {3.1) 


它 是 人 的 n 次 多 项 式 。 如 果 能 够 用 代数 方法 求 出 此 多 项 式 的 根 ， 
则 i 就 决定 了 。 这 种 方法 通常 仅 当 n 的 值 很 小 时 才 是 实用 的 。 

也 可 以 将 am 或 1/em 用 宇 来 表示 并 用 代数 方法 求解 。 由 级 
数 展开 ， 有 


n(n+1). 
ai 一 如 一 a ?十 





n(nt+ int+2),2_... 


(3.24) 





2 
1 = 2+ | (3.25) 
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{3.24) 式 与 (3.25) 式 的 推导 留 作 习 题 。 通常 宁愿 用 (3.25) 而 
不 是 (3.24), 因为 它 的 收敛 速度 更 快 。 利 用 公式 (3.24) 或 (3.25) 
并 不 是 数值 上 求解 未 知 利率 的 特别 有 吸引 力 的 方法 。 然 而 ， 这 些 
公式 确 有 价值 ， 因 为 它们 与 本 节 稍 后 及 第 7 章 中 其 他 一 些 更 有 用 
的 近似 公式 的 推导 有 联系 。 

第 二 种 方法 是 在 利息 表 中 用 线性 插值 。 这 类 似 于 2.7 节 中 所 
用 方法 。 应 该 指出 ， 线 性 插值 的 精度 依赖 于 表 中 出 现 的 利率 相互 
人 蔡 近 的 程度 。 

第 三 种 ， 也 是 最 好 的 方法 是 逐次 各 近 或 选 代 。 这 种 方法 可 
以 应 用 于 属 此 类 型 的 所 有 问题 ,并且 只 要 进行 足够 次 数 的 从 代 就 
可 达到 所 要 求 的 任意 精度 。 此 方法 需 使 用 有 指数 和 对 数 函 数 的 计 
算 器 ， 而 前 两 种 方法 则 并 不 需要 。 

















可 以 应 用 选 代 法 于 方程 
i = g(i), (3.26) 
其 近似 解 存在 且 收敛 于 真 解 ; 。 
首先 假设 一 初始 值 ， 记 为 io, 然后 由 公式 
i = g(io) 
生成 一 个 值 i 。 一 般 说 来 ， 和 关 i 。 所 以 需要 再 试 一 次 。 由 


i2 = g(i1) 


产生 值 iz 。 如 此 一 直 做 下 去 。 

如 果 和 迭代 收 敏 ， 则 和 逐次 逼近 的 值 io, 拉 ,和 2,… 将 收敛 于 真 解 
1 。 在 实际 应 用 中 , 迭代 只 要 做 到 在 需要 的 精度 上 近似 满足 ts+l = 
is 就 可 以 了 。 读 者 应 该 注意 在 第 1 章 中 符号 is 是 表示 从 投资 之 
日 起 第 s 时 期 的 利率 ， 这 与 此 处 的 意义 不 同 。 
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考虑 这 样 的 问题 : oa 的 值 作为 常数 给 出 ， 需 要 确定 利率 
i 以 产生 此 值 。 可 以 从 (3.2) 式 得 到 一 个 简单 而 直接 的 近代 法 : 
1 一 工 一 包 十 荔 


(3.27) 


不 幸 的 是 ， 如 同 将 从 例 3.8 看 到 的 ， 此 种 迭代 公式 的 收复 速 
度 较 馒 。 

在 此 推荐 一 种 强 有 力 的 ， 政 敛 很 快 的 Newton 一 Raphson 选 
代 法 。 用 这 种 方法 解 a 二 的 选 代 公 式 是 


十 1— 0Q+is) ™— his 
1— (1+i) "Hl+tint+ DD) 





istl 二 i [: (3.28) 
公式 (3.28) 的 推导 留 作 习 题 。 (3.28) 式 较为 复杂 ， 对 于 一 次 孤立 
的 计算 可 能 不 值得 这 样 做 ， 然 而 对 于 大 量 计算 来 说 这 是 一 个 极 好 
的 方法 ， 因 为 其 收敛 速度 很 快 。 

应 用 迁 代 法 需要 确定 初始 值 。 如 果 初 始 值 接近 于 真 根 ， 送 代 
次 数 将 可 大 大 减少 。 可 以 用 利息 表 中 线性 搬 值 方法 ( 即 前 述 第 二 
种 方法 ) 来 得 到 好 的 初 值 。 

然而 ,， 还 有 一 种 决定 初 值 的 方法 ， 它 比 利 息 表 中 线性 插值 更 
方便 。 这 种 方法 就 是 直接 应 用 一 个 仅 基于 %% 和 此 的 近似 公式 。 这 
样 一 个 公式 可 以 由 (3.25) 式 的 头 两 项 来 导出 ， 即 




















+- 土 =th+ 叶 二 

Kk an n 2 | 

给 

它 给 出 n+i+1l 1 1_n-k 
an kn nk 

或 ,2(n—k) 





~ k(n + 1). (3.29) 
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(3.29) 式 类 似 于 7.6 节 中 给 出 的 计算 近似 债券 收益 的 常用 公式 。 
那 时 将 会 给 出 对 (3.29) 式 的 一 个 字面 解释 。 

对 于 积累 值 也 可 导出 类 似 于 公式 (3.28) 和 (3.29) 的 结果 。 解 
sf 二 上 尺 的 Newton 一 Raphson 选 代 公 式 是 




















_ (1+is)"*—1— kis 
mit oar) G30) 
类 似 于 (3.29) 的 公式 由 下 式 给 出 : 
i 二 束 = 人 3 (3.31) 


(3.30) 和 (3.31) 式 的 推导 留 作 习题 。 
例 3.8 ”季度 转换 的 年 利率 应 为 多 少 ， 才 能 使 在 5 年 内 每 季 
度 之 末 付 款 $1000 的 现时 值 为 816000? 
设 了 = i(4)/4, 求 值 方程 为 





i000a55; = 16000 


2501 = 16. 
首先 在 利息 表 中 作 揪 值 ， 定 义 





70) = aaaj ~ 16. 


我 们 要 寻找 7, 使 六方 = 
查 对 利息 表 ， 有 


f(0.0200) = 16.3514 — 16 = 0.3514 


Ff{0.0250) = 15.5892 一 16 = —0.4108. 
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现在 构造 线性 插值 


了 = 0.0200 -+ 0.0050 


它 给 出 


0.3514 +0 


0.3514 + 0.4108 


= 0.0223， 


i = 4(0.0223) = 0.0892 或 8.92 唤 . 


其 次 来 看 一 看 送 代 法 。 我 们 当然 可 以 
作为 初 值 ， 即 取 jo = 0.0223 。 但 在 这 时 我 们 宁愿 应 用 (3.29) 式 


而 得 到 


2(20 — 16) 








用 上 面 导出 的 线性 插值 








(16)(21) 
首先 来 展示 利用 公式 (3.27) 的 迭代 ， 得 到 下 述 结果 : 

jo=0.0238 74=0.02283 js =0.02248 Jiz = 0.02234 

7 三 0.02345 js = 0.02270 jo9 = 0.02243 jis = 0.02233 


ja =0.02319 je = 0.02261 jio = 0.02239 fj14 = 0.02231 
j3 =0.02298 j7=0.02253 jl1 =0.02237 fj1s = 0.02230 


和 迭代 15 次 后 就 停止 了 , 因为 此 迭代 收敛 很 慢 。 我 们 展开 这 样 
一 个 很 慢 的 选 代 ， 不 是 因为 这 是 一 个 适用 的 好 方法 ， 而 是 要 告诉 


大 家 在 实践 中 必须 留心 选用 有 合理 





= 0.0238. 





收 敏 速度 的 迭代 方法 。 


现在 转 而 试用 (3.28) 式 的 Newton 一 Raphson 和 迭代 法 ， 得 到 


下 述 结 果 
jo 
及 
了 2 
Ja 


0.0238 


= 0.0222459 


0.0222623 


= 0.0222623 





我 们 只 经 过 两 次 迭代 就 达到 了 七 位 小 数 的 精度 ! 而 由 公式 (3.27) 
给 出 的 很 慢 的 ad hoc 方法 在 经 过 15 次 迭代 后 甚至 还 达 不 到 五 位 
小 数 的 精度 。 Newton 一 Raphson 方法 的 威力 实在 是 明显 的 。 
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事实 上 , 利用 例 2.10 中 展示 的 方法 , 也 可 以 得 到 一 种 比 (3.27) 

式 快 得 多 的 ad hoc 和 挝 代 法 。 用 此 方法 每 循环 需要 两 步 计 算 ， 但 每 

一 循环 可 以 多 一 位 小 数 的 精度 。 此 种 达 代 留 给 读者 作为 习题。 
至 此 ， 精 确 到 六 位 小 数 的 本 题 答案 是 


9 = 4(0.0222623) = 0.089049 或 8.9049 外 . 


例 3.9 ” 试 导出 如 下 的 确定 初始 值 的 另 一 种 公式 以 解 ami 一 大 
并 应 用 于 例 3.8: 





2 
2 区 . (3.32) 


考虑 交 个 量 wo2,v3, em 。 这 些 量 的 算术 平均 是 





2 一 


十 吕 十 区 十 … 十 0” gH _ 上 
n nn 








这 些 量 的 几何 平均 是 
年 n = 2. 


但 我 们 知道 ，n 个 不 全 相等 的 正 数 的 算术 平均 是 大 于 其 几何 
平均 的 ， 因 此 就 有 


友 ntl 
一 >v2., 
n 


将 不 等 式 右 端 用 一 个 稍 大 的 数 代 蔡 并 假设 
kk 


全 
一 二 wz 


或 


代入 (3.27) 式 立 即 得 到 (3.32) 式 。 
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将 (3.32) 式 应 用 于 例 3.8 就 得 


它 产 生 一 个 比 (3.29) 更 靠近 真 解 的 初始 值 。 
可 以 证 明 ， 为 解 smi = 大 可 给 出 一 个 类 似 的 确定 初 值 的 公式 


训 一 [i (3.33) 


第 三 个 也 能 产生 很 好 结果 的 确定 初 值 的 公式 ， 可 在 8.4 节 中 
作为 副产品 得 到 ， 这 将 在 那 时 再 给 出 。 


83.9 变 利息 

至 此 为 止 ， 我 们 都 假设 在 整个 年 金 期 间 利率 处 于 同一 水 平 。 
本 节 中 将 考虑 每 时 期 可 有 不 同 利率 的 情形 ， 但 仍 计 复 利 。 不 包括 
复 利 的 其 他 变化 类 型 将 在 3.10 节 中 讨论 。 

如 同 在 第 一 章 中 一 样 ， 以 六 记 第 大 个 时 期 的 利率 ， 即 从 时 刻 
天 一 1 到 时 刻 大 这 一 时 段 的 利率 。 我 们 首先 考虑 一 项 n 个 时 期 的 
延 付 年 金 的 现时 值 。 

这 时 包含 两 种 变化 类 型 。 第 一 种 类 型 是 认为 站 是 第 让 个 时 
期 所 用 的 利率 ， 不 管 付 款 是 在 什么 时 候 。 此 种 情形 的 现时 值 为 


a = (1+6) 1+(1+i) ll ti) 1+.…+ 
+ + 1+ i) + ir) 
n t 
= 2 Ta+i). (3.34) 


t=1 s=1 
第 二 种 类 型 在 计算 现时 值 时 ， 将 让 视 作 在 时 刻 必 的 付款 经 
历 所 有 上 大 个 时 期 的 利率 ， 在 这 种 情形 下 现时 值 成 为 


后 = (1+i) t+ (+i) 2 ++ (+tin)" 
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= a + i) (3.35) 


t=1 


现在 转向 积累 值 。 我 们 考虑 说 值 而 不 是 s, 这 样 所 有 的 让 
值 (== 1,2,…,n) 都 将 进入 公式 。 同样 也 有 两 种 变化 类 型 。 假 
若 第 上 个 时 期 所 用 利率 是 二 而 不 管 何 时 付款 ， 则 有 


3 = (Ll+in)+ (1+in)(l+in-1) 
+ + (1+in)(l+in1) (1+i) 


Rn 二 
SIG + 和 -st {3.36) 


t=1 s=1 


另 一 种 情况 , 如 果 第 上 次 付款 在 余下 的 积累 期 间 按 利率 访 计 
息 ， 则 有 


5 = (+in)+(l+in-D)? + + (1+i 
n 


D+ im) {3.37) 


t=1 


延 付 年 金 的 积累 值 可 由 初 付 年 金 的 积累 值 经 公式 (3.16) 而 得 ， 即 
sz 一 3 十 1 

读者 应 当 仔细 地 区 别 上 述 两 种 计算 利息 的 不 同类 型 ， 因 为 两 
者 在 实践 中 都 会 发 生 。 实质 上 ， 公式 (3.34) 和 (3.36) 假定 ,- 任 一 
给 定时 期 的 利率 ， 对 于 那些 其 值 受 到 在 这 一 时 期 内 利息 影响 的 付 
堵 来 说 都 是 相同 的 。 另 一 方面 ，(3.35) 与 (3.37) 式 则 假定 ， 每 一 
笔 付款 有 其 相应 的 利率 ， 这 一 利率 在 其 计算 现时 值 或 积累 值 的 整 
个 时 期 保持 同一 水 平 。 草 者 的 情形 在 10.2 节 中 会 看 到 有 重要 的 实 
际 应 用 ， 而 后 者 的 情形 则 在 9.6 节 中 会 看 到 有 重要 的 实际 应 用 。 

在 实践 中 ， 利 率 常 常 不 是 每 个 时 期 都 有 改变 ， 而 是 几 个 时 期 
才 改 变 一 次 。 在 这 种 情形 下 ， 现 时 值 或 积累 值 可 由 本 章 前 面 所 给 
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的 年 金 值 直 接 得 到 ， 这 常 比 直接 应 用 上 面 所 给 出 的 公式 更 容易 
例 3.10 ” 试 确定 一 笔 每 年 付款 $100, 为 期 10 年 的 延 付 年 金 
的 积累 值 ， 假 定 前 6 年 的 实质 利率 为 5%, 而 后 4 年 为 4% 。 
我 们 可 以 用 公式 (3.36), 然而 下 面 的 方法 将 更 简单 , 经 过 6 年 
后 头 6 次 付款 的 积累 值 为 


出 
些 














100s50.0s: 


此 值 按 4% 积累 到 第 10 年 末 ， 故 有 





100sgo os(1.04)4- 
最 后 4 次 付款 的 积累 值 为 
100sa0.04 
这 样 ， 答 案 为 


100fsgo os(1.04)* + sg0.0d] 
= 100[(6.8019)(1.16986) + 4.2465] 
= $1220.38. 


例 3.11 ”重新 考虑 鲍 3.10 。 如果 条 件 更 改 为 : 头 6 次 付款 
按 实质 利率 5%% 投资 ， 最 后 4 次 付款 按 4% 投资 。 

我 们 可 以 用 公式 (3.37), 但 也 可 提供 一 个 更 简单 的 方法 。 用 
类 似 于 例 3.10 的 方案 ， 得 : 


100[saio.05 C1-05)’ 十 sao0d] 
100[(6.8019)(1.21551) + 4.2465] 
$1251.43. 


1 
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请 读者 按 常理 比较 一 下 例 3.10 和 3.11 答案 的 大 小 。 


83.10 ” 非 复 利 年 金 


非 复 利 年 金 的 计算 充满 着 陷阱 ， 需 要 仔细 分 析 和 解释 才能 得 
到 合理 的 结果 。 一 般 会 产生 年 金 的 多 重 值 ， 它 又 需要 按 计算 时 所 
依据 的 基准 来 分 类 。 事实 上 ， 如 果 可 能 的 话 ， 最 好 避免 妊 理 非 复 
利 年 金 。 

不 幸 的 是 ， 有 时 无 法 避免 这 类 课题 。 例 如 ， 偶 而 有 些 法 庭 在 
处 理 个 人 伤害 与 不 正当 死亡 的 诉讼 中 ， 需 要 用 单 利 计算 包含 损失 
收入 的 年 金 值 , 这 类 计算 的 “正确 ” 程序 不 仅 是 含糊 不 清 的 , 而 且 
车 在 计算 中 包含 有 某 个 重要 的 时 斯 ， 还 会 产生 严重 的 牌 曲 。 

非 复 利 年 金 值 这 个 题目 也 在 各 种 形式 的 文献 中 出 现 。 因 此 
我 们 应 当 让 读者 了 解 已 出 现 的 某 些 结果 及 所 包含 的 复杂 性 。 

回 到 积累 落 数 作为 计算 年 金 值 的 基础 是 合乎 逻辑 的 。 一 项 n 
个 时 期 的 延 付 年 金 的 现时 值 等 于 各 次 付款 的 现时 值 之 和 。 这样 
(3.1) 式 的 一 个 推广 形式 就 是 























a = 立 5 (3.38) 


然后 转向 寻找 sm 的 信 . 如 假设 在 时 刻 t 投 次 1, 其 中 t 一 1,2,…,n 
一 1, 则 在 时 刻 n 将 积累 到 欠 Y, 于 是 有 





~ a(n) 


2 1 
5 一 a = am 3 a (3.39) 


这 看 来 在 某 些 情形 下 是 一 个 合适 的 程序 ， 例 如 对 于 在 re 个 时 期 
中 包含 变 利息 效力 的 问题 。 然 而 ， 它 并 非 对 所 有 情形 都 产生 正确 
的 结果 。 例 如， 假定 我 们 希望 确定 一 项 n 个 时 期 延 付 年 金 的 积累 
值 ， 而 此 项 年 金 每 一 笔 付款 都 是 从 付款 之 日 起 到 第 n 个 时 期 末 为 
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止 按 单 利 投资 的 ， 那 么 这 样 一 项 年 金 的 积累 值 应 为 
1+(1L1+ 谎 +(L+2) 二 十 0+(n 一 DT 让 


这 就 得 到 (3.3) 式 的 推广 形式 


nl 
si 二 > ale). (3.40) 
t=0 
它 会 产生 以 上 单 利 例子 的 正确 答案 。 
然而 , 很 容易 证 明 (3.39) 与 (3.40) 在 单 利 下 并 不 产生 相同 的 
结果 。 事实 上 ,可 以 证 明 (3.39) 与 (3.40) 对 除了 复 利 以 外 的 其 他 
利息 类 型 一 般 均 不 产生 相同 的 结果 。 
对 于 喜欢 系统 性 与 完整 性 的 读者 ， 我 们 可 以 用 (3.40) 去 确定 
a 的 另 一 个 表达 式 





RR—1 alt) 1 nl 
a{D). 3.41 
mt (3.41) 

毫 不 奇怪 ,除非 使 用 复 利 ,否则 (3.38) 与 (3.41) 将 产生 不 同 
的 答案 。 

对 单 利 下 年 金 值 的 进一步 分 析 是 很 有 教 益 的 。 考 虑 一 笔 以 单 
利 进 行 n 个 时 期 的 投资 ， 它 恰好 足够 在 n 个 时 期 中 每 时 期 未 取 
款 1 。 单 利 的 概念 意味 着 利息 并 不 再 赚 取 外 加 的 利息 。 这样， 原 
始 的 投资 金额 是 储蓄 在 一 笔 利 率 为 主 的 基金 中 ， 但 任何 得 到 的 利 
息 立 即 转 存 到 第 二 笔 基金 中 ， 后 者 没有 利息 。 

每 当 取 款 时 会 产生 混淆 。 应当 从 有 利息 的 阿 始 基金 中 取 多 少 
款 ， 又 人 队 没有 利息 的 利息 基金 中 取 多 少 款 ? 依赖 于 不 同 的 分 配 将 
产生 不 同 的 答案 。 

为 了 展示 会 得 到 的 若干 可 能 答案 , 设 n= 二 6 及 i= 10%。 


记 原 始 投资 为 KK 。 称 本 金 基金 为 “基金 1”, 而 利息 基金 为 “基金 
2 。 
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一 种 家 端 情形 是 尽 可 能 从 基金 2 取款 ， 仅 当 基 金 2 取 完 后 才 
从 基金 1 取款 。 在 第 1 时 期 末 由 基金 1 得 到 利息 .1K 并 存 入 基金 
2, 接着 取款 1, 其 中 .1K 来 自 基金 2 而 1 ~ 0.1K 来 自 基金 1 。 
这 样 基金 1 就 有 了 新 的 余额 一 (1 一 0.1K) = 1.1K -1 。 在 第 
2 时 期 末 由 基金 1 得 到 利息 .1(1.1K - 1) 并 存 人 基金 2, 接着 取 
款 1, 其 中 .1(1.1K 一 1) 来 自 基 金 2 而 1 一 0.1(1.1 玫 一 1) 来 自 基 
金 1 。 基 金 1 的 新 余额 为 


(1.1K -1)—[1~0.1(1.1K — 1) 
= (1YK-(1+1.1). 

车 此 过 程 再 进行 4 年 ， 则 基金 1 在 第 6 年 末 的 余额 为 

{1.D°EKE — [1+ 11 + (1)? + (1.1)? + (1.1) + (1.1)5], 
而 基金 2 的 余额 为 零 。 然而 基金 1 在 第 6 年 末 的 余额 在 最 后 一 次 
取款 以 后 必须 为 零 。 这样 

(1.1)6 一 1 1-(11-6 

(1.1)5(1.1 一 1 0.1 
它 正 是 ago.i 使 用 复 利 的 值 .在 第 6 章 中 我 们 将 发 现 这 并 非 巧合 。 
这 一 方法 的 结果 总 结 在 表 3.1 中 。 


表 3.1 ”基金 的 进展 一 从 基金 2 取款 优先 于 
基金 1 本 金 og 利率 10% 








K 








4.36, 

















时 基金 1 余额 基金 2 作者 
期 ” 取 数 前 ” 取 部 后 取款 前 ”取款 后 
0 NA 4355 N/A 0 

1 4.355 3.791 0.436 0 

2 3.791 3.170 0.379 0 

3 3.170 2.487 0.317 人 

4 2.487 1.736 0.249 0 

5 1.736 0.910 0.174 0 

6 0.910 D.001* 0.091 0 

六 


除去 .001 舍 人 误差 为 零 
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另 一 种 极端 情形 是 尽量 先 从 基金 1 中 取款 ， 只 有 当天 金 1 取 
完 后 才 从 基金 2 中 取款 。 注意 到 上 面 的 答案 ， 我 们 假设 基金 1 在 
第 5 时 期 未 取 完 。 以 后 必须 确认 此 答案 与 上 述 假设 一 致 。 在 第 工 
时 期 末 由 基金 得 到 .1K 的 利息 并 存 入 基金 2 。 随 即 取 款 1, 它 
全 部 来 自 基金 1 。 这 样 基金 1 的 新 余额 为 KK 一 1 而 基金 2 的 新 
余额 为 .1K 。 在 第 2 时 期 末 由 基金 1 中 得 到 利息 .1(K 一 1 并 存 
入 基金 2 。 接着 取款 1, 全 部 来 自 基金 1 。 这 样 基金 1 的 新 余额 为 
K -2, 而 基金 2 的 新 余额 为 .LE 十 0.1(K 一 1)= 0.2K 一 0.1。 
车 此 过 程 再 进行 2 个 时 期 ， 则 在 基金 1 中 有 K 一 4, 我 们 已 假设 
它 位 于 0 与 1 之 癌 。 而 在 基金 2 中 有 





OK +(K-D)+(K-2)+(K-3)=04K- 0.6. 


在 第 5 时 期 末 ， 由 基金 1 得 到 利息 .1( 必 一 多 并 存 入 基金 2, 然后 
取款 1, 其 中 玉 一 4 来 自 基金 1, 它 现在 下 完了 ， 而 其 余 款 项 ， 即 
1 一 (KK 一 4)=5 一 芭 则 来 自 基金 2。 基 金 2 的 新 余额 为 


(0.4K -O60) +O01(K -4)-(5—K)=15K—6. 


在 第 6 时 期 末 没 有 得 到 利息 ， 因 为 基金 1 已 取 完了 ， 基 金 2 的 余 
额 则 不 变 ， 因 为 基金 2 是 没有 利息 的 。 最 后 的 取款 1 完全 来 自 基 
金 2 并 将 其 取 完 ， 所 以 有 


| 


= 1 


1.5, 
K= = 4.67 一 a 


避 
at 


这 一 答案 是 有 效 的 ， 因 为 符合 于 假设 4 < 下 < 5 。 如 果 得 到 
的 某 个 解答 落 在 此 区 间 以 外 的 话 ， 整 个 问题 就 只 好 重 解 一 遍 ， 直 
到 得 到 一 个 与 关于 基金 1 何 时 取 完 的 假设 相 一 致 的 解答 为 止 。 这 
一 方法 的 结果 总 结 在 表 3.2 中 。 


.98- 


表 3.2 ”基金 的 进展 一 从 基金 1 取款 优先 于 
基金 2, 本 人 金 og, 利率 10%% 














时 基金 1 条 地 基金 2 余额 
期 ”取款 前 ”取款 后 取款 前 取款 后 
0 NA 4667 N/A 

1 4.667 3.667 0.467 0 

2 3.667 2.667 0.834 0.834 
3 2.667 1.667 -1.101 1.101 
4 1.667 0.667 1.268 1.268 
5 0.667 0 1.268 1.002** 
6 0 0 1.002 0.002* 


* 除去 .002 会 入 误差 为 零 
## 按 1.268 -+ 0.1(0.667) 一 人 1 一 0.667) 二 1.002 计算 








其 次 直接 应 用 (3.38) 并 得 


1 1 1 
Triat + 45 
它 位 于 已 经 得 到 的 两 个 极端 解答 之 间 。 显然 ，(3-38) 式 包 含 着 一 
个 从 基金 1 和 基金 2 取款 的 隐 含 的 中 间 分 配 ， 它 介 于 两 个 极端 之 
间 。 

如 果 用 公式 (3.41), 则 得 到 


a6 = 





a = tlt ts = 4.69, 
它 超出 了 由 两 个 极端 所 界定 的 范围 之 外 。 这 样 ， 我 们 一 定 会 问 
(3.41) 式 究竟 是 否 会 产生 有 现实 意义 的 结果 ， 至 少 在 这 个 例子 中 
是 有 疑问 的 。 这 一 分 析 的 结果 总 结 在 表 3.3 中 。 
至 此 读者 应 能 完全 确信 寻找 单 利 下 的 年 金 值 是 靠不住 的 。 不 
仅 如 此 ， 单 贴现 也 有 许多 困难 。 读 者 现在 应 当 重 视 本 节 前 面 提出 
的 警告 : 如 果 可 能 的 话 ， 尽 量 避 免 计 算 非 复 利 年 金 值 ! 

















表 3.3 ”依照 四 种 不 同 准 则 按 10% 单 利 计算 的 a5 比较 


准则 值 
极 低 ( 复 利 ) 4.36 
公式 (3.38) 4.52 
极 高 4.67 
公式 (3.41) 4.69 


例 3.12 ”比较 按 10% 利率 的 sgol 的 值 : (1) 很 定 按 复 利 ， 
(2) 用 公式 (3.39), (3) 按 公式 (3.40) 。 
1. 利用 10% 的 复 利 


586 一 7.72. 


3. 由 (3.40) 式 
s6 =1+11+12+...+1.5= 7.50. 


答案 3 包含 了 单 利 ， 其 每 笔 付 款 的 利息 是 从 存 入 之 日 起 计 至 6 年 
投资 期 结束 为 止 。 答 案 1 比 其 它 两 个 都 大 ， 这 与 复 利 具有 较 大 的 
积累 值 是 符合 的 。 

例 3.13 ”如 果 对 0<t<5,4 二 0.02t , 试 确定 85) 。 

倘若 我 们 对 每 笔 付 款 从 存 入 之 日 起 至 5 年 期 结束 为 止 按 变 利 
息 效 力 二 积累 ， 则 有 





5 5 
355 二 Di el or 


t=1 


“100. 


90tr2?| 


ll 
Id" 


oa 十 e021 + en016 Te009 +r1 
1.27125 + 1.23368 + 1.17351 十 1.09417 十 工 
= 5.7726. 


另 一 种 方法 是 用 (3.29) 式 。 将 有 


+ 
alt) = ejo Erdr 
e001 


2 
二 er 


s5 二 a(5 
| ( ) 交 击 ;去 
e0. ao -01 十 ce 一 0.94 十 e-0.09 十 e-0.16 十 e-0.25) 


e024 + e021 十 e0.16 + e009 


5.7726, 


+1 


它 与 上 述 第 一 种 方法 得 到 的 结果 一 致 。 


习题 
83.2 ” 延 付 年 金 
1. 一 个 家 庭 希望 在 某 一 大 学 教育 基金 中 ， 到 第 20 年 末 积 累 
到 $50000 。 如 果 他 们 在 头 10 年 中 每 年 末 存 入 $1000, 而 在 第 2 
个 10 年 中 每 年 末 存 人 $1000 十 义 , 车 该 项 基金 之 实质 利率 为 7?%， 
试 确定 又 到 元 为 止 。 
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2. 一 辆 新 汽车 的 现金 价 为 $10000 。 某 顾客 想 以 月 度 转 换 
18%% 利率 的 分 期 付款 来 购买 此 车 ， 如 果 他 在 4 年 内 每 月 末 付款 
$250, 问 现 付款 需 为 多 少 ? 

3. 一 项 年 金 在 n 年 内 每 年 末 提 供 金额 为 n 的 付款 。 年 度 实 
质 利率 为 1/m 。 问 此 年 金 的 现时 值 为 多 少 ? 

4. 如 果 a 二 2 而 om 二 试 将 Q 表示 为 Zz 和 gy 的 函数 。 

5. a) 证 明 om 一 61 十 vam = ynaz 十 a 。 

b) 证 明 ssa 二 Sm 十 (1 +i) "sn 一 {1 二 让 "sm + Sm 。 
c) 给 出 a) 与 b) 的 字面 解释 。 

6，a) 证 明 os- = om 一 v7s5 二 (1 十 jai 一 39 当 

O<n<m. 
b) 证 明 sss = sma 一 (1+ 让 Tam = vs 一 oa， 
0O<n<m, 
0) 给 出 a) 与 b) 的 字面 解释 。 
7. 给 出 下 列 的 年 金 值 




















95 5.153, ai 7.036, aig = 9.180. 





试 确定 i 。 
5. 证 明 1 _1[ 1 
m= 志 [ma+| 


83.3 ” 初 付 年 金 

9. 假设 现在 起 立即 开始 每 6 个 月 付款 $200 直到 满 4 年 ， 随 
后 再 每 6 个 月 付款 $100 直到 从 现在 起 满 10 年 ， 若 i(2 = 0.06， 
求 这 些 付 款 的 现时 值 。 

10. 有 一 位 40 岁 的 工人 打算 通过 在 25 年 内 每 年 初 存款 $1000 
来 积蓄 一 笔 退 休 金 ， 从 65 岁 开始 此 工人 计划 在 以 后 15 年 内 每 年 
初 取款 一 次 。 假 设 所 有 存款 都 丰 了 ， 试 确定 他 从 65 岁 开始 每 年 
取款 的 金额 ， 其 中 在 头 25 年 实质 利率 为 8 嗓 , 而 此 后 仅 为 7?% 。 
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尼 


11. 若 实质 贴现 率 为 10%, 试 确定 词 。 
12. 导出 公式 (3.12) 。 
13. a) 证 明 条 一 oa 十 1 一 om 。 
b) 证明 59 = sa 一 1 十 (1 十 )*。 
<) 按 字面 解释 a) 和 b) 中 的 结果 。 
14. 证 明 _ 
垩 + 查 - 域 -1. 
9 Sm 3 
15. 若 汤 =z 及 sg 二 Y, 证 明 asts 一 先 散 。 
$3.4 ”任意 日 期 的 年 金 值 
16. 用 代数 方法 导出 公式 (3.17), (3.18) 与 (3.19) 。 
17. 从 有 Z 年 6 月 7 日 起 到 2 十 11 年 12 月 7 日 (此 日 包含 在 
内 ) 每 季度 付款 $100 。 若 季度 转换 名 义 利率 为 6%%， 
a) 确定 多 一 1 年 9 月 ?日 的 现时 值 。 
b) 确定 2 +T8 年 3 月 7 日 的 当前 值 。 
c) 确定 2 上 +12 年 6 月 7 日 的 积累 值 。 
18. 证 明 
15 
了 > (二 — $5) = 316— 310 — 6-. 
t=10 


19. 年 金 多 和 YY 提供 下 列 付款 
年 度 之 末 年 金 X 年 金 Y 








1—10 1 K 
11 一 20 2 0 
21 一 30 1 开 


若 年 金 义 和 说 在 使 v1 = 1/2 的 年 度 实质 利率 下 有 相等 的 
现时 值 ， 试 确定 KK 。 
20. 已 知 在 年 实质 利率 i 下 有 : 
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(D 在 2n 年 内 每 年 末 付 2, 加 上 在 头 年 内 每 年 末 附 加 付 1， 
其 现时 值 为 36， 
(2) 一 项 n 年 延期 延 付 年 金 , 在 n 年 内 每 年 付 2, 其 现时 值 为 











6， 

试 确定 i “a be 十 8 可 

21. 已 知 5 一 码 革 , 试 确定 rz, 与 z 。 

22. 将 aT5(1 十 25 十 v39) 简化 为 一 个 符号 。 

23. 确定 一 项 年 金 在 1 月 1 日 的 现时 信 到 元 为 止 。 此 项 年 金 
每 6 个 月 付 $2000, 共 付 5 年 。 第 一 次 付款 是 在 下 一 个 4 月 1 日 ， 
而 利率 为 半年 度 转换 9% 。 

$3.5 ”永久 年 金 

24. 用 款项 PP 去 购买 一 项 每 年 付款 1 的 延期 初 付 永久 年 金 。 
年 度 实质 利率 为 i > 0 。 试 确定 延迟 时 期 的 表达 式 。 

25. 在 今后 20 年 内 ， 每 年 初 疝 一 基金 存 人 $1000 。 30 年 以 
后 开始 每 年 付款 且 水 远 持续 下 去 ， 其 中 第 一 笔 付款 是 在 第 30 年 
之 末 。 确 定 每 次 付款 金额 的 表达 式 。 

26. 一 位 捐助 人 留 下 一 笔 超 产 赠 给 四 家 苯 善 团体 A, B,C 和 
D 。 总 的 遗产 是 一 系列 永远 继续 下 去 的 付款 ， 在 每 年 底 支 付 ， 金 
额 相同 。 在 头 mn 年 内 A, B,C 以 同等 的 份额 分 享 每 笔 付 款 ，n 年 
以 后 所 有 付款 将 归于 D, 如 果 A, B,C 和 D 分 享 份额 的 现时 值 相 
等 ， 试 确定 (1 十 2)* 。 

27. 一 项 等 额 的 延 付 永 久 年 金 由 A, B,C 和 D 分 享 。A 接 
受 头 n 次 付款 ，B 为 第 二 个 n 次 ，C 为 第 三 个 nn 次 付款 , 而 DD 
将 在 此 后 获得 所 有 付款 。 已 知 C 所 占 份额 现时 值 对 D 所 占 份额 
现时 值 之 比 为 .和 9 。 问 B 所 占 份额 现时 值 与 D 所 占 份额 现时 值 
之 比 为 多 少 ? 

§3.6 ” 非 标准 时 期 与 利率 

28. 确定 用 大 近似 代替 人 te -1 的 误差 表达 式 。 

29. 用 下 列 定义 来 计算 当 宇 一 5 各 时 的 og5 。 
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a) 公式 (3.22) 。 

b) 在 时 刻 5.25 付 .25 。 

c) 在 时 刻 6 付 .25 。 

30. 在 书 中 年 金 符号 仅 对 正 的 n 值 有 定义 。 试 对 aj a= 和 
b) s= 友 找 出 其 与 (3.2) 和 (3.4) 式 一 致 的 表达 式 。 

31. 对 用 负利率 计算 的 年 金 值 导出 下 列 公式 

a) Si = 0m-d 。 

b) dm; = sa-d 。 

$§3.7 ”未 知 时 何 问 题 

32. 用 下 列 方式 还 清 一 笔 $1000 的 贷款 : 从 第 5 年末 起 ， 每 
年 付款 $100, 一 直 持续 到 还 清 为 止 。 假如 i = 4 部 , 求 最 后 一 次 
付款 的 时 间 与 金额 ， 其 中 最 后 一 次 付款 额 设 为 大 于 正规 付款 。 

33. 用 下 列 方式 积累 一 笔 $2000 的 基金 : 先是 ? 次 每 年 $50 
的 付款 ， 继 之 以 ns 次 每 年 $100 的 付款 ， 再 加 上 一 次 在 最 后 一 次 
正规 付款 后 一 年 支付 的 较 小 付款 。 倘 若 实质 利率 为 4 咒 , 试 确定 
n 及 最 后 一 次 非 正规 付款 的 金额 。 

34. 一 笔 年 金 在 36 年 内 每 年 底 付 4, 另 一 笔 年 金 在 18 年 内 
每 年 底 付 5。 在 某 一 实质 利率 i 下 这 两 笔 年金 的 现时 值 相 等 。 倘 
车 另 有 一 笔 以 同样 利率 i 投资 的 款项 在 n 年 内 翻 倍 , 求 n。 

35. 一 笔 基金 每 年 初 存 入 $500, 以 8 哆 的 实质 利率 积累 20 
年 。 试 确定 如 每 年 末 取 款 $1000, 最 多 能 取 多 少 次 。 条件 是 一 旦 开 
始 取 款 ， 必 须 持续 到 20 年 末 。 

36. 某 借 款 人 有 两 种 偿还 一 笔 贷款 的 选择 : 

{1) 每 月 未 付款 $100 的 60 次 月 度 付款 。 

(2) 在 第 K 个 月 末 一 次 付款 $6000 。 

利率 为 月 度 转 换 名 义 年 利率 12 叫 , 两 种 选择 有 同样 的 现时 
值 。 试 确定 五 。 

$§3.8 ”未 知 利率 问题 

37. 导出 下 列 各 式 : 
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a) (3.24] 式 。 

b) (3.25) 式 。 

c) (3.28) 式 。 

可 (3.30) 式 。 

6) (3.31) 式 。 

38. 如 果 a3 = 1.75, 确定 宇 的 精确 表达 式 。 

39. 利用 例 2.10 中 展示 的 ad hoc 迭代 方法 重新 考虑 例 3.8 。 

40. 用 和 迭代 公式 

jr2 = jaf jst1) — jotf (fs) 
fist1) — fis) 
重新 考虑 例 3.8, 其 中 初 值 分 别 用 鲍 3.8 中 得 到 的 两 个 初 值 ， 即 
J0 二 0.0200 和 入 = 0.0250 。 

41. 通过 每 半年 之 末 付 款 , 可 在 5 年 内 积累 到 一 笔 $17000 的 
基金 。 头 5 次 付款 为 每 次 $1000, 后 5 次 付款 为 每 次 $2000 。 问 
此 基金 的 半年 度 转 换 名 义 利率 为 多 少 ? 

42. 一 位 受益 人 接受 了 一 笔 $10000 的 人 寿 保 险 利益 ,如 果 此 
受益 人 利用 这 笔 收 入 去 购买 一 项 10 年 期 的 延 付 年 金 , 每 年 付款 将 
为 $1538, 如 果 购 买 的 是 20 年 期 延 付 年 金 ， 则 年 度 付款 为 $1072， 
两 者 均 基 于 年 度 实质 利率 5, 求 i 。 

83.9 ” 变 利 息 

43.、a) 一 笔 延 付 年 金 在 5 年 内 每 半年 之 末 和 付款 1, 其 中 前 3 
年 利率 为 半年 度 转换 8%, 后 2 年 利率 为 半年 度 转 换 7%, 求 其 现 
时 值 。 

















b) 一 笔 延 付 年 金 在 5 年 内 每 半年 末 付 款 1, 其 中 前 3 年 
的 付款 按 半 年 度 转换 8 计算 现时 信 ， 后 2 年 付款 按 半年 度 转换 
7%% 计算 现时 值 ， 求 其 现时 值 。 
©) 试 从 常理 论证 (b) 的 答案 会 大 于 (a) 的 答案 。 
44. 一 笔 贷款 从 贷款 后 6 个 月 起 开始 以 10 次 年 度 付 款 来 偿 
还 。 第 一 次 付款 是 其 余 付 款 的 一 半 。 对 于 前 4 年 实质 利率 为 i 
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其 余 时 期 实质 利率 为 j, 试 求 第 一 次 付款 金额 的 表达 式 。 

45. 如 果 : (1) X 是 一 笔 20 年 期 每 年 付 ! 的 初 付 年 金 在 时 
刻 2 的 当前 值 ， (2) 第 t 年 的 年 度 实质 利率 为 厂 t, 求 立 。 

83.10 ” 非 复 利 年 金 

46. 假定 每 次 付款 均 以 单 贴现 率 d 计 值 ， 试 写 出 am 的 表达 
式 。 

47. 若 a(t) = patra otry; 由 直接 取 付 款 的 现时 值 找 

48. 假定 夺 = 这 上 过 0, 试 确定 510 。 

49. 在 时 刻 t > 0, 贴现 函数 由 下 式 决定 : 


1 
i 
(0 = TFTooK 


一 项 5 年 期 年 金 在 时 刻 t 二 1,2,3,4,5 各 付款 1 。A 在 时 刻 0 直接 
计算 这 项 年 金 的 现时 值 , 而 B 则 首先 按 积累 函数 a(#) 二 +0.01t 
来 积累 这 些 付款 。 然 后 将 结果 乘 上 4-1(5), 两 种 计算 结果 相差 多 
少 ? 





杂 题 
50. 8) 证 明 sn 一 闫 十 2 十 2- 划 史 说 十 ，… 
号 证明 去 三 [1 一 + 32 一 …] 。 





51. 一 项 $1000 的 货款 由 今年 起 20 年 内 每 年 末 的 年 度 付款 
来 偿还 。 第 1 个 5 年 付款 为 每 年 ,第 2 个 5 年 为 每 年 2k, 第 3 
个 5 年 为 每 年 3K, 第 4 个 5 年 为 每 年 和 。 求 上 的 表达 式 。 

52, 一 项 延 付 年 金 在 今后 10 年 内 每 6 个 月 付 $200, 随后 10 
年 内 每 6 个 月 付 $100, 此 项 年 金 的 现时 值 为 $4000 。 一 项 在 10 年 
内 每 6 个 月 付 $250 的 延期 10 年 延 付 年 金 的 现时 值 为 $2500 。 
试 确定 一 项 今后 10 年 内 每 6 个 月 付 8200 及 随后 10 年 内 每 6 个 
月 付 $300 的 延 付 年 金 的 现时 值 。( 注 : 可 假设 前 10 年 与 后 10 年 
分 别 有 不 同 的 利率 。) 
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53. 一 储户 向 一 银行 帐户 存 入 $10000, 为 期 10 年 ， 年度 实 质 
利率 为 4%, 并 规定 如 果 他 在 头 5 年 内 需 取款 ， 则 需 付 出 相当 于 
取 数 金额 5% 的 罚金 。 假 若 此 储户 在 第 4, 5, 6, 7 年 的 每 年 末 均 
取款 下 , 到 第 10 年 末 此 帐户 的 余额 为 $10000, 求 KK。 

54. 化 简 2 。 


55, 证 明 如 i > 0, 则 sniig > n? 。 
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第 四 章 一般 年 金 


341 引言 


在 第 三 章 中 我 们 讨论 的 年 金 ， 其 支付 时 期 与 利息 转换 时 期 都 
是 相等 二 一 致 的 , 支付 金 客 亦 是 等 额 的 。 在 第 四 章 中 讨论 的 年 金 ， 
其 支付 时 期 可 与 利息 转换 时 期 不 相同 ， 还 将 考虑 支付 金额 可 变 的 
情形 。 














342 ”支付 频 举 不 同 于 利息 转换 颍 率 的 年 金 

我 们 首先 从 付款 时 期 与 利息 转换 时 期 不 同 但 付款 为 等 额 的 情 
形 着 手 。 有 两 种 不 同 的 方法 可 用 于 处 理 这 类 年 金 。 

如 果 目 的 只 是 计算 一 项 年 金 的 数值 ， 且 可 提供 带 有 指数 画 数 
和 对 数 函数 的 计算 器 ， 则 可 以 用 第 一 种 方法 ， 此 种 方法 遵循 如 下 
的 两 步 程序 : 

1. 找 出 转换 频率 与 支付 频率 相同 的 利率 ， 它 应 与 原 给 的 利率 





等 价 。 
2. 用 此 新 的 利率 ， 确 定 用 第 三 章 中 讨论 方法 的 年 金 的 值 。 
这 一 方法 相当 一 般 ， 且 能 用 于 支付 频率 不 同 于 利息 转换 频率 
的 年 金 。 不 仅 如 此 ， 未 知 时 间 与 未 知 利率 的 向 题 也 能 这 样 处 理 。 
我 们 将 用 例子 来 展示 这 种 直接 方法 。 

第 二 种 方法 包含 对 这 类 年 金 的 代数 分 析 。 其 目的 是 用 第 三 章 
中 已 定义 的 年 金 符号 来 建立 对 这 种 年 金 的 代数 表达 式 ， 当 然 有 时 
需要 作 一 些 调整 。 

读者 可 能 会 预料 ， 支 付 频率 小 于 利息 转换 频率 的 年 金 ， 其 代 
数 推演 同 支付 频率 大 于 利息 转换 频率 的 年 金 应 该 是 类 似 的 。 但 令 
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人 惊奇 的 是 ， 在 文献 中 已 经 研究 过 的 这 两 种 情形 ， 其 定义 和 公式 
看 来 是 很 不 相同 的 。 支 付 频率 小 于 利息 转换 频率 的 年 金 的 代数 分 
析 将 在 4.3 节 中 给 出 ， 而 4.4 节 则 分 析 支 付 频率 大 于 利息 转换 频 
率 的 年 金 。 

如 果 目 的 只 是 要 得 到 这 些 年 金 的 数值 ， 则 上 述 代 数 方法 并 非 
必需 。 昌 然 如 此 ， 它 们 一 般 说 来 对 从 解析 角度 理解 年 金 是 很 有 价 
值 的 。 它们 也 为 分 析 风 险 年 金 ( 即 一 种 由 按 实质 利率 计 值 的 养老 
计划 终生 按 月 支付 的 年 金 ) 提供 了 重要 的 基础 。 最 后 ， 它 们 还 给 
出 男 一 种 可 利用 利息 表 的 计算 方法 。 

例 41 有 一 笔 投资 基金 ， 在 头 两 年 每 季度 之 初 存 入 $100， 
其 次 两 年 每 季度 之 初 存 人 $200, 若 基 金 的 利率 为 月 度 转 换 12 儿 ， 
问 第 4 年 末 的 积累 值 为 多 少 ? 

给 出 的 利率 为 每 月 1%, 设 7 为 等 价 的 利率 (季度 是 支付 周 
期 ), 则 有 




















一 (1.01)3 — 1 = 0.030301. 
年 金 值 用 符号 表示 为 
100(#16; 十 356;)， 


可 算出 为 
100(20.8170 + 9.1716) = $2999, 


算 到 元 为 止 。 

例 42 有 一 笔 $3000 的 贷款 将 在 5 年 内 以 每 季度 末 分 期 付 
款 来 迪 还 。 俏 若 贷款 利率 为 半年 度 转 换 10%%, 问 每 季度 付款 的 金 
额 应 为 多 少 ? 

利率 是 每 半年 5%, 设 7 为 季度 (付款 周期 ) 的 等 价 利率 ， 即 





有 
j= (1.05)# ~ 1 = 0.024695. 
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以 召 记 季度 付款 ， 则 求 值 方程 为 


Ragm; = 3000， 





R= 3000 _ 3000 
6 两 六 15.6342 


例 4.3 ”倘若 每 个 季度 末 付 $100, 问 年 度 实质 利率 应 当 为 多 
少 ， 才 能 在 第 5 年 末 积 累 到 $2500? 

设 了 = it9/4 为 与 上 述 相应 的 每 季度 利率 ， 则 第 5 年 末 的 求 
值 方程 为 


一 $191.89. 


100sg6; = 2500 
或 
350j 一 25 


利用 (3.33) 式 得 到 选 代 的 初 值 为 


加 一 = 0.0225. 


然后 利用 Newton 一 Raphson 迭代 . 用 (3.30) 式 可 得 到 下 列 逐次 
通 近 值 : 

0.022855, 

0.022854， 

i3 一 0.022854. 


人 


加 
S 
| 


故 年 度 实质 利率 为 


i 二 (1.022854)4 一 1 二 0.0946 或 9.46%%. 
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843 ， 支 付 频 率 小 于 利息 转换 频率 的 
年 多 的 进一步 分 析 

在 本 节 中 将 从 代数 上 对 支付 频率 小 于 利息 转换 频率 的 年 金 作 
进一步 的 分 析 。 这 一 节 将 分 为 三 部 分 : (1) 延 付 年 金 ，(2) 初 付 
年 金 ， 及 (3) 其 他 情形 。 

一 : 延 付 年 金 

设 天 为 一 个 支付 时 期 内 利息 转换 时 期 的 个 数 ， m 为 年 金 以 
利息 转换 时 期 来 度量 的 时 期 数 ， i 为 每 个 利息 转换 时 期 的 利率 。 
我 们 假定 每 个 支付 时 期 包含 整数 个 利息 转换 时 期 , 这 样 上 和 都 
是 正 整 数 。 年 金 的 支付 次 数 是 n/k, 它 也 是 一 个 正 整 数 。 

一 项 年 金 如 在 每 个 利息 转换 时 期 之 未 付 1, 而 总 共有 了 个 
利息 转换 时 期 则 其 现时 值 为 














十 下 十 .十 U 时 上 二 


这 样 我 们 得 到 了 一 个 将 此 类 年 金 的 现时 值 用 已 定义 的 年 金 符号 表 
示 的 表达 式 。 
此 项 年 金 在 最 后 一 次 付款 后 即时 积累 值 为 











加 (1 +r*= 强 . (4.2) 
5 5 


也 可 用 其 他 的 论证 方法 来 导出 公式 (4.1) 和 (4.2) 。 总 可 以 有 
这 样 一 个 值 R, 使 得 在 总 共 ? 个 利息 转换 时 期 内 每 天 个 利息 转换 
时 期 之 末 付 1 的 这 一 系列 支付 可 被 在 每 个 利息 转换 时 期 之 末 付 民 
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的 一 系列 支付 所 代替 ， 而 且 两 者 的 现时 值 相等 。 这 一 系列 支付 的 
现时 值 为 
Raa- 
现在 考虑 任何 一 个 包含 有 上 个 利息 转换 时 期 的 支付 时 期 。 在 
此 支付 时 期 之 未 ,在 每 个 利息 时 期 末 所 作 的 那些 付款 五 的 积累 值 
必须 等 于 在 此 时 刻 的 付款 1 。 这 就 是 


Rsh =1. 


再 将 民 = 1/si 代入 Ram, 就 得 到 公式 (4.1) 。 也 可 用 类 似 方法 
导出 (4.2) 式 。 
图 4.1 是 一 个 阐明 上 述 方法 的 时 间 图 。 

















图 4.1 支付 频率 小 于 利息 转换 频率 的 延 付 年 金 的 时 间 图 


二 初 付 年 金 
一 项 年 金 ， 总 共有 m 个 利息 转换 时 期 ， 而 每 个 利息 转换 时 
期 之 初 付款 1, 则 其 现时 值 为 


1 二 由 十 ?十 .十 如 天 一 





1 一 2 
下 一 化 
= 办 (4.3) 
0K 
在 最 后 一 次 支付 之 后 上 个 利息 转换 时 期 ， 此 项 年 金 的 积累 值 为 
名 二 型 
全 人 + 加 (4.4) 
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可 以 类 似 于 延 付 年 金 那样 ， 用 其 他 方法 来 导出 公式 (4.3) 和 
(4.4), 请 读者 自行 完成 。 图 4.2 是 此 种 情形 的 时 间 图 。 











图 42 支付 频率 小 于 利息 转换 频率 的 初 付 年 金 的 时 间 图 


三 . 其 他 情形 
偶然 也 会 碰 到 支付 频率 小 于 利息 转换 频率 的 永久 年 金 。 这 样 
一 种 延 付 永久 年 金 的 现时 值 为 


vk 


1 一 

-1 
(1 十 让 一 工 
1 


= Es (4.5) 


tv 十 = 


它 也 是 (4.1) 式 当 n 趋 于 无 穷 大 时 的 极限 。 类 似 地 ， 初 付 永久 年 
金 的 现时 值 为 1 
i (4.6) 
第 二 种 偶然 遇 到 的 特殊 情形 是 要 确定 一 系列 付款 在 给 定 利息 
效力 6 下 的 值 。 虽 然 也 归 入 支付 阁 率 小 于 利息 转换 频率 的 年 金 一 
类 ， 便 此 种 情形 并 不 要 用 象 上 面 讨论 的 那 种 方法 去 处 理 ， 因 为 PP 
入 都 是 无 限 的。 这 种 情况 最 好 这 样 处 理 : 写 出 年 金 值 的 一 个 
表达 式 ， 将 它 看 作 各 次 分 别 付款 的 现时 值 或 积累 值 的 和 ， 其 中 用 





114. 


eetk 代 圭 ww, 用 e5 代替 (1 十 人 上 。 这 个 表达 式 可 按 几 何 级 数 
求 和 。 习 题 中 有 一 个 这 样 的 例子 。 

第 三 种 特殊 情形 在 实际 中 很 少 磁 到 ， 那 就 是 支付 时 期 并 不 是 
利息 转换 时 期 整数 倍 的 情形 { 即 不 > 1, 但 上 不 是 整数 ) 。 对 此 最 
好 的 处 理 办 法 也 是 回 到 基本 原理 ， 也 就 是 写 出 每 次 各 别 付款 的 现 
时 值 或 积累 值 之 和 的 表达 式 ， 并 按 几 何 级 数 求 和 来 处 理 。 在 习题 
中 也 有 一 个 这 种 类 型 的 例子 。 

应 该 注意 ， 从 (4.1) 到 (4.6) 的 各 项 年 金 值 ， 我 们 都 没有 给 
它们 用 单个 符号 表示 的 表达 式 ， 所 有 表达 式 都 是 使 用 在 (4.1) 到 
(4.6) 式 中 那些 常规 年 金 符号 。 

最 后 , 可 以 象 3.4 节 中 所 微 的 那样 , 将 上 述 方法 推广 到 对 支付 
频率 小 于 利息 转换 频率 的 年 金 寻找 在 任何 日 期 的 年 金 值 。 例 4.4 
就 展示 了 这 种 方法 。 

例 4.4 ”一 项 年 金 总 共有 7 次 付款 1, 其 中 第 1 次 是 在 第 7 
年 末 支 付 ， 其 余 的 每 隔 3 年 支付 一 次 ,年 实质 利率 为 i 试 确定 此 
项 年 金 现时 值 ， 图 4.3 是 此 例 的 时 间 图 。 分 别 按 (1) 延 付 年 金 
(2) 初 付 年 金 表示 的 表达 式 。 
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图 43 例 44 的 时 间 图 
此 项 年 金 的 现时 值 为 


vy + vv 二 wt 
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1. 几何 级 数 求 和 ， 我 们 有 








vr _ uart7 4 一 v3rt4 
1 二 好 人 十 让 二 1 
_ (1 一 par+4] — (1 — v4) 
加 (1+i3—1 
-I 
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注意 延 付 年 金 形式 以 分 母 s5 为 特征 。 
2. 几何 级 数 求 和 ， 我 们 有 








vr wrt7 (1 — vt7) — (1 — v7") 
1~u3 工 一 53 
| 
3 


注意 初 付 年 金 形式 以 分 母 a5 为 特征 。 
经 过 实践 ， 读 者 应 能 直接 写 下 此 种 类 型 问题 以 延 付 年 金 或 初 
付 年 金 形式 表示 的 答案 ， 而 不 需要 做 几何 级 数 求 和 。 
例 4.5 用 4.3 节 中 建立 的 方法 去 重新 处 理 例 4.1 。 
利率 是 每 月 1%, 年 金 的 期 数 是 48 个 利息 转换 时 期 ， 每 一 支 
付 时 期 包含 3 个 利息 转换 时 期 。 因 为 这 是 初 付 年 金 ， 积 累 值 为 
100 “00 十 soot 61.2226 + 26.9735 


100 9. 
oo 2.9410 $299 








利用 利息 表 并 会 入 到 元 为 止 。 此 管 案 与 例 4.1 中 得 到 的 一 致 。 

例 4.6 ”一 笔 $1000 的 投资 , 用 以 产生 每 年 末 $100 的 付款 ， 
时 间 尽 可 能 长 ， 并 在 最 后 一 次 正规 付款 时 附加 一 笔 较 小 的 最 后 付 
款 。 如 果 利 率 为 半年 度 转 换 7%, 试 确定 付款 次 数 以 及 最 后 一 次 付 
款 的 总 金额 。 
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TY 


求 值 方程 是 


100 230.035 ~ 1000 
3310.035 


或 
am0.035 = 10s50.035 = 20.35. 
查 对 利息 表 ， 有 36 < nn < 37 。 这 样 , 应 有 18 次 正规 付款 及 一 次 


较 小 的 最 后 付款 。 设 将 最 后 一 次 正规 付款 时 的 较 小 附加 付款 记 为 
RR 。 则 在 第 18 年 末 的 求 值 方 程 为 





ge 
R+100—%0.5 ~ 1000(1.035)36 
350.035 


或 
70.0076 
2.0350 





R= 1000(3.45027) 一 100 = $10.09. 


因而 最 后 一 次 的 总 付款 为 $110.09 。 


84.4 ”支付 频率 大 于 利息 转换 频率 的 
年 金 的 进一步 分 析 

本 节 将 从 代数 上 进一步 分 析 支 付 频 率 大 于 利息 转换 频率 的 年 
金 。 在 实践 中 这 种 年 金 比 支付 频率 少 于 利息 转换 频率 的 年 金 更 为 . 
常见 。 本 节 将 分 为 三 部 分 : (1) 延 付 年 金 ， (2) 初 付 年 金 , 及 (3) 
其 他 情况 。 

一 ， 延 付 年 金 

设 m 为 一 利息 转换 时 期 内 支付 时 期 的 数目 ， 7 为 年 金 用 利 
息 转换 时 期 度量 的 时 期 数 ， 而 i 为 每 个 利息 转换 时 期 的 利率 。 我 
们 将 假定 每 个 利息 转换 时 期 包含 整数 个 支付 时 期 ， 这 样 m 和 
都 是 正 整数 。 年 金 的 付款 次 数 为 rmm, 它 也 是 正 整 数 。 
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若 一 项 年 金 在 总 共 nn 个 利息 转换 时 期 和 内， 每 1/m 个 利息 转 
换 时 期 之 末 支 付 1/m, 此 项 年 金 的 现时 值 记 为 gr) 。 我们 有 





at™) = 太太 +v 半 + .二 an 二 十 加 ] 
1 fo 六 一 on+ 击 
四 
加 1 一 2 
mf(1 + 下 一 
an 


= ， {4.7) 





此 项 年 金 在 最 后 一 次 付款 后 即时 的 积累 值 记 为 59”, 且 有 
3 = ol+i 
{1+)*—1 


im) 


= {4.8) 

应 将 (4.7) 和 (4.8) 式 与 (3.2) 和 (3.4) 式 对 应 地 相 比 较 。 除 
了 (4.7) 和 (4.8) 式 的 分 母 是 i") 而 不 是 这 一 点 以 外 , 它们 是 相 
同 的 。 因 为 im) 是 在 1/m 个 利息 转换 时 期 之 末 支 付 的 利息 的 一 
种 度量 ， 所 以 在 这 种 度量 下 支付 利息 的 点 与 付款 的 点 是 一 致 的 。 
将 付款 的 点 与 分 母 上 利息 度量 相 联系 这 一 性 质 ， 原 先 在 3.3 节 中 
就 提 及 过 。 . 

可 以 将 a 及 有 8) 按 am 及 sm 加 上 调节 因子 来 写 出 。 
列 公 式 是 (4.7) 和 (4.8) 式 的 直接 后 果 : 





























a = a (4.9) 
《om 


下 
二 ”一 jG (4.10) 
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在 使 用 利息 表 求 得 数值 结果 时 常常 应 用 (4.9) 和 (4.10) 式 。 在 附 
录 1 的 利息 表 中 有 3 到 的 值 。 这 项 ty 常 写作 中 ,这 与 公式 
(4.8) 中 置 n= 1 一 数 。 

二 ， 初 付 年 金 

一 项 年 金 在 总 共 nn 个 利息 转换 时 期 内 ， 每 1/m 个 利息 转换 
时 期 的 开始 付款 1/m, 其 现时 值 记 为 8”。 我们 有 














sm) lv 
= -六 (4.11) 
(4.11) 式 的 导出 类 似 于 (4.7) 式 ， 可 留 作 习 题 。 
此 年 金 最 后 一 次 付款 后 1/m 个 利息 转换 时 期 的 积累 值 记 为 
40", 我 们 有 











HW = 0+) 
+ —1 


一 TWO (4.12) 


这 里 也 应 注意 付款 方式 与 分 母 上 利息 度量 之 间 的 关系 。 
公式 (4.11) 与 {4.12) 的 直接 后 果 是 


= om (4.13) 
及 [3 
Bt = Zt (4.14) 
如 果 在 利息 表 中 提供 i/dtm) = 弃 的 值 ， 则 (4.13) 与 (4.14) 式 可 
用 来 求 得 数值 结果 。 在 附录 1 中 确实 有 这 些 值 ， 但 许多 利息 表 中 
不 提供 这 些 值 。 
然而 , 也 可 以 建立 另 一 种 可 用 的 方法 。 因 为 并 ”下 的 每 一 次 
全 都 此 98， 的 人 数量 1/ 个 重用 可 有 


2 = + 
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下 
一 
引 
让 


全 2 
[| 南 二 元 | om (4.15) 

i 2 
a" 一 |[ 喜 十 元 3 可 (4.16) 


当 利 用 利息 表 进 行 数值 计算 时 ， 如 果 提 供 i/it”) 的 值 而 不 提供 
ifdtm) 的 值 ， 则 使 用 (4.15) 和 (4.16) 式 将 是 方便 的 。 

可 以 建立 不 少 其 他 有 趣 的 恒等式 ， 它 们 都 包含 有 1/m 时 期 
支付 一 次 的 年 金 。 特别 是 ,存在 着 类 似 于 (3.6) 和 (3.12) 一 (3.16) 
的 公式 。 这 6 个 恒等式 及 其 推导 留 作 习题 。 

三 . 其 他 情形 

偶尔 会 磁 到 支付 频率 大 于 利息 转换 频率 的 永久 年 金 。 下 列 公 
式 类 似 于 (3.20) 和 (3.21): 











(m1 


oa = HT (4.17) 
及 1 

fm) 

一 也 (4.18) 


第 二 种 特殊 情形 在 实际 中 很 少 遇 到 ， 这 就 是 每 一 个 利息 转换 
时 期 并 不 包含 整数 个 支付 时 期 ( 即 m > 1, 但 m 不 是 整数 ), 在 这 
种 情形 下 ， 最 好 的 办 法 是 回复 到 基本 原理 ， 即 写 出 每 一 各 别 付款 
的 现时 值 或 积累 值 的 表达 式 ， 然 后 按 几 何 级 数 求 和 。 习 题 中 有 此 
种 类 型 的 例子 。 

在 实际 中 应 该 考虑 的 重要 的 一 点 是 对 每 1/m 时 期 付款 的 年 
金 应 有 适当 的 系数 。 每 一 付款 的 金额 为 1/m, 而 符号 中 的 系数 为 
1 。 一 般 而 言 ， 此 系数 是 一 个 利息 转换 时 期 所 付 的 金额 ， 而 不 是 
每 次 实际 的 付款 。 每 个 利息 转换 时 期 所 付 的 金额 常 称 为 年 金 的 “ 
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年 收入 ” 。 当 利息 转换 时 期 为 一 年 (大 多 数 情 况 为 如 此 ), 这 是 一 
个 适当 的 术语 ;但 如 果 利 息 转 换 时 期 不 是 一 年 就 会 产生 混淆。 
有 时 为 避免 混 请 ， 可 用 术语 “周期 收入 ”代替 “年 收入 ” 。 
最 后 ， 可 以 象 3.4 节 中 所 讨论 的 那样 ， 将 上 述 方法 推广 到 对 
支付 频率 大 于 利息 转换 频率 的 年 金 寻 找 在 任何 日 期 的 年 金 值 。 例 
4.7 展示 了 这 种 方法 。 

例 47 在 10 年 期 间 每 月 支付 $400 。 (1) 试 确定 这 些 付款 
在 第 一 次 付款 前 2 年 的 现时 值 表达 式 ， (2) 试 确定 最 后 一 次 付款 
后 3 年 积累 值 的 表达 式 。 使 用 基于 实质 利率 的 符号 。 

(1) 答案 为 




















4800v260 i = 4800(a 竹 0 一 总 2). 
(2) 答案 为 
4800s (1 + = 4800(s 呈 ”一 上 人) 
例 4.8 用 4.4 节 中 的 方法 重新 和 解 例 4.2 。 


利率 为 每 半年 5%%, 贷款 的 期 数 为 10 个 利息 转换 时 期 ， 每 一 
利息 转换 时 期 有 2 个 支付 时 期 。 故 求 值 方程 为 








(2) 
2Ras aido.0s 一 3000. 


因此 
1500 1500 


(~ a 
EE 08 击 49005 
1500 
一 一 一 1.89. 
三 0 可 本 7207) 一 81989 


此 答案 与 例 4.2 中 所 得 者 一 致 。 


例 4.9 ”一 笔 年 金 为 每 6 个 月 付 $1, 一 直 不 断 付 下 去 ， 且 第 
一 笔 付 款 为 立即 支 售 ， 问 欲 使 此 年 金 的 现时 值 为 $10, 年 度 实质 利 
率 应 为 多 少 ? 

求 值 方程 为 








一 0.5 1.5 一 
10=1+v™ +v+t+v + = To 


故 
205 09 
及 1 
W051 
+= 55 
这 就 给 出 


， 1? 
i= 册 一 1 二 0.2346 或 23.46%. 


84.5 ”连续 年 金 


支付 频率 大 于 利息 转换 频率 的 年 金 的 一 种 特殊 情形 是 支付 频 
率 赵 向 于 无 限 ， 即 连续 支付 。 虽 然 在 实际 中 很 难 想象 有 这 样 的 年 
金 ， 但 连续 年 金 在 理论 和 分 析 上 确实 是 很 重要 的 。 同 时 ， 它 也 可 
以 作为 支付 频率 很 高 (例如 日 付 ) 的 年 金 的 一 种 近似 。 

车 有 一 年 金 连续 支付 %% 个 利息 转换 时 期 在 每 个 时 期 内 总 支 
付 量 为 1, 用 符号 zm 来 记 其 现时 值 。 因 为 微分 表达 式 viat 是 恰 
在 时 刻 上 支付 中 的 现时 值 ， 故 有 5 的 表示 式 











| = [ 一 (4.19) 
通过 积分 计算 可 得 到 一 简单 的 表达 式 
a = [a vidt 
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一 
-1 一， (4.20) 





公式 (4.20) 类 似 于 公式 (3.2) 。 而 且 在 支付 方式 与 表达 式 分 母 间 
关系 方面 也 是 一 致 的 。 
{4.20) 式 也 能 如 下 得 到 : 











二 一 证 (or 1 一 om 工 一 加 
an Tm im 6 

或 (ma 一 2 工 一 2 
d= lim 5 一 lim, Gy 5 


因而 , 连续 年 金 可 被 视 为 1/m 时 期 支付 一 次 的 年 金 的 极限 情形 。 
可 以 将 硒 按 a 带 有 一 调节 因子 来 写 汕 


i 
Hm = Fan = Hn. {4.21) 


if5 = 可 的 值 很 容易 直接 计算 ， 且 也 出 现在 附录 1 的 利息 表 内 。 
连续 年 金 在 此 年 金 期 末 的 积累 值 记 为 驳 。 下 列 关系 成 立 


站 
3m = / (1+i)tat (4.22) 
+) 
loge(1 + 0 
Mn 
2 Qt (4.23) 
5 
i . 
= 3 二 sm (4.24) 
-= 
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为 增加 对 连续 年 金 的 理解 ， 可 对 (4.22) 式 的 上 限 微分 ， 然 后 用 t 
代替 n, 给 出 


= (1+i)! 
= 1+ 565. (4.25) 


最 后 一 式 由 代入 (4.23) 式 而 得 。 (4.25) 式 有 一 个 有 趣 的 字面 解 
释 。 考虑 一 项 投资 基金 ， 其 中 款项 是 以 每 个 利息 转换 时 期 存 1 的 
速度 连续 存 人 的 。 基 金 在 时 刻 上 的 余额 为 而 。 基金 余额 瞬时 变化 
是 由 于 两 个 原因 。 首先 ， 新 的 储蓄 以 每 个 利息 转换 时 期 存 信 1 的 
速度 发 生 ; 其 次 ， 基 金 余 额 以 效力 5 赚 取 利息 。 

类 似 地 ， 微 分 (4.19) 式 可 得 


d,s 
i 




















vt 


= 1 6a. {4.26) 


公式 (4.26) 也 有 一 个 字面 上 的 解释 ， 对 此 我 们 将 在 第 6 章 中 给 出 
一 些 其 他 材料 后 再 来 讨论 。 

可 以 将 连续 年 金 的 值 严格 地 用 利息 效力 5 来 表示 。 此 时 公式 
(4.20) 成 为 


Er 








1 一 : —né 
面 = 一 ;一 ， (4.27) 
而 (4.23) 则 成 为 
en5 一 工 
列 一 一 _ (4.28) 


在 某 种 意义 上 ， 这 是 一 种 支付 时 期 与 利息 转换 时 期 相等 的 年 
金 ， 但 它 在 第 3 章 中 设 有 讨论 过 。 

例 4.10 ”确定 利息 效力 使 B55 一 3516 。 

由 (4.28) 式 有 














124 


e205 一 3elo6 十 2 = 0. 





分 解 因 式 有 











{elo5 ~ 2)(elo5 - 1) = 0. 





然而 e1% 一 1 = 0 意味 着 6 = 0, 这 是 一 个 增 根 。 因 此 有 


e108 =2, 


log。 2 











6= 一 一 二 0.0693 或 6.93%.. 
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$4.6 ”基本 变 额 年 金 


至 今 为 止 ， 所 有 的 年 金 都 被 认为 是 等 额 支 付 的 ， 今 取消 这 一 
限制 并 考虑 具有 变 额 支付 的 年 金 。 在 4.6 节 中 将 假设 支付 时 期 与 
利息 转换 时 期 为 相等 且 一 致 。 同 在 第 三 章 中 一 样 ， 我 们 将 对 两 者 


使 用 同一 术语 “时 期 ”。 


自然 ， 任何 类 型 的 变 额 年 金 可 以 这 样 来 计算 : 分 别 对 每 一 次 
付款 取现 时 值 或 积累 值 ， 然 后 将 其 结果 相 加 。 有 时 这 是 一 种 唯一 











可 行 的 方法 。 然 而 ， 也 确实 有 若干 种 变 额 年 金 ， 对 它们 可 以 建立 
相对 简单 的 表达 式 ， 下 面 就 来 考虑 这 些 情 况 。 

在 本 节 中 将 讨论 下 述 类 型 的 变 额 年 金 : (1) 付款 金额 按 算术 
级 数 变 化 ，(2) 付款 金额 按 几 何 级 数 变 化 , 及 (3) 其 他 付款 形式 。 





一 .付款 金额 按 算术 级 数 变化 


考虑 一 项 有 nn 个 时 期 的 一 般 延 付 年 金 ， 其 付款 金额 由 了 开 





始 ， 其 后 每 个 时 期 增加 扩 。 利 率 为 每 时 











期 i 。 图 4.4 是 此 项 年 金 


的 时 间 图 。 应 该 指出 PP 必须 是 正 的 , 但 Q@ 可 以 是 正 的 ， 也 可 以 
是 负 的 ， 只 是 应 有 书 二 位 一 DG > 0, 以 避免 出 现 负 支付 。 


设 4 为 此 年 金 的 现时 值 ， 则 有 
A = Po+T(P+TQo2+D+29)v3 
+ +[P+(n— 2 +[IP+(n — Do]. 
这 是 算术 级 数 和 几何 级 数 的 组 合 。 它 可 以 用 代数 方法 求解 ， 只 要 
在 级 数 中 乘 上 共同 的 比率 而 得 到 
{+iA = P+(P+Q 和 i++2Q)o2T(P+3Q@)o 
+ +[P+(n -1 
今 从 第 二 方程 中 减 去 第 一 方程 就 得 到 
iA = P+Q@+ 记 十 旭 十 十 办 一 Po 一 人 一 DG 
PU + Qt +t) nv 





这 样 
A = P= = 一 nv? 
= Pan+ om (4.29) 
积累 值 则 为 i 
Psa + 9 一 . (4.30) 














为 它 必 然 由 现时 值 积累 n 个 时 期 而 得 。 





3 Piro@ 天 = 





一 -|- 
站 
六 
+ 
. 
D 
[3 


1 | | 
1 | 上 1 
2 3 和 nl 


图 4.4 公式 (4.29) 和 {4.30) 的 时 间 图 
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(4.29) 和 (4.30) 式 可 用 于 解 任何 支付 按 算术 级 数 变化 的 问 
题 。 然 而 ， 有 两 种 特殊 情况 经 常 出 现 并 有 特定 的 符号 。 

第 一 种 是 送 增 年 全 , 其 中 号 二 1 及 一 1。 图 4.5 就 是 此 
年 金 的 时 间 图 。 此 项 年 金 的 现时 值 记 为 (1a), 可 由 (4.29) 式 得 
到 ， 为 




















a — nv 
(Ia)m = om + 
1— utan— nv 


时 
at (n+ 1)e™ 


2 











一 加. (4.31) 
此 年 金 的 积累 值 (1s) 为 
(Is}ja = (Tao)n(l 十 
Ein (4.32) 
t 2 


公式 (4.31) 也 可 由 另 一 种 方法 导出 ， 那 就 是 把 递增 年 金 看 作为 一 
系列 等 额 延期 年 金 的 和 。 应 用 {3.17) 式 ， 我 们 有 

















(Ia)a = > via 





= 开 二 "ro (4.30 
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fa th 














4.5 ”递增 年 金 时 间 图 


上 述 推 导 不 但 简洁 ， 而 且 还 提供 了 对 递增 年 金 本 质 的 深入 理 
解 。 

第 二 种 是 递减 年 金 , 其 中 已 = 对 而 @@= -1 。 图 4.6 是 这 类 
年 金 的 时 间 图 。 此 项 年 金 的 现时 值 记 为 (Da)a, 可 由 (4.29) 式 得 
到 ， 为 
































da 一 HUY 
(Dom = ron -eT 
_ Nnv? amt ny 


2 


= a. (4.33) 
此 年 金 的 积累 值 (Ps) 为 
(Ds)a = (Do)a(ll + 
一 nt sm (4.34) 


到 


{4.33) 式 亦 可 由 另 一 种 方法 导出 ， 就 是 把 递减 年 金 看 作 一 系列 等 
额 年 金 的 和 。 用 此 种 方法 可 得 


他 
(Da)an = > a 
t=1 
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匀 一 4 


5 (4.33) 


此 推导 也 很 简洁 ， 而 且 提 供 了 递减 年 金 本 质 的 深入 理解 。 





一 


图 4.6 ”着 减 年 金 时 间 图 


上 面 引进 的 这 些 公式 都 是 针对 延 付 年 金 的 。 但是， 我 们 可 以 
利用 以 前 提 到 过 的 支付 方式 与 年 金 值 表达 式 分 母 之 间 的 关系 ， 来 
导出 对 初 付 年 金 的 表达 式 。 在 上 述 任 一 公式 的 分 母 中 将 i 换 成 中 
就 得 到 初 付 年 金 的 值 。 

也 可 以 有 变 额 永久 年 金 。 在 (4.29) 式 中 到 极限 ” 趋 于 无 限 ， 
就 可 得 到 永久 年 金 的 一 般 形 式 为 


P,Q 
二 十 音 - (4.35) 




















这 是 因为 


1 > 
lim 中 一 二 及 lim mb" 一 0. 
N00 本 oo 


注意 己 与 @Q 必须 均 为 正 ， 以 避免 负 的 支付 。 
确定 变 额 年 金 表达 式 的 另 一 种 方法 是 利用 以 下 三 个 量 : 


FP = mr (4.36) 
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= 在 第 mn 时 期 末 付 款 1 的 现时 值 。 
vu 


Gn = 亏 (4.37) 


= 一 项 每 时 期 付 1 的 等 额 水 久 年 金 的 现时 值 ， 
其 中 第 一 次 支付 是 在 第 n 个 时 期 之 末 。 
J 


k= 和 (4.38) 


三 一 项 1,2,3,… 的 递增 水 久 年 金 的 现时 值 ， 
第 一 次 支付 在 第 n 个 时 期 之 未 。 








这 些 符号 对 于 建立 变 额 年 金 的 表达 式 很 有 用 。 只 要 适当 描述 付款 
的 形式 , 就 可 立即 写 出 年 金 的 表达 式 ,这 由 后 面 的 例子 就 可 看 出 。 

对 这 一 小 节 建 立 的 公式 可 以 给 出 有 趣 的 字面 解释 。 例如 ， 把 
(4.31) 式 写成 








da = (Ta)n + nv™. 


等 式 左边 表示 n 个 时 期 中 每 时 期 初 投 资 1 的 现时 值 。 右 边 
两 项 则 可 分 别 解释 为 赚 得 利息 的 现时 值 和 返 画 的 投资 本 金 的 现时 
值 。 

二 付款 金额 按 几 何 级 数 变化 

付款 金额 按 几 和 柯 级 数 变 化 的 年 金 很 容易 处 理 ， 只 要 直接 将 年 
金 值 表示 为 一 个 级 数 ， 其 中 每 次 付款 额 乘 上 相应 的 现时 值 或 积累 
值 。 因为 付款 额 与 现时 值 或 积累 值 均 为 几何 级 数 ， 故 年 金 值 的 级 
数 形成 一 新 的 几何 级 数 。 

例如 ， 考 虑 一 项 n 个 时 期 的 延 付 年 金 ， 其 第 一 次 付款 额 为 
而 其 后 各 次 则 按 公 比 为 1 十 并 的 下 何 级 数 增长 。 此 年 金 的 现时 值 
为 











va2(E+ 有 十 十 ( 十 有 nl 
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但 这 是 凡 何 级 数 ， 其 和 为 





(4.39) 











这 一 表达 式 可 以 直接 计算 。 偶 然 闪 或 基 会 等 于 1+j, 其 中 
了 正好 是 利息 表 中 的 某 个 利率 ， 这 时 可 以 用 利息 表 。 如果 上 上 二 
(4.39) 式 无 意义 ,但 此 时 从 原始 级 数 中 显然 可 知 现时 值 为 nw 。 

如 果 0 < 4 < 1, 则 永久 年 金 存在 现时 值 ， 因 为 此 时 几何 级 
数 为 收敛 。 如 果 其 $ 之 1, 则 几何 级 数 发 散 ， 永 久 年 金 不 存在 现时 
值 。 

三 .其 他 付款 形式 

在 实际 应 用 中 求 变 额 年 金 的 值 时 ， 如 果 付款 是 按 其 他 形式 
那 最 好 是 从 基本 原理 出 发 来 求 值 。 可 以 对 每 次 付款 求 出 其 现时 值 
或 积累 值 ， 然 后 相 加 求 和 。 在 附录 亚 中 包含 对 某 种 变 额 年 金 的 进 
一 步 分析 ， 此 种 年 金 的 付款 额 按 m > 1 阶 的 多 项 式 变化 。 在 9.9 
节 中 需要 用 到 这 些 结果 。 

读者 应 注意 将 “ 变 额 年 金 ” 与 “可 变 年 金 ” 相 区 别 。 可 变 年 
全 是 指 一 种 生命 年 金 ,其 中 的 付款 额 是 按照 在 某 个 基础 投资 帐户 
(常常 是 投资 于 普通 股 ) 的 投资 经 历来 变化 的 。 可 变 年 金 已 超出 本 
书 范围 ， 在 此 不 作 进 一 步 的 考察 。 

例 411 ”利用 包含 函数 Fa, Gn 和 Hn 的 方法 来 导出 : (1) 
公式 (4.31), (2) 公式 (4.33) 。 

1. 由 (Tc) 表示 的 付款 可 以 写 为 


Hi— Hati— Gntl 
























































由 代入 可 得 





2. 由 (Da) 表示 的 付款 可 写 为 
n:G1— (Ha — Hat2). 


由 代入 可 得 
vO 22 vt2 n 1 n 
"3 多- 去 | 一 
nC 一 an 


a 
例 4.12 ”确定 其 逐次 付款 额 为 1,2,3,4,… - 的 延 付 永久 年 金 
的 现时 值 ， 设 实质 利率 为 5% 。 
一 个 适当 的 符号 是 (Ia)sa 。 在 公式 (4.35) 中 代入 已 = 工 及 
旬 二 1, 就 得 到 





im 


1 1 1 
+ 五 一 5005 二 00025 一 420 


b> 


换 一 种 说 法 ， 有 
vv _1+i 1.05 


(7o 闸 = 下 = 让 = 一 有 005 一 420. 


例 4.13 有 一 项 延 付 年 金 ， 其 付款 额 从 1 开始 每 年 增加 1 
直至 n, 然后 每 年 减少 1 直至 1, 试 求 其 现时 值 。 
现时 值 为 
(Ta)n + vw (Da)a— 
nw) ne hrs 
四 














1 

= # [enn tine + ne 一 一 or 
1 全 

= Fe + 


一 ia 一 oo 二 JJ) 


ni—l 


= am dn. 
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也 可 以 将 付款 的 现时 值 表示 为 


(Hi— Harr) ~ (Hati— Hant) = Hh -2Hatit Hontl 
五 一 ountl + 人 2m 十 1 


二 a 


作为 练习 ， 请 读者 对 此 答案 作出 字面 解释 。 

例 4.14 ”有 一 项 延 付 年 金 其 付款 额 从 1 开始 ， 以 后 每 次 增 
加 1 直至 达到 10, 然后 保留 在 此 水 平 直到 总 共 付款 25 次 为 下 
试 求 其 现时 值 。 

一 项 增长 型 延 付 年金 ， 其 中 仅 在 头 m 个 时 期 (0 < m < n) 
有 增长 ， 其 符号 为 





(maa). 
这 样 ， 此 鲍 中 年 金 的 现时 值 可 写 为 (564) 硬 。 读 者 可 以 验证 ， 以 
下 这 些 都 是 此 项 年 金 现时 值 的 有 效 表达 式 : 
* (Ta) 击 十 10v100 
* (Ta)s5 — vo(Ta)r 
e l0as5 一 (Da)s 
9 
» 9 az- 
t=0 
ea Hi— Hi — 10H2e 。 
例 4.15 ”一 项 年 金 提 供 20 笔 年 度 付款 ， 一 年 以 后 的 第 一 次 
付款 为 $1000, 付款 额 按 每 年 比 上 一 年 多 4% 的 形式 增加 。 试 求 此 
项 年 金 按 年 度 实质 利率 为 7% 的 现时 值 。 
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由 {4.39) 式 有 


1.04 


1— [ ]” 
1.07 
1000 一 -一 一 一 一 = $1 > 
0.07 — 0.04 $14459, 


算 到 元 为 止 。 


84.7 “一般 变 额 年 金 

在 4.6 节 中 考虑 的 变 额 年 金 ， 均 很 设 付款 时 期 与 利息 转换 时 
期 为 相等 上 且 一 致 。 在 4.7 节 中 将 取消 这 一 限制 。 事 实 上 ， 在 实际 
生活 中 经 常 发 生 支 付 频 率 大 于 或 小 于 利息 转换 频率 的 变 额 年 金 。 

我 们 将 把 递增 年 金 (Ia) 推广 到 利息 转换 频率 大 于 或 小 于 支 
付 频率 的 情况 。 付 款额 按 算术 级 数 变化 的 其 他 年 金 可 类 似 处 理 。 

首先 考虑 支付 频率 小 于 利息 转换 频率 的 情形 。 设 太 为 每 个 支 
付 时 期 内 包含 的 利息 转换 时 期 的 个 数 ，? 为 按 利 息 转 换 时 期 度量 
的 年 金 的 期 数 ，1 为 每 利息 转换 时 期 的 利率 ,支付 次 数 为 n/k, 它 
是 整数 。 

设 4 为 广义 递增 年 金 的 现时 值 ， 将 有 


A=u+2vk +…+ 权 下 Ci 





























及 
(1 二 让 二 1 二 20 十:… 十 区 一 | Ge 


从 第 二 个 方程 中 减 去 第 一 个 方程 ， 得 


A 二 识 一 是 二 1 二 起 十 0 于 十 二 一 守 7 
Tn 
它 可 以 表示 为 sn _ eon 
an 一 
4= 二 一. (4.40) 
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《4.40) 式 是 (4.31) 式 的 推广 形式 ， 读 者 应 注意 其 相似 性 。 

其 次 考虑 支付 频率 大 于 利息 转换 频率 的 情形 。 这 里 又 根据 在 
一 个 利息 转换 时 期 内 支付 率 为 常数 还 是 变量 ， 而 有 两 种 不 同 的 结 
果 











首先 看 在 一 个 利息 转换 时 期 内 支付 率 为 常数 的 情形 ， 也 就 是 
在 一 个 利息 转换 时 期 内 付款 额 只 增加 一 次 。 我 们 可 以 利用 付 教 方 
式 与 分 母 上 利息 度量 的 关系 ， 以 得 到 下 列 对 (4.31) 的 推广 形式 





(ra = (4.41) 
(4.41) 式 给 册 了 一 个 售 n 个 时 期 ， 每 1/m 个 时 期 付款 1 次 的 延 
付 年 金 的 现时 值 ， 其 中 第 一 时 期 中 每 次 付款 为 1/m, 第 二 时 期 中 
每 次 付款 为 2/m, 如 此 等 等 , 直到 第 n 个 时 期 每 次 付款 为 n/m 。 
其 次 考 虚 支 付 率 随 支 付 时 期 而 变化 的 情形 。 假 设 有 一 项 增长 
年 金 ， 它 在 一 个 利息 转换 时 期 的 第 一 个 1/m 时 期 之 末 按 每 利息 
转换 时 期 1/m 的 支付 率 付款 ; 第 二 个 1/m 时 期 之 末 按 每 利息 
转换 时 期 2/m 的 支付 率 付 款 ， 如 此 等 等 。 这 样 第 一 次 付款 将 是 
1/rna, 第 二 次 付款 为 2/m?, 如 此 等 等 。 将 这 种 年 金 的 现时 值 记 为 
Ca 多 则 有 




















(Tomaj 二 十 [> 十 20 训 十 …- 填 nme 吗 | 
Un) nn 
”一 nv 
一 ”一 一 -一 一 . 4.42 
my (4.42) 
此 公式 的 推导 留 作 习题 。 


偶然 会 碰 到 某 些 年 金 , 其 付款 额 按 几何 级 数 变化 , 而 支付 时 期 
与 利息 转换 时 期 是 不 相等 的 ,但 这 并 没有 什么 新 的 困难 ,它们 可 以 
这 样 来 处 理 : 将 年 金 值 表 示 为 每 次 付款 的 现时 人 入 或 积累 值 之 和 。 
这 一 和 式 是 一 个 可 以 直接 计算 的 几何 级 数 ， 此 种 方法 见 例 4.17 。 
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例 4.16 有 一 项 永久 年 金 ， 在 第 3 年 末 付 款 1, 第 6 年 末 付 
堵 2, 第 9 年 未 付款 3, …, 试 确定 其 现时 值 。 


将 此 永久 年 金 的 现时 值 记 为 4, 则 有 


= + 2 + 3 + 
及 
= 十 209 十 
从 第 一 方程 减 去 第 二 方程 ， 
3 


4 下) = oa 二 Ta 二. 了 


一 他 
v3 


(1 











例 417 有 一 项 年 金 , 在 5 年 内 的 每 半年 之 初 付 一 笔 款 。 第 
一 次 付款 为 $2000, 以 后 每 次 付款 额 为 其 前 一 次 的 98 唤 , 利率 为 季 
度 转换 10 中 , 求 此 年 金 在 第 10 年 末 的 积累 值 。 








2000[(1.025)4 + (0.98)(1.025)38 + (0.98)2(1.025)36 
十 … 十 (0.98)?(1.025)22] 

加 (1.025)40 — (0.98)10(1.025)2° 

= 2000 0 98)01.025) 3 





= $40052, 


计算 到 元 为 止 。 


84.8 ”连续 变 额 年 金 


我 们 将 考虑 的 最 后 一 种 变 额 年 金 是 那 种 支付 率 连 续 变 化 的 年 
金 。 讨 论 这 种 年 金 主要 由 于 理论 上 的 兴趣 。 
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考虑 一 项 ”个 利息 转换 时 期 的 递增 年 金 ， 它 是 按照 在 时 刻 上 
支付 率 为 每 时 期 硅 而 连续 支付 的 。 此 种 年 金 的 现时 值 记 为 (Ta), 
其 表示 式 为 





(Ia)an = 上 "evtdt. (4.43) 
这 是 因为 微分 表达 式 tvidt 是 恰 在 时 刻 支付 金 额 idt 的 现时 值 。 
由 分 部 积分 可 得 到 简化 的 表达 式 


(Ia)ym = 人 tutdt 
0 
一 过 | - 广 芒 Ise 


_ tot 志 -| - vo 
iogeej。 Tag 。 








+l 

= -六 

i 加 nvu™ 

一 了 素 6 

pn 
= 2 (4.44) 
疗 当 注意 (4.44) 式 也 可 由 (4.42) 式 导 出 如 下 : 

i nv a nn 
Can = ON = Bn, ” 








Nm 6 
一 般 而 言 ， 如 果 在 时 刻 t 的 付款 金额 为 f(t)dt, 则 n 时 期 的 连续 
变 额 年 金 现时 值 的 表达 式 应 为 


了 ut 有 (4.45) 
0 





一 种 更 为 一 般 的 连续 变 额 年 金 是 这 样 的 : 它 不 仅 支付 是 连续 的 
且 连 续 发 生变 化 ， 而 且 利 息 效 力也 是 连续 变化 的 。 在 此 情形 下 ， 
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(4.45) 式 的 推广 形式 为 
人 ptt)e- ho srdrat. (4.46) 





局 4.18 ”有 一 项 连续 递增 年 金 ， 为 期 年， 利息 效力 为 5， 
在 时 刻 上 的 支付 率 为 每 年 妈 , 试 确定 其 现时 值 的 表达 式 。 
册 分 部 积分 可 得 解答 为 : 























ne 2 7 op 
人 t2etat = ——e-t +3/ te-stdt 
0 在 o 6 
2 
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Be Fe , 十 京 € "di 
2 n 
ne 2n 4 2 _g 
-Fe Wi 5 "+ 更 ， 
2 
3 2n sg 2 _s 
-+ 
_ 2 -5 fna2 2n 2 
63 6 62 563 


§4.9 总 结 


AS 


表 4.1 综合 了 不 同 支付 时 期 和 不 同 利息 转换 时 期 等 额 年 金 现 
时 值 的 表达 式 。 此 例 的 年 金 为 10 年 内 每 年 支付 60, 年 利率 12% 。 











习题 
84.2 付 频 率 不 同 于 利息 转换 频率 的 年 金 
1. 一 项 年 金 每 间 吗 两 第 付款 $2000, 共 付 8 次 。 若 名 义 利率 
为 每 半年 度 转换 7%, 试 求 第 一 次 付款 后 18 年 末 的 各 累 值 。 答 案 
算 到 元 为 止 。 
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表 4.1 第 四 章 内 等 额 年 金 关 系 总 结 




















利息 转换 支付 时 期 
时 其 年 朗 季 谍 月 度 EE 
[5 2 一 
年 度 S05o 2 600 1010.12 60c TD1G.12 60a150.12 
季度 60 Re 150a50n3 15o 刀 。 0 15556ooa 


月 度 60 go 15 0 91 


“19o.01 S30.01 





5aianio 1 551560 -1 


连续 。 60 声 生子 15 折 生 半 5 刀 第 池 60! 考 














2 有 一 项 10 年 期 的 年 金 ， 它 在 头 5 年 内 每 季度 之 初 付款 
$400, 以 后 增加 到 每 季度 8600 。 年 实质 利率 为 12%, 试 确定 此 年 
金 的 现时 值 ， 算 到 元 为 止 。 

3. 在 3 年 中 每 隔 一 年 之 初 向 一 基金 存 人 $100, 如 果 在 第 8 
年 之 末 基 金 余额 为 $520, 试 求 此 基金 的 单 利 利率 。 

84.3 ”支付 频率 小 于 利息 转换 频率 的 年 金 的 进一步 分 析 

4. 用 4.3 节 中 的 方法 重 做 习题 1 。 

5. 一 项 年 金 在 12 年 内 每 4 个 月 付款 $200, 试 按照 假设 月 利 
率 的 函数 来 给 出 它 在 第 一 次 付款 前 3 年 的 现时 值 。 

a) 表示 为 延 付 年 金 。 

b) 表示 为 初 付 年 金 。 

6. 证 明 若 在 时 刻 7, 11, 15, 19, 23 和 27 各 付款 1, 则 在 时 刻 
0 的 现时 值 为 
































456 一 wl 
55 二 a1 
7. 有 一 项 每 年 年 席 付 $750 的 永久 年 金 和 一 项 每 20 年 之 末 
付 $750 的 永久 年 金 ， 被 一 项 在 30 年 中 每 年 末 付 五 的 年 金 所 代 
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蔡 。 如 果 i(2 = 0.04, 证 明 


R= 37500 EE + 
33 





其 中 所 有 函数 均 按 2% 利息 计算 。 


空 | 5 
0 9 


8. 有 一 项 每 年 付 $600 的 初 付 年 金 ， 它 每 半年 付 一 次 ， 共 付 
10 年 ， 如 果 尺 12 = 0.09, 试 确定 现时 值 的 表达 式 。 
9. 一 项 每 3 年 之 末 付 1 的 水 久 年 金 , 其 现时 值 为 125/91, 求 


i 


10. 一 项 年 金 每 季度 付 $100, 共 付 5 年， 如果 1 = 0.08, 试 确 


定 首次 付款 前 夕 的 现时 值 。 





11. 某 项 永久 年 金 每 年 之 初 付 1, 其 现时 值 为 20 。 如 果 此 项 
年 金 被 另 一 项 每 2 年 之 初 付 五 的 永久 年 金 所 取代 ， 伪 车 要 求 此 


两 项 永久 年 金 之 值 相等 求 RR 。 


12. 某 项 年 金 每 4 个 月 之 初 付 1, 共 付 12 年 ， 假 如 给 出 3 个 
月 期 的 利率 ， 试 确定 其 现时 值 的 表达 式 。 

54.4 支付 频率 大 于 利息 转换 频率 的 年 金 的 进一步 分 析 

13. 用 4.4 节 中 建立 的 方法 重 做 习题 2 。 


14. 推导 公式 (4.11) 。 


15, 推导 下 列 类 似 于 (3.6) 和 (3.12) 的 公式 : 


1 _1 jm) 
3) a w+ 。 


1 Ll {ray 
a 


16. 推导 下 列 类 做 于 (3.13) 与 (3.14) 的 公式 : 


a) a = a + Wm 。 
b) st = stm 。 


17. 推导 下 列 类 似 于 (3.15) 与 (3.16) 的 公式 : 


aj) 5 


sm) mm) 
中 吉 “二 SFI/ 
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18. 用 多 与 菜 个 调节 因子 来 表示 齐 
19. ay 证 明 ogg 一 去 艺 vm 。 
Pb) 按 字面 解释 a) 中 得 到 的 结果 。 

20. 用 一 笔 $10000 的 款项 ,去 购买 一 项 延期 初 付 水 久 年 金 ， 
它 无 休止 地 每 6 个 月 付款 $500 。 试 确定 推迟 时 期 用 d 的 函数 来 
表示 的 表达 式 。 

21. 如 果 3ag) = a = 45s8), 斌 决定 i。 

22. 有 一 pe 12 年 内 每 3 个 月 之 初 付 款 1, 假设 利率 是 
按 每 4 个 月 时 期 许 算 的 ， 试 找 出 该 项 年 金 现时 值 的 表达 式 。 

84.5 ”连续 年 金 

23. 试 确定 的 值 (0 < + < 1), 使 在 时 刻 t 付款 1 等 价 于 将 
1 在 时 刻 0 与 1 之 间 连 续 支 付 。 

24. 从 代数 上 和 字面 上 证 明 on < a < in < 0 
其 中 >>1。 

25. 如 果 二 在 找 出 dm 的 表达 式 。 

26. 有 一 笔 $40000 的 基金 ， 它 是 按 4 多 年 度 连续 转换 来 积累 
的 。 假使 该 基金 的 款项 按 年 度 $2400 的 比率 连续 撤回 ， 问 此 基金 
可 持续 多 长 时 间 。 

27. 若 dm 二 4,549 二 12, 求 6。 

28. 证 明 其 am = v"/51 

84.6 ”基本 变 额 年 金 

29. 对 例 413 得 到 的 结果 给 出 字面 解释 。 

30. 化 简 ets) 。 


31. 利 有 时 间 图， 从 代数 上 证 明 (Ta) 和 (Da)m 之 间 的 下 
列 关系 : 














< lm 























(Dan = (n+ Lan — (Toa)a. 


32. 一 项 年 金 接 下列 形 式 付款 : 第 5 年 末 付 10, 第 6 年 末 付 
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9, 如 此 每 年 减少 1 直至 无 钱 可 付 。 证 明 其 现时 值 为 











10 一 0 十 cat{l — 102) 


全 


33. 一 项 水 久 年 金 第 1 年 末 付 1. 第 2 年 未 付 2, 这 样 增加 下 
去 直到 第 n 年 末 付 n, 然后 永远 维持 每 年 付 n, 试 确定 此 项 年 金 





的 现时 值 。 
34. 一 项 延 付 永久 年 金 第 半年 付 2m 一 1 
次 付款 的 现时 值 相等 ， 确 定 此 项 年 金 的 现时 
35. 一 项 水 久 年 金 每 年 付 1, 第 一 次 付款 
金 现时 值 为 五 ; 另 一 项 永久 年 金 有 一 系列 年 














， 如 果 第 6 次 和 第 7 
值 。 

在 第 2 年 之 未 ， 此 年 
度 付 款 1, 2, 3,…… 其 


第 一 次 付款 是 在 第 3 年 之 末 ， 现 时 值 为 20X, 求 4。 





36. 一 项 延 付 年 金 的 半年 度 付款 为 800、 





750, 700,… - ,350, 而 


i) = .16 。 车 ojwonos = 4, 试 确 定 此 年 金 现时 值 由 4 表示 的 表 





达 式 。 


37. 每 年 年 初 存 一 次 款 到 一 项 基金 ， 共 存 10 年 。 头 五 次 储蓄 
为 每 次 $1000, 以 后 则 每 年 递增 5% 。 若 基金 的 实质 利率 为 8%， 


试 决定 第 10 年 末 的 积累 值 ， 算 到 元 为 止 。 





38. 有 一 项 20 年 期 的 年 金 , 其 年 度 付款 形式 为 : 立即 付 $600， 


随后 每 年 付款 比 上 一 年 增加 5%, 若 年 设 的 实 
此 年 金 的 现时 值 ， 算 到 元 为 止 。 
84.7 “一般 变 额 年 金 
39. 推导 公式 (4.42) 。 
40. a) 确定 (7a)82 中 付款 的 和 。 
b) 确定 (101) 中 付款 的 和 。 


4. 证明 (10) = Ga 。 











质 利率 为 10.25%, 求 


42. 有 一 项 永久 年 金 , 其 第 5 年 和 第 6 年 末 的 付款 额 为 1, 第 


7 和 第 8 年 末 的 付款 额 为 2, 第 9 和 第 10 笑 


末 的 付款 额 为 3, 如 
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此 等 等 ， 试 证 明 其 现时 值 为 


ya 


i— vd 


43. 一 项 永久 年 金 在 每 生年 之 来 付款 。 第 一 次 付款 额 为 1, 以 
后 每 次 付款 额 比 前 一 次 多 5, 并 且 知 道 v4 = 0.75, 计算 此 项 年 金 
的 现时 值 。 

44. 一 项 10 年 期 年 金 按 以 下 时 间 表 付款 : 

每 年 1 月 1 日 -…100 
每 年 4 月 1 日 …200 
每 年 7 月 1 日 …300 
每 年 10 月 1 日 …400 
证 明 此 项 年 金 恰 在 第 一 次 付款 前 的 月 1 日 的 现时 信 为 

















1600a15 (7 . 


45. 一 项 永久 年 金 从 今日 开始 每 6 个 月 付 一 次 款 。 第 一 次 付 
款额 为 1, 而 以 后 每 次 均 比 前 次 增加 3% 。 车 年 度 实质 利率 为 8%， 
确定 此 项 年 金 的 现时 值 。 

§4.8 ”连续 变 玫 年 金 

46， 找 出 对 (Ia)i6 后 半期 付款 额 总 和 与 前 半期 付款 额 总 和 
的 比值 。 

47. 若 5 二 0.08, 计算 (Ja)sa 。 

48. 有 一 项 连续 永久 年 金 ， 它 在 时 刻 上 的 付款 (按时 期 ) 比率 
为 (1E+ Rit 。 年 度 实质 利率 为 和 而 0 < < i 确定 此 项 水 久 年 金 
的 现时 值 。 

49. a) 确定 (万 可 二 的 积分 表达 式 。 

b) 对 (Da) 找 出 一 个 不 包含 积分 的 表达 式 。 

50. 一 项 永久 年 金 按时 刻 上 年 率 1 十 妇 连续 付款 , 车 6 = 0.05， 

确定 其 现时 值 。 
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51. 一 项 推迟 一 年 的 延期 变 额 年 金 共 付款 13 年 。 在 时 刻 上 付 
款 的 年 度 比 率 为 如 一 1, 而 利息 效力 为 (1 十 介 -! 。 试 确定 此 年 金 
的 现时 值 。 
杂 题 
52. a) (1) 证 明 归 到 om 一 —v{Ia), 
(2) 确定 总 车 oa 在 i 一 0 的 值 。 
b) (1) 证明 dm = 一 vt 了 a)a， 
(2) 确定 时 za 在 i 二 0 的 值 。 
53. a) 证 明 ji 二 二 页 5 1+ 3 
b) 导出 下 列 近似 等 式 : 


. m—1 
oo) 














54. 对 于 给 定 的 %, 已 知 厅 一 2 一 4 及 6 二 10%, 求 局面 。 
55. 找 出 
a) a 的 表达 式 ， 


b) 蕊 (Do 的 的 表达 式 。 


56. 一 户 家 庭 打算 提供 一 项 年 金 以 每 月 末 支 付 $100 给 他 
们 刚 进 大 学 的 女儿 。 此 项 年 金 在 4 年 内 每 年 仅 支 付 9 个 月 。 试 证 
明 在 第 一 次 付款 前 1 个 月 的 现时 值 为 





57. 证 明 
SHE ARR 
em- 全 -到 
a 3 


58. 今 有 两 项 永久 年 金 。 第 一 项 在 每 年 年 末 有 等 额 付 款 z 第 
二 项 付款 则 是 按 9,24, 34,… 这 样 增加 的 。 试 决定 利率 以 使 这 两 
项 年 金 现时 值 之 差 为 
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&) 零 。 

b) 最 大 。 

59. 墙 墩 插 入 沙土 中 能 维持 9 年 ， 价 格 为 $2; 墙 墩 插 入 混 凝 
土 中 能 维持 15 年 价格 为 $2+X 。 这 些 墙 墩 需 用 35 年 ,证明 六 
的 平衡 值 (即使 得 顾客 购买 两 种 类 型 的 墙 壤 实际 无 差别 的 那个 XX 


值 ) 为 
2 Ee 一 . 


05 45 

















60. 若 两 天 & 及 555 = bb 试用 a 各 表示 (Ja) 。 


85.1 引 言 


在 第 五 章 中 将 对 前 面 几 章 中 得 到 的 结果 作出 重要 的 扩展 。 这 
些 扩 展 包 含 了 在 实际 金融 计算 中 广泛 应 用 的 概念 和 方法 。 

首先 要 建立 贴现 资金 流 分 析 方 法 和 收益 率 的 概念 ， 然 后 考虑 
收益 率 的 唯一 性 。 始 终 强调 使 用 这 些 手段 作为 作出 金融 决策 的 工 
具 。 

我 们 将 建立 和 比较 对 投资 基金 中 收回 芍 利 息 进行 度量 的 不 同 
方法 ， 并 探索 在 再 投资 利率 不 同 于 原始 投资 时 通行 利率 的 情况 下 
所 产生 的 后 果 。 还 将 建立 一 种 推广 ， 使 变 利 率 既 是 原始 投资 日 期 
的 函数 ， 又 是 从 投资 以 来 经 过 时 间 的 函数 。 最 后 ， 对 某 种 复杂 的 
金融 业务 考虑 了 更 一 般 的 借贷 模型 。 _ 

读者 将 会 发 现 ， 与 前 刀 章 相 比 ， 本 章 给 由 的 一 系列 重要 结果 
将 利息 理论 用 到 了 更 为 复杂 的 “现实 世界 ”的 课题 中 去 。 第 五 章 
也 把 利 意 理论 的 应 用 从 单纯 借贷 业务 拓展 到 了 更 广大 的 商业 和 人 金 
融 业 务 领 域 。 

必须 注意 ， 本 书 中 基本 上 忽略 了 税 的 影响 。 象 本 书 中 考虑 的 
. 那些 商业 和 金融 业务 ， 它 们 与 税 的 关系 有 大 有 小 ， 随 业务 性 质 及 
政治 管辖 区 域 而 定 。 无 论 如 何 ， 在 利息 理论 的 实际 应 用 中 税 的 考 
左 是 很 重要 的 。 常 常 必须 知道 你 所 进行 的 包含 利息 的 特定 金融 计 
算是 基于 “ 税 前 ”还 是 “ 税 后 ”。 例如 , 假定 利息 收入 是 要 付 税 的 ， 
则 “ 税 后 " 利率 将 明显 地 低 于 “ 税 前 ”利率 。 然 而 ， 本 书 所 包含 的 
基本 不 理 可 应 用 于 任 一 种 情况 的 计算 。 

另 一 个 可 能 对 本 书 讨论 的 金融 问题 有 重要 影响 的 因素 是 对 损 
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耗 的 处 理 ， 有 些 利率 已 扣除 了 损耗 ， 有 些 则 不 是 。 在 后 一 种 情况 
下 ， 投 资 者 的 净 收入 将 需 扣 去 所 承担 的 损耗 金额 。 损 耗 的 一 个 例 
子 是 佣金 和 保障 买卖 的 其 他 费用 。 


85.2 ”贴现 资金 流 分 析 
在 第 三 章 和 第 四 章 中 ， 我 们 曾 分 析 了 某 些 类 型 由 规则 的 系列 
付款 所 组 成 的 年 金 的 现时 值 。 这 一 方法 可 推广 到 任何 类 型 的 全 
款 ， 并 称 为 贴现 资金 流 分 析 。 
考虑 下 列 情形 : 一 位 投资 者 在 时 刻 0,1,2,…,n 对 一 项 投资 
事业 存 入 或 投入 Co, Cl, Co,… ,Cn 。 为 方便 起 见 , 假设 这 些 时 间 
是 等 间隔 的 。 如 果 Ct > 0, 则 在 时 刻 t 对 投资 事业 有 一 个 净 资 金 
答 入 流 ， 而 如 果 Cs < 0, 则 在 时 刻 t 对 投资 事业 有 一 个 净 资 金 输 
出 流 。 
有 时 觉得 在 分 析 一 项 金融 业务 时 ， 用 从 投资 中 抽 回 或 返回 而 
不 是 用 存 和 或 投入 更 为 方便 。 倘 若 如 此 ， 可 记 时 刻 0,1,2,-……,n 
的 返回 为 Ro, Ri, R2,……, Rn。 显然 投入 与 返回 其 实 是 等 同 的 概 

念 ， 只 是 从 一 项 业务 的 相反 方面 去 看 而 已 。 故 有 










































































Re = —C! 对 = 0,1, 2,.,n. (5.1) 


虽然 并 不 一 定 需要 象 这 样 分 别 定义 Cs 和 Rt, 我 们 会 发 现在 
本 章 中 建立 某 些 公式 时 同时 提供 这 两 种 符 导 会 比较 方便 。 

可 能 发 生 在 同一 时 刻 既 存在 投入 又 存在 返回 的 情形 。 此 时 两 
者 将 相互 抵消 。 例如, 假如 在 时 诗 5 同时 有 $5000 的 投入 和 $1000 
的 返回 ， 则 Cs = $4000, 而 Rs = $4000 。 

我 们 已 经 选择 时 间 周 期 使 投 赛 从 + = 人 0 开始 到 t = n 结束 。 
这 样 ， 如 果 一 项 投资 在 此 期 间 是 正 向 的 , 则 有 Co > 0 (Ro < 0) 
及 Crn<0(Ro>0)。 然 而 Ct = 一 Re 对 于 +t 二 1,2,…,n 一 1 既 
可 以 是 正 的 ， 也 可 以 是 负 的 ， 或 者 为 零 。 





























147 





让 我 们 用 一 个 倒 子 来 说 明 这 些 定 文 。 考 虑 一 项 10 年 期 的 投资 
项 目 。 投 资 者 在 第 一 年 之 初 役 入 $10000, 第 2 年 之 初 投入 $5000， 
以 后 余下 每 年 之 初 际 担 $1000 的 维持 费 。 这 一 项 目 预 期 在 最 后 
5 年 的 每 年 之 末 提 供 投 次 回报， 从 $8000 开始 ， 以 后 每 年 增加 
$1000 。 

表 5.1 总 结 了 这 一 投资 项 目的 资金 流 。 最 后 一 列 包 含 了 Ri 的 
值 以 展示 从 投资 中 的 返回 。 然 而 ， 只 要 调整 一 下 也 可 给 出 C4 的 
值 。 




















表 5.1 ”5.2 节 中 展示 投资 项 目的 资金 流 














年 投入 返回 Re 
0 10000 0 一 10000 
1 5000 0 一 5000 
2 1000 0 一 1000 
3 1000 0 ~—1000 
4 1000 0 ~—1000 
5 1000 0 —1000 
6 1000 8000 7000 
了 1000 900 2000 
8 1000 ”10000 9000 
9 1000 11000 10000 

10 0 12000 12000 

总 计 23000 50000 27000 








现 将 此 问题 推广 到 一 般 的 情形 。 假设 每 个 时 期 的 利率 为 i, 则 
按 利 率 i 的 投资 返回 的 净 纲 时 值 由 贴现 资金 流 方法 可 记 为 P(2)， 
它 由 下 式 给 出 加 
PO) = DBR. {5.2) 
t=0 


卫 (2) 的 值 可 以 是 正 的 , 也 可 以 是 负 的 ,依赖 于 ; 。 对 于 表 5.1 
中 展示 的 投资 项 目 来 说 ， P(i) 对 于 “ 低 ” 的 主 值 将 是 正 的， 而 
对 “高 ”的 i 值 将 是 负 的 。 事 实 上 ， 当 现时 值 是 按 “ 低 ”的 利率 计 
算 时 ， 最 后 几 年 的 正 的 净 返 回 将 超过 头 孔 年 负 的 净 回 收 ;而 当 按 
“高 ”的 利率 计算 时 情况 就 相反 。 
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(5.2) 式 的 一 个 非常 重要 的 特殊 情形 是 P(i) = 0, 即 
Pi)= TR =0. (5.3) 
t=0 


满足 (5.3) 的 利率 宇 就 称 为 此 项 投资 的 “收益 率 ”. 用 文字 来 叙述 
就 是 

收 蓝 率 是 这 样 的 利率 ， 按 此 简 率 投资 返回 的 现时 们 等 于 投 将 
投入 的 现时 和 什 。 

在 一 些 商业 和 人 金融 文献 中 ,收益 率 常 被 称 为 内 返回 率 。 术 语 
“收益 率 ” 和 “内 返回 率 ” 可 以 互相 替换 使 用 。 

收益 率 其 实 并 不 是 一 种 完全 新 的 概念 ， 我 们 在 前 面 已 过 到 
过 ， 在 第 二 ， 三 ， 四 章 中 的 未 知 利率 问题 可 以 看 作 收 益 率 问 题 。 
例如 ， 在 例 3.8 中 我 们 实际 上 是 证 明了 投资 $16000 而 在 5 年 内 
每 季度 之 末 返 回 $1000 的 收益 率 是 每 季度 2.22623%, 或 季度 转换 
名义 利率 8.9049% 。 

在 本 节 中 至 今 为 止 我 们 采用 的 是 从 对 投资 者 ( 即 贷款 人 ) 有 
利 出 发 的 观点 。 然 而 ， 假 如 我 们 处 理 的 是 一 个 两 方 业务 ， 则 也 很 
容易 转 为 采用 从 借方 利益 出 发 的 观点 。 假 如 这 样 做 的 话 ， Ct 和 
Ri 的 值 将 改变 符号 。 

然而 ,由 (5.3) 式 给 出 的 收益 率 保持 不 变 。 这 样 ， 一 项 业务 中 
的 收益 率 完 全 由 此 业务 中 的 资金 流 与 发 生 这 些 资金 流 的 时 间 所 决 
定 ， 并 且 无 论 从 借方 还 是 贷方 的 观点 看 都 是 一 样 的 。 

收益 率 常 被 用 作 一 项 指标 用 以 度量 一 项 特定 的 业务 受 欢 迎 或 
不 受 欢迎 的 程度 。 从 贷方 的 观点 看 ， 收 益 率 越 高 越 受 欢迎 。 从 借 
方 的 观点 看 则 情况 正 相反 。 虽然 这 些 方便 的 规则 经 常 产生 合理 的 
结果 ， 但 在 5.3 节 ， 5.8 节 和 5.9 节 中 会 有 一 些 例子 ， 其 中 象 这 
样 引用 收益 率 会 产生 困难 。 5.8 节 和 5.9 节 将 包括 对 比较 不 同 金 
融 业 务 的 方法 的 更 系统 的 讨论 。 

收益 率 不 一 定 要 是 正 的 ， 若 收益 率 为 零 ， 则 投资 人 (贷方 ) 从 
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投资 中 未 得 到 回报 . 若 收益 率 为 负 ， 意味 着 投资 人 (贷方) 在 此 项 
业务 中 号 了 本 。 我 们 将 假设 这 种 负 收 益 率 满足 -1 <i< 0 。 对 
于 1< -1 即 1+i< 0 的 情形 很 难 找到 任何 实际 的 假设 。 

并 非 所 有 的 业务 都 是 两 方 业务 。 例 如 ， 考 虑 例 5.1 中 总 结 的 
投资 项 目 。 容易 想象 ， 这 一 项 目 中 的 资金 输出 流 可 以 流向 多 方 ， 
资金 输入 流 也 可 以 来 自 多 方 。 假 若 如 此 ， 收 益 率 的 计算 对 投资 者 
(贷方 ) 仍然 有 效 。 然 而 在 这 类 业务 中 应 用 此 同一 收益 率 的 另 一 方 
则 不 再 是 单一 的 借款 人 。 

在 应 用 收益 率 时 另 一 个 重要 的 方面 是 要 考虑 所 包含 时 期 的 长 
短 。 例如， 考虑 一 笔 投 资 时 有 两 种 选择 : A 和 BB 。 选择 A 的 货 
款 实 质 利率 是 9%%, 为 期 5 年 ; 而 选择 B 的 贷款 实质 利率 是 8%， 
为 期 10 年 。 投 资 者 应 选择 哪 一 种 ? 

如 果 回答 说 ,选择 A 比 选择 B 好 ， 因 为 其 收益 率 高 ， 那 是 太 
天 真 了 。 假如 我 们 只 希望 投资 5 年 ， 那 未 简单 地 比较 收益 率 是 有 
效 的 。 但 假如 我 们 要 投资 10 年 ， 那 就 要 考虑 将 选择 A 在 头 5 年 
结束 时 所 得 款项 进行 再 投资 的 利率 会 是 多 少 。 

这 样 ， 使 用 收益 率 来 比较 各 种 投资 方案 只 有 当 所 有 方案 的 投 
资 周期 都 相同 时 才 是 有 效 的 。 5.4 节 含有 对 再 投资 利率 的 更 全 面 
的 处 理 。 

以 上 定义 和 公式 都 假设 付款 是 在 整数 个 时 期 作出 的 。 但 其 结 
果 容 易 推广 到 也 包含 其 他 正规 或 非 正规 的 区 间 。 

求解 收益 率 类 似 于 求解 年 金 的 未 知 利率 。 事 实 上 ， 假 如 各 次 
付款 构成 一 基本 年 金 ， 则 可 直接 使 用 3.8 节 中 讨论 的 方法 。 

假如 各 次 付款 并 不 构成 基本 年 金 ， 其 方法 也 是 类 似 的 。 一 般 
而 言 ， 可 以 将 迭代 方法 用 于 解 (5.3) 给 出 的 求 值 方程 。 在 实践 中 
解 这 类 何 题 最 容易 的 方法 是 用 一 台 有 现成 金融 西数 的 袖珍 计算 器 
或 用 带 有 金融 软件 包 的 个 人 计算 机 。 这 两 种 选择 都 含有 能 处 理 这 
些 计算 的 子 程序 。 
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例 51 求 表 5.1 中 总 结 的 投资 项 目的 收益 率 。 求 值 方程 为 





100(--10 一 5 一 好 一 妇 一 记 一 诉 
+ 7 + 8v 二 9o8 + 10u9 + 12v10) = 0. 


由 具有 现成 金融 函数 的 袖珍 计算 器 算得 的 收益 率 为 .1296 或 12.96% 。 
例 52 对 本 节 中 所 给 出 的 例子 ， 如 要 选择 A 在 整个 10 年 
内 等 价 于 选择 B, 试 确定 选择 A 在 第 二 个 5 年 内 所 需 有 的 实质 利 
率 。 
设 所 求 利率 为 i, 求 值 方 程 为 











《1.09)5(1 + 4)5 = (1.08)10 
或 
,_ (1.08)* 
“一 09 
这 样 ， 如 果 投 资 者 预期 在 第 5 年 末 通 行 利 率 会 大 于 7.01%, 则 A 
将 是 较 好 的 选择 ， 否 则 宁愿 取 选 择 B 。 





1 = 0.0701, 或 7.01 饮 . 





85.3 ”收益 痒 的 唯一 性 


直觉 告诉 我 们 ， 象 5.2 节 中 定义 的 收益 率 应 是 唯一 的 ， 事 实 
上 ， 在 大 多 数 常 见 的 金融 业务 中 收益 率 也 确实 是 唯一 的 。 然 而 ， 
偶然 也 会 碰 到 一 些 金融 业务 ， 在 其 中 收益 率 不 唯一 。 

例如 ， 考 虑 这 样 一 笔 业务 ， 某 人 立即 付款 $100, 并 在 第 2 年 
之 末 付 8$132, 以 换取 在 第 1 年 之 末 返 回 $230 。 这 笔 业 务 的 求 值 
方程 是 





100(1 十 十 132 = 230(1 十 动 


或 
人 十 i 一 2.3(1 寺 让 +1.32 = 0. 


分 解 因子 可 得 
(1+ -11 +0 19]=0. 


这 样 ， 收 益 率 可 等 于 10% 或 20%! 
存在 多 重 收益 率 这 一 事实 对 大 多 数 人 来 讲 直觉 上 难以 理解 。 
然而 ， 如 果 我 们 重新 回忆 (5.3) 式 





Pl(i) = viR=0 《5.3) 
t 一 0 一 

就 不 会 感到 奇怪 。 (5.3) 式 是 一 个 关于 v 的 n 次 代数 方程 。 如 将 
其 两 端 乘 上 (1 十 让 ", 可 改写 成 关于 ;的 nn 次 代数 方程 。 如 所 周 
知 ，n 次 代数 方程 有 有 % 个 根 (包括 复 根 和 m 重 根 ，?m > 1, 视 为 
m 个 根 ) 。 在 上 面 的 例子 中 ， 我 们 碰 到 的 是 二 次 方程 ， 它 恰 有 两 
个 正 根 i。 
因为 收益 率 被 广泛 用 来 度量 一 笔 业 务 的 金融 价值 ， 故 在 实践 
中 和 弄 清 收 益 率 是 否 唯一 是 相当 重要 的 。 

一 种 收益 率 为 唯一 的 很 常见 的 情形 是 : 所 有 某 一 方向 的 资金 
流 均 在 另 一 方向 的 资金 流 之 前 。 讲 得 更 一 般 些 ， 就 是 这 样 一 种 状 
态 : 在 这 笔 业务 的 第 一 部 分 ， 所 有 净 付 款 都 是 同一 符号 的 ， 而 在 
业务 的 余下 部 分 则 为 相反 符号 。 

用 数学 术语 来 讲 ,这 一 状态 可 描述 为 存在 某 个 ,0 < 上 < nn， 
使 Re<0 对 t=0,1,2,…, 习 而 居 之 0 对 + 二 上 十 1 上 十 
2,-…,n。 表 5.1 给 出 的 金融 业务 就 是 这 种 类 型 ， 其 中 二 10 而 
k=5., 

容易 证 明 此 种 情况 的 收益 率 是 唯一 的 。 把 (5.3) 式 的 左 端 视 
为 nn 次 多 项 式 ， 我 们 看 到 它 只 有 一 次 变 号 ， 由 Descartes 符号 定 
理 知 最 多 只 有 一 个 正 的 实 根 。 因 为 > 0, 故 i> 一 1 。 这样， 唯 
一 性 不 仅 对 正 的 i 值 成 立 ， 而且 对 i> 一 1 的 负 值 也 成 立 。 这 已 
覆盖 了 所 有 我 们 关心 的 值 ， 因 为 < 一 1 并 无 实际 意义 。 
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Descartes 符号 定理 也 给 了 我 们 可 能 存在 的 多 重 收 益 率 的 重 
数 的 上 限 . 收 益 率 的 最 大 重 数 等 于 资金 流 的 符号 改变 次 数 。 自然， 
收益 率 的 实际 重 数 可 能 明显 小 于 最 大 重 数 。 

实际 上 收益 率 在 比 上 面 广 得 多 的 条 件 下 是 唯一 的 ， 可 以 证 明 
如 在 整个 投资 期 间 未 动用 投资 余额 始终 为 正 ， 则 收益 率 是 唯一 
的 。 

设 Bi 为 在 时 刻 # 的 未 动用 投资 余额 ,其 中 += 0,1,2,.…,n。 
我 们 有 





Bo = Co (5.4) 
及 
Be = Bei(1 +i) + Ce 对 上 一 于 2 (5.5) 
可 以 证 明 ， 如 果 
1. Bs >0 对 二 =0,1 ma 一 1 以 及 
2. 存在 1 > -1 使 公式 (5.3) 满足 ， 则 i 是 唯一 的 . 
证 明 如 下 。 条 忻 i > 一 1 是 必要 的 ， 它 保证 1 + ; 为 正 , 今 重 写 
(5.3) 式 为 


Coll +i)*+CAl+i) i+ Onl+)+ Cn = 0. 


我 们 知道 
Bo= Co>0 
Bl= Boll +i)+ Ci>0 
五 = Bi(1+)+ Co>0 
Bi = Ba-2ll+i)+ Cn-1>0 
Ba= Bril+ti)t+ Can=0. 
由 逐次 代入 以 上 方程 有 


oa = Co(1in TCD ++ On il+D+On = 0. (5.6) 
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这 是 预期 的 结果 ， 因 为 投资 恰 应 在 第 1 个 时 期 之 未 结束 。 注意 
Co>>0 及 Cn < 0, 但 对 t=1,2,…,n 一 1,Qt 可 正 可 负 ， 也 可 
为 零 。 
为 了 证 明 宇 的 唯一 性 ， 假 设 7 > i 为 男 一 个 收益 率 。 设 对 于 
利率 了 在 时 刻 t 的 未 动用 投资 余额 为 Bl, 则 有 
Bib=C0=C0= Bo 


Bi = Bl+i)+C01> Boll+i)+Oi = Bi 
B= Bi{ll+7)+C2> BAUli+i)+C2= Ba 





五 5_1 = 吾 af1l 十 力 十 Cn-i> Bn-2lli+i) + Cn-1 = Bn-1 
吾 一 呈 1 十 入 二 Cn > Brill +i)+ Cn = Bn = 0. 


但 这 是 矛盾 的 ， 因 为 如 果 j 是 收益 率 ， Bs 必须 等 于 零 。 因 此 7 
不 可 能 大 于 i, 对 于 -1< 了 <ti 的 情况 证 明 是 类 人 的 ， 这 样 就 建 
立 了 ii 的 唯一 性 。 

由 此 可 见 ， 假 如 在 整个 投资 时 期 内 未 动用 投资 余额 始终 为 
正 ， 则 收益 率 是 唯一 的 。 然而， 如 果 未 动用 投资 余额 在 任 一 点 变 
为 负 ， 则 收益 率 就 不 一 定 是 唯一 的 。 

多 重 收益 率 可 能 发 生 这 件 事 也 许 会 给 读者 以 震动 ， 并 感到 它 
好 象 有 点 是 人 为 的 ， 在 通常 的 金融 业务 中 并 不 现实 。 虽 然 这 种 现 
象 并 不 多 见 ， 但 在 实际 生活 中 确实 会 发 生 。 一 个 现实 的 例子 是 投 
资 于 一 家 工厂 ， 它 在 投资 时 期 的 中 途 需 要 支出 大 修 的 费用 。 由 此 
形成 的 净 资 金 流 符号 的 改变 可 能 引出 多 重 收益 率 。 
本 有 段 的 讨论 集中 于 多 重 收益 率 的 可 能 性 。 但 也 可 能 根本 不 存 
在 收益 率 或 所 有 收益 率 均 为 虚数 。 在 例 5.3 中 和 例 5.4 中 分 别 展 
示 了 这 些 可 能 性 。 

读者 如 对 多 重 收益 率 的 进一步 讨论 感 兴趣 ， 可 以 参看 书 末 文 
献 中 列举 的 W. H. Jean {1968) 和 D. S. Promislow (1980) 的 论 
文 。 
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例 53 入 从 BB 处 以 8% 的 实质 利率 借 到 $1000, 又 将 这 
笔 钱 以 10%% 实质 利率 异 给 C, 问 在 此 项 业务 中 A 的 收益 率 是 多 
少 ? 

在 此 例 中 ， 入 可 以 在 1 年 之 末 得 到 $20 的 利润 ， 而 根本 没 
有 净 投 资 。 这 样 ， 不 存在 收益 率 。 我 们 也 可 说 收益 率 为 无 穷 大 。 
然而 ， 这 样 一 种 说 法 就 无 法 将 这 笔 业 务 和 另 一 笔 更 合算 的 业务 相 
区 别 : 在 后 者 中 ， 人 将 $1000 以 12 匈 实质 利率 借 给 第 四 方 D 。 

例 5.4 某 人 立即 付款 $100, 2 年 之 末 再 付款 $101, 用 以 换 
取 在 第 1 年 未 得 到 $200 的 付款 ， 问 这 项 业务 的 收益 率 是 多 少 ? 

求 值 方程 为 














100(1 十 区 二 101 = 200(1 十 让 


或 
1002? = —1. 


这 样 ， 收 益 率 全 为 虚数 ! 


85.4 ”再 投资 率 


在 5.3 节 和 以 前 各 章 中 我 们 并 没有 直接 考虑 过 由 贷款 人 从 
借款 和信 处 收 到 的 付款 进行 再 投资 的 问题 。 这 实际 上 隐 含 着 一 种 假 
定 ， 即 贷方 可 将 从 借款 人 处 收 到 的 付款 按照 与 原先 投资 率 相同 的 
再 投资 率 进行 再 投资 。 

在 实际 生活 中 ， 上 述 假定 可 能 成 立 ， 也 可 能 不 成 立 ， 要 看 博 
况 而 定 。 如 果 贷 款 人 在 再 投资 中 无 法 达到 原先 那样 高 的 投资 率 
则 考虑 了 再 投资 的 总 体 收益 率 将 低 于 原先 宣称 的 收益 率 。 另 一 方 
面 ， 如 果 再 投资 率 高 于 原先 的 投资 率 ， 则 总 体 收益 率 将 高 于 宣称 
的 收益 率 。 

实际 上 ， 我 们 已 经 看 到 过 一 个 考虑 再 投资 率 的 例子 。 例 5.2 
就 考虑 了 将 选择 A 在 第 5 年 末 所 得 进行 再 投资 ， 以 与 选择 B 在 
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10 年 内 所 得 相 比较 。 我 们 现在 来 分 析 其 他 两 个 直接 计 入 再 投资 率 
的 例子 。 

首先 ， 考 虑 以 利率 宇 投 资 1, 为 期 n 个 时 期 ， 其 中 产生 的 利 
息 以 利率 j 进行 再 投资 。 需 要 确定 在 第 n 个 时 期 末 的 积累 值 。 图 
5.1 是 此 项 投资 的 示意 图 。 














图 5.1 将 1 投资 n 个 时 期 的 再 投资 率 时 间 图 
第 n 个 时 期 末 的 积累 值 应 为 本 金 加 利息 的 积累 值 ， 即 
1 + ismj. (5.7) 


当 宇 = 了 时 (5.7) 式 化 简 为 熟知 的 (1 十 们 ”。 

其 次 , 考虑 在 n 个 时 期 内 , 每 个 时 期 末 以 利率 i 投资 1, 而 利 
息 以 利率 j 进行 再 投资 。 需要 确定 此 项 年 金 在 第 ”时 期 末 的 积累 
值 . 图 5.2 是 此 项 投资 的 示意 图 。 

此 项 年 金 的 积累 值 等 于 年 金 付款 与 利息 积累 值 之 和 ， 即 


n+ills)a-n; = +i [一 ?] - (5.8) 








如 果 守 一 帮 (5.8) 式 可 化 简 为 熟知 的 咖 。 

在 金融 计算 中 再 投资 率 的 考虑 已 变 得 越 来 越 重要 ， 并 且 比 以 
前 用 得 更 加 广泛 。 这 就 反映 了 近年 来 利率 的 变化 无 常 ， 以 及 投资 
者 的 日 趋 老 练 。 
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图 5.2 在 nr 个 时 期 内 每 时 期 未 投资 1 的 再 投资 率 时 间 图 


对 于 货款 人 (投资 人 ) 来 说 ,一 项 重要 的 考虑 是 借款 人 的 返回 
率 。 返 回 越 “ 快 ", 则 再 投资 就 显得 越 重要 ; 返回 越 “ 慢 ”, 则 原始 
投资 率 主宰 计算 的 时 间 就 越 长 。 这 一 现象 将 从 例 5.6 节 中 见 到 。 
度量 返回 率 的 一 种 解析 方法 将 在 9.8 节 中 给 出 。 

最 后 要 看 到 的 是 : 包含 再 投资 率 的 金融 计算 的 结果 将 依赖 于 
所 讨论 的 时 期 的 长 短 。 因 此 ， 当 计 及 再 投资 率 时 确定 时 期 的 长 短 
是 重要 的 。 

例 5.5 在 10 年 期 内 每 年 初 投 资 $1000, 此 项 投资 的 实质 利 
率 为 ?7%, 而 其 利息 可 按 5%% 实质 利率 再 投资 。 (1) 试 确定 第 10 
年 之 末 基 金 中 的 金额 ， (2) 如 要 产生 8% 的 实质 收益 率 ， 求 投资 
者 应 付 的 购买 价格 。 

1. (5.8) 式 适合 于 初 付 年 金 的 一 种 变形 是 


SET — n+ 2 
了 . 








多 十 zm +i| 


因而 第 10 年 末 的 基金 金额 为 


simo.05 一 11 
1000 芭 十 0.07 (Te 





-1157 . 








1000 [lm oor[ 
= $14490, 


14.2068 一 +)| 
0.05 


算 到 元 为 止 。 正如 预期 那样 ， 此 答案 在 10008150.0s 一 $13, 207 与 
10005150.07 二 $14,784 之 间 。 
2. 产生 8% 实质 收益 率 的 购买 价格 应 为 


14490(1.08)-10 = $6712， 


算 到 元 为 止 。 

例 5.6 ”比较 例 3.3 中 描述 的 三 种 贷款 返回 安排 的 收益 率 ， 
其 中 假设 返回 给 贷款 人 的 款项 可 按 7%% 的 利率 再 投资 ， 而 不 是 原 
贷款 的 9% 。 

1. 所 有 付款 在 第 10 年 末 的 积累 值 为 


1000(1.09)7 = $2367.36. 
收益 率 宇 由 求 值 方程 
1000(1 + i)!? = $2367.36 


可 得 。 立即 可 知 i= 0.09 。 在 此 种 情形 下 ， 再 投资 的 风险 根本 不 
会 产生 ， 因 为 借款 人 在 贷款 到 期 前 不 返回 任何 款项 。 

2. 所 有 付款 在 第 10 年 末 的 积累 值 可 由 直接 应 用 (5.7) 式 而 
得 为 


























1000 + 90s760.07 = 1000 + 90(13.8164) = $2243.48. 


收益 率 由 求 值 方程 
1000(1 + 2)!° = $2243.48. 
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而 得 ,为 4 = 0.0842 或 8.42%% 。 这 一 答案 小 于 情形 1 的 答案 ; 
为 7% 的 再 投资 率 在 此 是 起 作用 的 。 
3, 所 有 付款 在 第 10 年 末 的 积累 值 为 
| 1000 


Q500.09 

















| sg0.07 一 (155.82)(13.8164) = $2152.88. 


收益 率 :由 求 信 方 程 
1000(1 + i)!° = $2152.88 
而 得 ， 为 二 0.0797 或 7.97% 。 此 答案 比 情形 2 的 答案 更 
小 ， 因 为 按 情形 3 的 返回 安排 ， 其 返回 比 情形 2“ 更 快 ”这 就 增 


加 了 再 投资 率 对 答案 的 影响 。 注 意 正如 所 预期 的 ， 收 益 率 仍 超过 
7% 。 














85.5 ”基金 的 利息 度量 


在 实际 工作 中 一 个 重要 的 问题 是 如 何 决定 一 项 投资 基金 所 得 
到 的 歼 益 率 。 回忆 一 下 ， 在 1.3 节 中 给 出 的 实质 利率 的 基本 定义 
是 假设 本 金 在 整个 时 期 中 保持 为 常数 ， 而 所 有 的 利息 是 在 期 末 支 
付 的 。 但 在 实际 中 ,这些 假设 常常 不 满足 。 一 项 基金 常 可 因 新 的 
本 金 存 人 而 增加 ， 或 因 本 金 抽 回 而 威 少 ， 还 可 因 一 个 时 期 内 多 次 
( 常 在 非 正规 的 时 间 区 眉 ) 赚 得 的 利息 而 增加 ， 对 这 些 情形 必须 给 
出 确定 合理 的 实质 利率 的 方法 。 

考虑 如 何 决定 在 一 个 度量 时 期 内 由 基金 赚 得 利息 的 实质 利 
率 。 给 出 下 列 定 义 : 
































4 = 基金 在 期 初 的 金额 
五 = 基金 在 期 末 的 金额 
fT = 在 此 时 期 中 赚 得 利息 的 金额 
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C = 在 时 刻 t 投 入 的 本 金 净 金额 (可 正 或 负 )， 
其 中 0<t<1 
C = 在 此 时 期 投入 的 本 金 总 净 金 额 (可 正 或 负 )， 
c=. 
t 
a 记 ” 二 ”在 时 刻 避 投资 1 在 随后 的 长 度 为 a 的 时 期 内 
所 赚 得 的 利息 金额 ,其 中 a > 0,5 之 0,4+b<1. 





注意 按 5.3 节 中 所 用 的 符号 A4 = Bo 及 B = Bi, 我 们 用 包含 4 
和 上 B 的 其 他 符号 ， 目 的 是 要 建立 一 个 有 传统 符号 的 广泛 使 用 的 
公式 。 

期 末 的 基金 金额 必须 等 于 期 初 的 基金 金额 加 上 投入 的 净 本 金 
{ 正 或 负 ), 再 加 上 赚 得 的 利息 ， 即 


B=A+C+I. (5.9) 


为 了 与 1.3 节 中 实质 利率 的 定义 保持 一 致 ， 我 们 将 假设 所 有 赚 得 
的 利息 了 工 是 在 期 末 接受 的 。 这 样 对 于 在 时 期 0 < t < 1 赚 得 利息 
的 精确 的 求 值 方程 应 为 





T=iA+D Cetit. (5.10) 
1 
不 幸 ， (5.10) 的 形式 不 能 直接 用 来 解 i 必须 找到 1-ti: 的 值 。 假 
设 整 个 时 期 都 是 用 复 利 ， 则 有 
1tit = (1+i)! tC—1. (5.11) 


可 以 将 (5.11) 代入 (5.10), 得 到 关于 的 精确 方程 。 此 方程 可 用 
和 迭代 法 求解 。 只 要 基金 余额 不 会 变 负 ， 5.3 节 保 证 了 由 达 代 法 解 
得 的 利率 是 惟一 的 。 
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如 果 不 提供 计算 机 或 带 有 现成 金融 函数 的 袖珍 计算 器 以 致 无 
法 进行 迭代 ， 或 者 只 需要 近似 解 ， 则 可 以 假设 


1-tit = (1 — ts (5.12) 
以 导出 一 个 简化 公式 。 
{5.12) 式 实际 上 是 此 种 情形 的 单 利 形 式 。 我 们 可 以 将 (5.12》 
代入 (5.10) 并 解 i, 得 到 
> I 
"TT A+TEG0 


(5.13) 式 的 分 子 是 基金 中 赚 得 的 利息 金额 ， 分 母 则 可 解释 为 投资 
本 金 的 平均 金额 ， 它 常 被 称 为 与 i 有 关 的 本 全 。 虽 然 ， 由 于 使 用 
了 单 利 假设 ， {5.13) 并 不 产生 真实 的 实质 利率 , 但 它 所 产生 的 结 
果 常 常 是 与 真实 的 实质 利率 相 接 近 的 ， 只 要 所 有 Ce 相对 于 4 来 
说 是 小 量 ， 而 实际 情况 往往 确 是 如 此 。 然 而 ， 如 果 C 相对 于 4 
并 不 小 ， 则 误差 将 很 明显 。 

{5.13) 式 是 可 以 直接 计算 的 ， 但 分 母 上 的 和 式 算 起 来 比较 麻 
烦 。 因而， 常常 作出 一 个 进一步 简化 的 假设 ， 即 认为 本 金 的 存 入 
和 抽 回 在 整个 投资 时 期 内 是 均匀 发 生 的 。 这样， 平均 说 来 ， 可 以 
假定 净 本 金 投入 发 生 在 时 刻 t= 1/2 。 在 此 假设 下 ， (5.13) 式 变 
为 


(5.13) 























1 


有 A+0.5C 
I 
~ A+05(B—-A-DN) 由 (5.9) 式 
2 了 
= ATB-I (5"14) 
图 5.3 展示 了 此 公式 的 时 间 图 。 
(5.14) 是 一 个 重要 的 公式 ， 它 在 实际 中 被 广泛 用 来 计算 赚 得 
的 利率 ， 例 如 ， 一 些 保险 管理 人 员 用 它 来 计算 保险 公司 投资 资产 
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图 5.3 公式 (5.14) 的 时 间 图 


的 收益 率 。 这 是 一 个 很 方便 的 公式 ， 因 为 它 仅 包含 4, 和 了 ,而 
这 些 量 都 是 很 容易 提供 的 。 然 而 ， 也 应 当 记 得 它 曾 假设 净 本 金 投 
入 发 生 在 时 刻 上 = 1/2 。 如 果 此 假设 不 能 保证 ， 则 应 使 用 更 为 精 
确 (但 仍 是 近似 ) 的 公式 (5.13) 。 

在 某 些 情形 下 ， 可 以 建立 比 (5.14) 更 准确 的 (5.13) 的 简化 形 
式 。 例 如， 假如 我 们 知道 净 本 金 投 入 平均 说 来 发 生 在 时 刻 ,0 < 
上 达 1, 则 这 样 就 有 (5.14) 的 一 种 如 下 推广 形式 : 

I 

EA+ (I—k)B— (Rr 


公式 (5.15) 的 导出 留 作 习题 。 很 明显 ， 当 大 = 1/2 时 (5.15) 就 变 
为 (5.14) 。 然 而， 假如 我 们 知道 平均 说 来 净 本 金 投 入 发 生 在 4 月 
1 自 ， 则 对 于 一 日 历年 的 计算 ， 用 公式 (5.15) 并 取 上 二 1/4 应 当 
产生 比 用 (5.14) 更 为 优越 的 结果 。 

(5.12) 式 看 起 来 非常 类 似 于 1.4 节 中 定义 的 单 利 。 然 而 ， 如 
考虑 各 自 假设 下 的 6 的 形式 ， 就 可 看 出 这 两 者 并 不 等 价 。 

按 1.4 节 的 定义 单 利 的 积累 函数 是 


a( 引 二 1 十 硫 . (1.5) 





j= 





{5.15) 


这 相当 于 假设 
si0 一 让 {5.16) 
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在 此 假设 下 ， 8 的 表示 式 由 (1.34) 给 出 为 


和 


5 = Ti (1.34) 
至 于 击 (5.12) 式 确定 的 单 利 形式 ， 则 有 
ef Sra 1+T1 tt =1+(1— ti 
或 
f Srdr = logell + (1 — td). 
t 
对 + 微分 得 
6 - 对 0 <t<1. (5.17) 


T1410 
显然 (1.34) 式 与 (5.17) 式 并 不 等 价 。 事实 上 ， 它 们 仅 当 t= 1/2 
时 才 等 价 。 不 仅 如 此 , 还 应 注意 公式 (1.34) 是 关于 上 的 递 威 函数 ; 
而 (5.17) 式 则 是 二 的 递增 函数 。 

对 于 连续 支付 的 基金 也 可 建立 类 似 的 结果 。 设 Be 为 在 时 刻 
t 的 未 动用 基金 余额 (0 < 上 < nn), 并 设 在 时 刻 t 以 每 时 期 Ce 的 
比率 连续 地 给 出 投入 { 正 的 或 负 的 ), 这 样 就 有 (5.6) 的 一 种 如 下 
推广 形式 : 


B, = Bo(l +i)"+ A Cl + "tat. (5.18) 














实质 上 ， 公 式 (5.18) 告诉 我 们 ， 基 金 在 nm 个 时 期 之 末 的 余 
额 ， 等 于 基金 开始 时 的 余额 带 利息 积累 m 个 时 期 的 积累 值 ， 再 加 
上 于 有 中 间 揪 入 的 付款 ( 正 的 或 负 的 ) 以 Ct 懂 金额 带 利息 积累 至 
寻 个 时 期 末 的 积累 值 。 

如 人 允许 利息 效力 连续 变化 ， 可 得 到 一 个 更 为 一 般 的 公式 。 即 
可 给 出 (5.18) 式 的 一 种 推广 形式 为 


B= Boel 5de 十 上 Ceef ads dt. (5.19) 
o 
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伴随 (5.19) 式 有 下 列 微分 方程 


d 
Bt Ce (5.20) 


公式 (5.20) 有 一 个 有 趣 的 字面 解释 。 该 式 左边 是 基金 余额 
在 时 刻 上 的 瞬时 变化 率 ， 而 右边 则 将 此 瞬时 变化 率 归 困 于 两 个 因 
素 ， 即 : (1) 对 基金 余额 Be 效力 为 6& 的 利息 ， 加 上 (2) 在 时 刻 
t 对 基金 的 投入 率 ( 正 或 负 ) 。 公 式 (5.20) 的 推导 留 作 习题 。 

诸如 (5.18), (5.19) 和 (5.20) 这 些 公式 在 概念 上 很 有 启发 性 ， 
但 实际 应 用 中 它们 用 得 不 多 。 

例 5.7 某 年 之 初 建立 一 项 投资 基金 ， 初 始 存 款 为 $1000, 4 
个 月 之 后 又 存 入 $500, 在 第 6 个 月 和 第 8 个 月 之 末 分 别 抽 回 $200 
和 $100, 在 该 年 末 基 金 的 总 金额 为 $1272 . 试用 (5.13) 式 求 基金 
在 此 年 内 的 近似 实质 利率 。 

所 计算 的 赚 得 利息 为 


1272 — (1000 + 500 — 200 ~ 100) = 72. 
应 用 (5.13) 式 ， 即 有 


72 72 
1000 十 子 . 500 一 于. 200 一 到.100 ”1200 


例 5.8 ”由 下 列 数据 求 一 家 保险 公司 在 一 个 日 历年 内 的 实质 
利率 : 




















人 





0.06 或 6%%. 





年 初 资产 $10000000 
保险 费 收入 1000000 
投资 毛 收 入 530000 
保险 赔偿 费 420000 
投资 损耗 20000 


其 他 损耗 180000 


164 


通常 要 在 总 投资 收入 中 扣除 投资 损耗 ， 故 有 下 列 方程 : 


A = 
B 

















此 ， 由 (5.14) 式 


10000000 

10000000 + 1000000 + 530000 
一 420000 — 20000 — 180000 
10910000 

530000 — 20000 

510000. 


2(510000) 





10000000 + 10910000 ~ 510000 
小 05 或 5%%. 


85.6 ”时间 加 权利 率 


当 投 资 经 历 变化 较 大 时 ， 在 5.5 节 中 概述 的 计算 一 项 投资 基 
金 收 益 率 的 方法 ， 对 于 不 同时 段 内 的 投资 金额 是 敏感 的 。 例 如 ， 
假定 在 得 益 较 “ 高 ”时 恰巧 “大 量 ” 投资 ， 而 在 得 益 较 “ 低 ”时 则 
“小 量 ” 授 资 ， 则 总 体 收 益 率 将 是 令 人 满意 的 。 反 之 则 情况 相反 。 

我 们 可 用 一 个 极端 的 例子 来 展示 这 种 现象 。 假设 一 个 投资 者 
有 一 投资 基金 , 其 中 一 笔 $1000 的 投资 在 第 6 个 月 之 末 仅 值 $500， 
但 在 1 年 之 末 仍 值 31000 。 如 果 在 这 1 年 内 本 金 既 无 存 人 又 无 抽 


回 ， 则 全 年 的 收益 率 显然 为 0 。 


现在 考虑 ， 假 如 投资 者 在 第 6 个 月 之 末 对 未 动用 投资 余额 加 
倍 , 情况 将 会 如 何 。 因原 始 投 资 $1000 在 第 6 个 月 之 末 仅 值 $500， 
故 投资 者 就 在 其 时 再 存 入 $500 。 这样， 新 的 $1000 的 余额 在 年 


底 将 值 $2000 。 此 笔 业 务 的 求 值 方程 为 
1000{1 二 让 十 500(1 填 让 1/2 = 2000 


此 方程 可 作为 未 知 量 (1 十 2 的 二 次 方程 来 解 ， 得 到 的 收益 率 
为 二 .4069, 或 40.6996 。 

其 次 考察 ， 假 如 投资 者 在 第 6 个 月 之 末 仅 值 $500, 故 投 资 者 
在 其 时 抽 回 $250 。 这样 ， 新 的 $250 的 余额 在 年 底 将 值 $500 。 
这 笔 业务 的 求 值 方程 是 

















-1000(1 十 让 一 250(1 二 区 2 = 500. 


仍 解 关于 (1 + 让 172 的 二 次 方程 ， 得 到 的 收益 率 为 i = 一 0.2892 
或 一 28.92%% 。 

基于 实际 投资 特性 的 这 项 基金 其 收益 率 看 来 似乎 应 当 为 零 。 
然而 ， 在 上 述 的 第 一 个 例子 中 收益 率 明显 大 于 零 ， 这 是 因为 投资 
者 恰 在 投资 经 历 变 得 非常 有 利 的 时 候 存 入 本 金 。 在 第 二 个 例子 中 
情况 正 相反 。 投 资 者 抽 回 本 金 使 收益 率 明显 变 负 。 

因为 投资 金额 显然 影响 计算 得 到 的 收益 率 ， 用 5.5 节 中 方法 
计算 的 比率 有 时 称 为 币值 加 权利 率 。 应 该 注意 前 几 章 中 建立 起 
来 的 复 利 计算 是 在 这 一 基础 上 进行 的 。 

现在 假定 这 项 基金 的 投资 决策 是 由 一 位 投资 经 理 作 出 的 ， 而 
存 人 或 抽 回 本 金 则 是 由 基金 的 拥有 人 决定 的 。 虽 然 上 述 两 个 例子 
中 币值 加 权 计 算 对 基金 拥有 人 提供 了 其 实际 收入 的 精确 度量 ， 但 
这 些 计算 却 没有 给 投资 经 理 提供 一 个 “真实 ”特性 的 好 的 度量 ， 
它 是 零 。 

这 样 一 种 度量 应 该 基于 另 一 种 计算 基金 收益 的 方法 ， 称 为 时 
间 加 权利 率 。 在 这 种 方法 中 ; 我 们 将 考虑 这 一 年 中 每 存 一 次 存 人 
或 抽 回 而 构成 的 逐个 区 段 。 在 上 面 的 例子 中 ， 头 6 个 月 的 收益 率 
为 放 = 一 50% 而 后 6 个 月 的 收益 率 则 为 jo = 100 贸 。 对 于 全 年 
来 说 可 以 组 合 而 得 





1+i=(1+j)(1+j2)= (1-0.5(l+1)=1. 
这 样 ， 不 管 本 金 存 和 人 或 抽 回 ，i 二 0 。 
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可 以 将 这 一 方法 推广 如 下 。 假 设 在 一 年 中 的 某 些 时 刻 己 , 如， 
…, tm-l 共有 了 如 一 1 次 本 金 的 在 入 或 抽 回 。 这 样 整个 一 年 就 被 
划分 为 m 个 区 段 ， 如 图 5.4 所 示 。 








+ + + 
时 间 : w=0 站 a | m= 
投入 C1 Cz cy Ca 

基金 伪 : 后 3" Ez a EA Bm 

~ ~ 

收益 率 : 而 站 放 各 


图 54 ”时 间 加 权利 率 的 时 间 图 


设 在 时 刻 tk 对 基金 的 净 投 入 金额 (可 正 可 负 ) 为 Ch (k 一 
1,2,…,m - 1) 。 符 号 上 的 “1” 是 用 来 与 本 章 早 先 的 符号 相 区 
别 ， 即 实际 上 Ok = Cu 。 设 恰 在 每 次 投入 之 前 的 基金 值 为 BB 
(大 二 1,2,.…,m 一 1) 。 基 金 在 全 年 开始 时 的 值 记 为 B6 = Bo, 在 
全 年 结束 时 的 值 记 为 B= B1 。 最 后 ， 设 m 个 区 段 的 收益 率 分 
别 为 杀 大 一 12…p) 。 

由 时 间 如 权 方 法 计算 的 m 个 区 段 的 收益 率 为 








或 Bi 

RT Bit Oh 
换言之 ， 对 于 每 -- 区 段 ， 1 加 上 收益 率 等 于 该 区 段 末 的 基金 余额 
除 以 该 区 段 初 的 基金 余额 。 


-1 对 k= 12 (3.21) 
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全 年 的 收益 率 则 由 
1+i= (1 + +j2) (1 + jm) 


或 
i= (1+)(1+j2) (1+ kn) —1 (5.22) 
得 出 。 

必须 指出 ， 由 时 间 加 权 方 法 计算 的 政 益 率 并 不 与 复 利 一 致 。 
然而 ， 对 于 描述 基本 投资 特性 来 说 ， 时 间 加 权 计算 确实 提供 了 比 
币值 加 权 计 算 更 好 的 指标 。 当 然 ， 币 值 加 权 计 算 对 实际 达到 的 投 
资 结果 提供 了 有 效 的 度量 。 

例 5.9 在 1 月 1 日 某 投资 帐户 有 款 $100000, 到 5 月 1 日 
其 值 增加 到 $112000, 并 存 入 $30000 的 新 本 金 。 到 11 月 11 日 其 
值 减少 为 $125000 并 抽 回 $42000, 到 次 年 1 月 1 目 此 投资 帐户 
再 次 有 存款 $100000 。 试 用 (1) 币值 加 权 方 法 ， (2) 时 间 加 权 方 
法 分 别 计算 收益 率 。 图 5.5 所 示 为 本 例 的 业务 。 


日 期 1-1 5-1 11-L 1-L 
+30,000 42,000 
基金 值 100,000 112,000 125,000 100,000 


5.5 例 5.9 的 时 间 图 
1. 赚 得 的 利息 总 者 可 由 (5.9) 式 而 得 ， 即 
B=A+C+I. 


故 有 
100000 = 100000 十 (30000 一 42000) 十 了 
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或 
T = 12000. 


由 (5.13) 式 可 得 币值 加 权利 率 为 


12000 
100000 十 凶 - 30000 一 让 42000 
12000 


= 五 5000 = 0.1062,， 或 10.62 双 . 





f 三 





如 使 用 复 利 而 不 是 (5.13), 可 以 得 到 更 精确 的 解答 ， 但 解 求 值 广 
程 将 需要 困难 的 选 代 。 在 本 例 中 这 样 做 是 不 值得 的 。 应 该 指出 ， 
在 使 用 币 信 加 权 方法 时 ， 期 中 的 基金 余额 (本 例 中 为 $112000 和 
$125000) 对 答案 没有 影响 。 

2. 用 公式 (5.21) 和 (5.22) 可 得 时 间 加 权利 率 为 


加 | [| 100000 
7 一 lr00000] |142000| (83000 
(1.12)(0.880282)(1.204819) — 1 


二 0.1879, 或 18.79%. 








上 


这 样 ， 时 间 加 权利 率 比 币值 加 权利 率 大 得 多 。 我 们 仔细 分 析 
一 下 三 个 区 段 就 可 明白 产生 这 种 情况 的 原因 。 在 头 4 个 月 和 最 后 
两 个 月 ， 投 资 经 历 是 很 有 利 的 ， 但 中 间 的 6 个 月 出 正 相 坛 。 因 为 
新 的 本 金 恰恰 在 投资 情况 变 坏 前 存 信 ， 而 在 投资 情况 再 次 转 好 前 
却 又 抽 回 一 笔 本 金 ， 故 币 慎 加 权 计 算 就 受到 了 不 利 的 影响 。 

简 言 之 ,币值 加 权利 率 10,62 咒 是 对 投资 者 实际 得 到 的 金融 
收入 的 度量 。 而 时 间 加 权利 率 18.79 猎 则 是 对 此 项 投资 基金 实际 
特性 的 度量 ， 它 与 带 有 偶然 性 的 投资 金额 无 关 。 

请 读者 不 要 以 为 ， 两 种 方法 计算 结果 一 般 都 有 本 例 中 这 样 大 
的 差别 。 本 例 中 一 方面 本 金 的 存 入 和 抽 回 时 机 都 选择 得 很 坏 ， 另 
一 方面 ， 投 资 特性 又 波动 很 大 (就 象 在 投资 于 普通 股 时 那样 ), 两 
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合 在 一 起 就 产生 了 这 样 明显 的 效应 。 如 果 投 资 特性 比较 稳定 ， 
或 者 本 金 的 存 入 与 抽 回 与 基金 余额 相 比 为 较 小 ， 或 两 种 情况 都 发 
生 ， 则 两 种 方法 的 差别 就 会 小 得 多 。 实 际 上 ， 在 以 稳定 利率 投资 


于 稳定 的 投资 基金 时 ， 两 种 方法 的 差别 通常 是 不 重要 的 。 








§5.7 ”投资 组 合 方法 与 投资 年 度 方法 

考虑 一 种 常见 的 情况 ， 即 一 项 投资 基金 是 若干 个 不 同 的 个 体 
(个 人 或 公司 ) 共同 持 有 的 。 一 个 例子 是 一 项 养老 基金 , 其 中 每 个 参 
加 此 计划 者 有 其 自己 的 帐户 。 然而， 此 项 投资 基金 又 是 混合 的 ， 
即 每 个 帐户 并 非 有 自己 独立 的 资产 ， 而 是 在 整个 帐户 中 占有 一 定 
比例 的 一 份 。 

会 出 现 一 个 问题 是 该 如 何 分 配 利息 给 各 个 帐户 。 有 两 种 常用 
的 分 配 利 息 给 各 个 帐户 的 不 同方 法 ， 那 就 是 投资 组 会 方法 与 投 
资 年 度 方法 。 

在 投资 组 合 方法 中 ， 计 算出 一 个 基于 整个 基金 所 得 的 平均 比 
率 ， 并 分 配 到 每 个 帐户 。 这 种 方法 很 入 单 明了 且 易 于 实行 。 这 是 
一 个 在 各 种 情况 下 长 年 使 用 的 方法 。 

然而 ， 在 利率 波动 的 时 期 使 用 投资 组 合 方法 会 出 现 问题 。 例 
如 考虑 利率 在 近期 曾 有 明显 上 升 的 情况 。 投 资 组 合 方法 可 能 产生 
8 狗 的 平均 比率 , 而 新 的 储蓄 实际 上 可 以 获 利 10% 。 组合 利率 较 
轿 的 原因 是 基金 中 包含 了 一 些 过 去 所 作 的 低 收益 率 的 投资 。 在 这 
种 情况 下 ， 实 际 上 是 阻止 人 们 向 基金 作 新 的 存款 ， 而 且 还 是 鼓励 
人 们 抽 回 存款 。 

投资 年 度 方法 可 用 来 处 理 这 类 问题 ， 它 在 分 配 利息 时 确认 投 
资 的 日 期 和 当前 日 期 这 是 一 种 在 1960 年 代 和 1970 年 代 开 始 流 
行 的 新 方法 ， 当 时 正 有 一 较 长 的 利率 上 升 时 期 。 在 投资 年 度 方法 
中 新 的 存款 利率 (在 上 例 中 是 10 史 ), 常 被 称 为 “新 投资 资金 收益 
率 ”。 
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在 实践 中 ， 投 资 年 度 方法 用 起 来 显然 出 投资 组 合 方法 要 复杂 
一 些 。 然 而 ， 许 多 诸如 银行 和 保险 公司 的 金融 机 构 ， 感 到 需要 在 
利率 上 升 时 期 利用 投资 年 诬 方 法 来 吸引 新 的 储 营 及 不 鼓励 抽 回 本 
金 。 自 然 ， 当 利率 下 降 时 情况 正 相 反 ， 这 时 投资 组 合 方法 比 投资 
年 度 方法 更 有 吸引 力 。 当 利率 频繁 地 上 下 波动 ， 犹 如 在 1980 年 
代 那 样 ， 这 将 变 成 一 个 很 有 趣 的 猜测 哪 种 方法 更 为 有 利 的 游戏 。 

在 应 用 投资 年 度 方法 时 ， 会 立即 产生 一 个 与 再 投资 率 有 关 揭 
问题 。 在 实践 中 建立 了 两 个 针对 这 一 问题 的 一 般 方法 。 在 第 一 种 
方法 即 下 降 系 统 中 ， 当 需要 再 投资 时 ， 伴 确 一 个 特定 投资 年 度 的 
基金 会 减少 。 而 投资 年 度 方法 中 的 利率 反映 了 对 于 减少 中 的 余 留 
资产 的 投资 率 。 

， 相反 地 , 在 第 二 种 方法 即 国定 系统 中 , 伴随 一 个 特定 投资 年 
度 的 基金 金额 保持 固定 。 投 资 年 度 方法 中 的 利率 反映 了 被 随后 的 
再 投资 率 所 修正 的 对 原始 投资 的 投资 率 。 

在 实行 投资 年 度 方法 时 ， 另 一 项 考虑 是 要 在 某 个 时 刻 将 过 程 
截断 。 举 一 个 极端 的 例 了 于 ， 璧 如 将 投资 年 度 方 法 保持 100 年 是 没 
有 什么 意义 的 ! 通常 说 来 ， 选 择 任 一 个 时 期 ， 在 此 之 后 这 一 过 程 
就 停止 而 回复 到 投资 组 合 方法 。 例 如 选择 应 用 投资 年 度 方 法 的 时 
期 是 10 年 ， 则 任何 存 人 超过 10 年 的 基金 将 按 投 资 组 合 方法 来 分 
配 。 

在 实际 中 ， 实 行 投资 年 度 方法 的 通常 做 法 是 : 按照 原始 投资 
日 期 和 从 那 时 以 来 经 过 的 时 间 规定 一 个 二 维 的 利率 表格 。 为 了 表 
述 方便 起 见 ， 我 们 假定 所 有 的 时 期 均 用 日 历年 来 度量 ， 且 所 有 存 
入 和 抽 回 均 在 1 月 1 日 进行 。 

设 y 是 储 营 的 日 历年 ,而 m 是 应 用 投资 年 度 方 法 的 年 数 。 在 
投资 第 t 年 分 配 的 利率 记 为 宫 , 其 中 t= 1,2,… ,mm 。 当 t>m 
时 ， 将 应 用 投资 组 合 方法 而 利率 仅 随 日 历年 变化 。 在 日 历年 y 分 
配 的 组 合 利率 记 为 i 。 这 一 符号 是 在 第 一 章 中 (1.4b) 式 建立 起 
来 并 随后 使 用 的 符号 的 推广 。 
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表 5.2 是 一 个 使 用 投资 入 
m 二 5 。 表 中 的 第 一 和 








FE 度 方法 分 配 利率 表 的 例子 ， 其 中 
FE 是 日 历年 z, 而 最 近 的 年 份 是 日 历年 *+10 。 














表 5.2 投资 年 度 方法 例 

原始 投资 投资 年 利率 组 合 组 侣 利率 

日 历年 y 六 如 说 i 利率 的 日 历年 
15 y+5 

之 8.00%。” 8.10 和 % ”8.10%” 8.25% 8.30 帝 ”8.10%®% zz 十 5 

z+1 8.25 8.25 8.40 8.50 8.50 8.35 z+6 

z+2 8.50 8.70 8.75 8.90 9.00 S.60 z+7 

z+3 9.00 9.00 9-10 9.10 9.20 8.85 z+8 

之 十 和 900 910 920 930 940 910 z+9 

之 十 号 9.25 9.35 9.50 9.55 9.60 9.35 z 二 10 

二 十 6 9.50 9.50 9.60 9.70 9.70 

z+47 10.00 1000 9.90 9.80 

Zz 十 8 10.00 9.80 9.70 

z+9 9.50 9.50 


z+10 9.00 








对 于 某 一 确定 的 投资 年 份 ， 利 率 的 变化 形式 是 先 按 照 水 平 线 
一 直 走 到 右边 一 列 ， 然 后 折 为 向 下 。 
对 于 任 一 确定 的 日 历年 ， 利 率 分 配 表 现 为 向 上 、 向 右 的 对 角 





线 。 


各 投资 基金 之 间 的 竞争 通常 集中 在 第 一 生 


E 分 配 的 新 存 户 利 





率 ， 以 诱 使 存 户 向 其 基金 投资 。 新 存 户 利率 出 现在 冠 以 这 的 一 列 


中 。 


在 实际 中 ， 实 行 投资 年 度 方法 通常 较为 复杂 ， 这 从 表 5.2 可 
以 看 出 。 复杂 性 的 来 源 之 一 是 投资 基金 分 配 利率 的 改变 经 常 比 按 
年 改变 更 为 频繁 ， 例 如 可 按 月 或 按 季 改变 。 另 一 个 复杂 性 是 需要 
处 理 那 种 在 任何 日 期 的 存 入 或 抽 回 。 一 般 说 来 ， 分 配 利率 是 按照 
日 历时 期 计 的 ， 而 分 配 的 利息 则 要 基于 按 各 利率 投资 于 基金 的 时 


期 。 
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还 值得 注意 , 表 5.2 中 的 投资 年 度 方 法 可 能 是 基于 固定 系统 。 
如 果 用 下 降 系 统 的话 ， 则 对 每 一 原始 投资 的 日 历年 份 ， 沿 着 水 平 
方向 5 年 时 期 内 的 利率 变化 将 比 表 5.2 所 示 更 接近 于 常数 。 

例 5.10 在 z 上 4 年 之 初 向 一 投资 基金 投资 $S1000, 其 利率 
分 配 按 表 5.2 所 示 。 问 在 日 历年 z 十 7 到 z 十 9 这 三 年 中 共 得 到 
多 少 利息 ? 

在 此 情形 下 , 很 容易 眉 改 一 下 在 公式 (1.38) 中 所 用 的 方法 以 
按照 变 利率 计算 积累 值 。 此 项 投资 日 历年 > 七 7 之 初 的 积累 值 为 








1000(1.09)(1.091)(1.092) = $1298.60. 
此 项 投资 在 日 历年 z 十 10 之 初 的 积累 值 为 
1000(1.09)(1.091)(1.092)(1.093)(1.094)(1.091) = $1694.09 
这 样 ， 从 日 历年 z 十 ?7 到 z 十 9 所 得 利息 总 金额 为 


1694.09 一 1298.60 = $395.49. 


35.8 ”资金 预算 


有 一 个 同时 面向 个 体 和 合伙 投资 者 的 问题 ， 是 需要 决定 投资 
资金 的 金额 及 这 些 资金 在 各 种 可 能 的 投资 项 目 之 间 的 分 配 。 作 出 
这 类 决定 的 过 程 常 称 为 资金 预算 。 

在 实际 中 ， 经 常 遇 到 资金 预算 的 两 种 主要 方法 。 第 一 种 称 为 
收益 率 方法 。 在 此 方法 中 ， 投 资 者 用 (5.3) 式 计算 每 种 可 供 选 择 
的 投资 的 收益 率 。 投 资 者 将 建立 一 个 可 接受 利率 , 它 是 可 以 接受 
的 最 小 的 返回 率 。 确 定 这 一 可 接受 利率 是 一 项 商业 判断 的 行为 ， 
这 基于 各 方面 的 考虑 ， 诸 如 增加 资金 的 代价 及 投资 者 的 利润 目标 
等 。 
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所 有 收益 率 高 于 可 接受 利率 的 投资 将 被 进一步 考虑 ， 而 那些 
收益 率 低 于 可 接受 利率 的 投资 则 将 被 排除 在 外 。 然 后 将 收益 率 高 
于 可 接受 利率 的 供 选 择 的 投资 方案 按 收 益 率 高 低 排序 ， 其 中 收益 
率 最 高 的 那些 按 下 降 顺 序 一 一 选用 ， 直 到 可 用 于 投资 的 资金 用 尽 
为 止 。 

第 二 种 方法 是 净 现 时 值 方法 。 这 就 是 投资 者 用 (5.2) 式 对 
每 种 可 供 选 择 的 投资 计算 P(i) 。 这 里 已 ( 芭 是 按 可 接受 利率 计算 
的 。 

具有 正 的 P(i) 的 投资 将 被 进一步 考虑 ， 面 具有 负 的 P(i) 的 
投资 则 被 排除 在 外 。 然 后 在 那些 具有 正 的 P(i) 的 投资 中 间 这 样 
分 配 资金 : 使 得 所 有 投资 返回 的 现时 值 减 去 对 投资 投入 的 现时 值 
达到 最 大 。 现 时 值 是 按 可 接受 利率 计算 的 。 

如 果 只 存在 唯一 的 收益 率 ， 则 这 两 种 方法 将 产生 一 致 的 结 
果 - 换言之 ， 收 益 率 高 于 可 接受 利率 的 投资 将 有 正 的 P(i), 反之 
亦 然 。 然 而 ， 收 益 率 不 一 定 存 在 及 唯一 这 一 事实 ， 已 使 许多 金融 
业 的 作者 宁愿 用 净 现 时 值 方法 而 不 用 收益 率 方法 。 

另 一 个 情愿 用 净 现 时 值 方法 的 理由 是 : 作为 决策 过 程 的 一 部 
分 它 已 自动 使 得 返回 给 投资 者 的 金额 达到 最 大 。 另 一 方面 ， 收 
益 率 方法 也 有 它 的 吸引 力 ， 它 很 容易 掌握 和 比较 。 然 而 ， 收 益 率 
方法 的 利用 在 未 作 附加 计算 时 ， 并 不 直接 引 向 用 金钱 来 度量 的 金 
融 结 果 。 

以 上 对 资金 预算 的 描述 都 是 从 投资 者 (贷款 人 ) 的 观点 来 看 
的 。 在 应 用 资金 预算 的 场合 ， 情 况 也 往往 确 是 这 样 。 但 是 ， 也 可 
以 将 程序 修改 为 由 借方 来 用 。 此 时 ， 收 益 率 方法 的 规则 是 反 过 来 
几 的 ， 也 就 是 说 ， 一 项 “好 ”的 业务 有 低 的 收益 率 ， 而 “不 好 ”的 
业务 由 有 高 的 收益 率 。 另 一 方面 ， 净 现时 值 方法 也 可 同样 对 借方 
来 用 ， 只 要 (5.2) 式 中 的 Re 是 从 借方 角度 来 看 的 。 

本 节 对 资金 预算 的 讨论 并 未 考虑 各 种 投资 所 包含 的 比较 风 
险 。 厌 体 上 我 们 是 假设 所 比较 的 各 种 投资 不 存在 风险 。 考 虑 风险 
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可 以 改进 决策 的 过 程 。 秽 如 ， 有 一 项 高 风险 的 预计 收益 率 为 15%% 
的 投资 和 一 项 低 风险 的 预计 收益 率 为 14% 的 投资 ， 是 否 会 有 很 
多 投资 人 宁愿 选 前 者 而 不 选 后 者 ， 这 是 很 值得 怀疑 的 - 包含 风险 
的 金融 计算 将 在 9.5 节 中 考虑 。 

本 节 中 对 资金 预算 的 描述 相当 简单 ， 读 者 如 有 兴趣 要 了 解 进 
一 步 的 内 容 ， 可 阅读 一 些 标准 的 金融 教科 书 。 

例 5.11 分析 表 5.1 中 所 给 的 投资 项 目 作 为 资金 预算 的 练 
习 。 

由 例 5.1 可 知 本 项 目的 收益 率 为 12.96%, 表 5.3 列举 了 用 公 
式 (5.2) 对 一 系列 利率 算出 的 净 现 时 值 P(i) 。 





表 5.3” 例 5.11 的 净 现 时 什 


利 宗 1 ”党 现时 入 (2) 
0% $27000 
5 12675 
10 3695 
15 -2046 
20 -5778 
25 -8236 





假设 一 投资 者 的 可 接受 利率 为 0% 。 因 12.96% > 10%, 投 
资 者 将 会 接受 此 项 目 作 进一步 的 考 虚 。 如 用 净 现时 值 方 法 投资 者 
也 会 接受 它 ， 因 为 P(0.1) = 3695 > 0 。 

现在 转 而 考虑 一 投资 者 ， 假 定 其 可 接受 利率 为 15%, 则 因为 
12.96% < 15 骂 , 此 投资 者 将 会 拒绝 这 个 项 目 。 而 利用 净 现 时 值 方 
法 投资 者 也 会 拒绝 它 ， 因 为 P(0.15) = -2046 <0。 

从 图 形 上 来 分 析 表 5.3 将 给 我 们 以 启发 。 这 些 结果 在 图 5.6 
中 以 实 线 来 表示 。 

显然 P( 让 是 利率 的 单调 减少 函数 。 而 且 它 在 收益 率 12.96% 
的 左 方 为 正 ， 右 方 为 负 。 图 5.6 中 的 实 线 是 金融 业务 中 净 现 时 值 
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图 5.6 例 5.11 的 净 现 时 值 


的 标准 图 形 ， 其 中 对 投资 者 (贷方 ) 有 唯一 的 收益 率 。 


读者 应 注意 ， 具 有 唯一 收益 率 的 金融 业务 净 现时 值 的 图 形 从 
此 笔 业务 借方 的 观点 来 看 是 一 个 递增 函数 而 不 是 递减 函数 。 为 说 
明 这 一 点 ， 让 我 们 假设 表 5.3 中 所 示 项 目 从 借方 来 看 只 有 一 方 。 
对 借方 来 说 ， 对 应 的 图 形 为 图 5.6 中 点 划 线 。 注意 正 的 P(i) 值 位 
于 收益 率 的 右 方 而 不 是 左 方 。 


例 5.12 分 析 5.3 节 开始 时 的 例子 ， 作 为 资金 预算 的 练习 。 


图 5.7 是 该 项 业务 的 时 间 图 。 两 个 进入 投资 的 资金 注 表示 于 
图 的 顶部 ， 而 一 个 退出 投资 的 资金 流 表示 于 图 的 底部 。 
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< 十 











图 57 例 5412 的 时 间 图 





由 公式 (5.2)， 
P(i) = 一 100 + 230v 一 132v2. 


由 5.3 节 知 它 有 两 个 收益 率 ， 10 锅 与 20% 。 表 5.4 列举 了 
对 一 系列 利率 的 P(i) 。 


囊 5.4 例 5.12 的 净 现 时 全 


0% -2.00 


5 -0.68 
10 0 
15 十 0.19 
20 0 


25 -0.48 


这 些 结果 展示 于 图 5.8 中 ， 了 (i) 的 最 大 值 发 生 在 14.78%, 但 
它 等 于 P(i) 在 15% 的 值 ， 精 确 到 表 5.4 所 用 的 两 位 小 数 。 

收益 率 的 非 唯一 性 常常 成 为 人 们 在 资金 预算 中 欢喜 用 净 现 时 
值 方法 而 不 用 收益 率 方法 的 理由 。 然而， 我 们 现在 将 指出 ， 对 于 
净 现 时 值 方法 问题 同样 存在 。 
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图 5.8 例 5.12 的 净 现 时 值 


在 图 5.8 中 ，P(i) 在 20% 收益 率 附 近 为 递减 函数 , 这 从 对 贷 
款 者 有 利 的 观点 来 看 是 正常 的 形式 。 然而， P( 匀 在 10% 收益 率 
附近 是 递增 函数 。 这 样 ， 在 此 例 中 如 果 一 位 贷款 人 仅 要 求 5% 的 
回报 率 , 则 这 项 投资 很 不 好 ,因为 PG)] 是 负 的 ， 但 如 果 贷 款 人 要 
求 的 回报 率 提高 到 15 铬 , 则 这 又 成 为 一 项 好 的 投资 , 因为 P( 让 现 
在 是 正 的 ! 这 一 结果 是 不 合 逻 辑 的 ， 证 明了 在 存在 多 重 收益 率 的 
场合 ， 在 资金 预算 中 应 用 净 现 时 值 方法 并 没有 解决 内 在 的 问题 。 




















85.9 “一般 借贷 模型 


5.3 和 5.8 节 已 经 显示 ,在 存在 多 重 收 益 率 的 场合 ,要 对 某 些 
金融 计算 找 出 合理 的 解释 及 对 不 同 的 金融 业务 作出 比较 会 遇 到 某 
些 困难 。 在 实践 中 曾 提 出 各 种 方法 以 回避 多 重 收 益 率 带 来 的 内 在 
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向 题 。 

一 种 方法 是 将 未 来 的 资金 输出 流 按 一 规定 的 利率 贴现 ， 然 后 
仅 基 于 未 来 的 资金 输入 流 来 完成 其 余 计算 。 这 项 规定 的 利率 是 投 
资 者 能 安全 地 得 到 的 保守 利率 。 事 实 上 ， 投 资 者 是 为 未 来 的 资金 
输出 流 “预先 设立 基金 ”, 即 可 以 在 可 能 付出 这 些 资金 输出 流 之 外 
建立 一 项 基金 ， 它 等 于 按 振 定 利率 计算 的 未 来 资金 输出 流 的 现时 
值 。 现在 用 未 来 资金 输入 流 计算 的 收益 率 将 是 唯一 的 。 这 样 一 种 
基金 是 否 实际 上 建立 起 来 与 计算 的 有 效 性 是 无 关 的 。 

在 本 节 的 余下 部 分 将 讨论 另 一 种 方法 。 在 5.3 节 中 我 们 曾经 
指出 ， 如 果 在 整个 投资 期 间 未 动用 投资 余额 始终 为 正 ， 则 收益 率 
将 为 唯一 。 我们 可 以 推广 这 一 结果 ， 并 定义 一 个 纯 投 资 项 目 , 对 
此 项 目 所 有 Bs 之 0 ( 当 t= 0,1,2,.…,n) 。 一 个 纯 投资 项 目 就 是 
在 整个 投资 期 间 投资 者 始终 有 钱 投入 此 项 目 。 

现在 转向 借款 人 的 观点 而 定义 一 个 纯 借 党项 目 , 在 此 项 目 中 
所 有 Bi < 0 (t= 0,1,2,…,n) 。 一 个 纯 借 贷 项 目 就 是 在 整个 投 
资 时 期 ， 投 资 者 始终 欠 项 目 钱 。 这样 ， 在 此 情形 下 投资 者 实际 上 
成 了 借款 人 。 

若 整个 投资 期 间 未 动用 余额 有 时 为 正 ， 有 时 为 负 ， 就 可 能 产 
生 多 重 收 益 率 。 我 们 称 此 种 项 目 为 混合 项 目 , 因为 投资 者 在 投资 
期 间 有 时 是 贷款 人 ， 有 时 又 是 借款 人 。 

这 个 一 般 模 型 是 基于 这 样 的 前 提 : 投资 者 在 投资 期 间 处 于 贷 
款 人 位 置 时 的 利率 不 同 于 他 处 于 借款 人 位 置 时 的 利率 。 当 投资 者 
处 于 贷款 人 位 置 ， 即 投资 余额 Be > 0 时 ， 可 接受 利率 称 为 项 目 
投资 率 , 并 记 为 r" 。 而 投资 人 处 于 惜 款 人 位 置 ， 即 B: < 0 时， 可 
接受 利率 称 为 项 目 借 宽 率 , 记 为 了 。 

一 般 来 说 ，r 会 大 于 f, 因为 一 个 精明 的 投资 者 作为 贷款 人 
时 的 可 接受 利率 会 比 作为 借款 人 时 的 可 接受 利率 要 大 。 但 数学 推 
导 并 不 需要 > > 上。 

我 们 将 建立 (5.4) 到 (5.6) 时 用 的 方法 推广 到 现在 的 情况 .。 初 
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始 基金 余额 为 
Bo = Co. {5.23) 


逐次 的 基金 余额 可 由 以 下 递 推 公式 而 得 
Bi = Bii(l t+7)+O, 车 Bei >0 《5.24a) 


或 
B: = Be-i(1l+ +G, 车 Bei <0, (5.24b) 


其 中 上 = 1,2,…,n 。 最 终 基 金 余 额 是 如 下 ”和 了 的 多 项 式 : 


Ba = Col +r)™(+ I ™ 
+OIL Fr + frm! 
+ + Cn, (5.25) 


其 中 mj 为 整数 , 且 n>mo>m>.… 之 mn 之 0。 在 (5.25) 
式 中 mj 是 从 时 刻 了 到 时 刻 nm 中 使 用 利率 "的 时 期 总 数 ; 而 其 余 
时 怪 用 利率 了 。 

如 果 了 = f, 公式 (5.23) 到 (5.25) 即 化 简 为 (5.4) 式 到 (5.6) 
式 。 回忆 起 在 收益 率 点 B。 = 0, 如 果 7 关 f, 收益 率 概念 仍然 可 
用 。 但 在 此 种 一 般 情形 ， 收 益 率 不 是 单个 的 数 ， 而 是 7 和 了 之 间 
的 一 个 函数 关系 。 换 言 之， 如 果 对 一 个 给 定 的 f, 可 以 找到 一 个 
的 值 使 Bs = 0, 则 称 7 和 y 为 此 项 业务 的 一 对 收益 率 。 对 于 存 
在 收益 率 的 业务 通常 有 无 穷 多 对 的 7, f, 且 可 找到 了 与 了 之 间 的 
一 个 函数 关系 。 

以 上 给 出 了 资金 预算 中 收益 率 方法 的 推广 。 同样 也 可 以 推广 
净 现 时 值 方法 。 回 忆 一 下 ,定义 净 现时 值 的 公式 (5.2) 是 基于 RR， 
它们 是 上 面 所 用 的 Ce 的 负 值 。 因此 ， 净 现时 信 的 正 值 对 应 于 Bn 
的 负 值 , 反之 亦 然 。 投资 者 喜欢 Bn 为 负 值 这 一 事实 , 可 以 这 样 解 
释 : 在 投资 期 末 投 资 余额 为 负 对 投资 者 说 实际 上 是 有 正 的 余额 。 
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对 这 个 借贷 模型 的 进一步 分 析 感 兴趣 的 读者 可 参阅 书 末 列举 
的 由 D. Teichroew, A. A. Robichek 和 M. Montalbano 所 写 的 
两 篇 论文 ( 均 1965) 。 

例 5.13 ”一 位 投资 者 欲 立 即 投资 $1600, 第 2 年 之 末 再 投资 
$10000, 以 换取 在 第 1 年 之 末 收 到 $10000 。 

(1) 如 果 r = 了 求 收益 率 。 

(2) 如 果 * 与 了 是 收益 率 对 ， 将 ” 表示 为 了 的 函数 。 

(3) 如 果 7 = 70%, 有 = 30%%, 投资 者 会 接受 还 是 拒绝 这 笔 业 
务 ? 

(4) 车 了 = 50%, 重新 考虑 (3) 。 

1. 设 i 二 7+ 二 了, 求 值 方 程 为 


1600(1 + i)? + 10000 = 10000(1 十 让 . 
此 二 次 方程 的 两 个 根 为 
ft 一 0.25 或 25 色 


及 
二 4 或 400%. 


这 样 ， 我 们 有 了 一 笔 有 多 重 收益 率 的 业务 。 


2. 投资 余额 在 第 1 年 末 为 正 ， 而 第 2 年 末 为 负 。 故 利率 7 在 
第 1 年 应 用 而 利率 f 在 第 2 年 应 用 。 且 有 





Bo = 1600, 
B: = 1600(1 + r) - 10000, 
B2 = [1600(1+7)— 10000](L+ 户 上 +10000 = 0. 


这 决定 了 r 和 了 间 的 一 个 函数 关系 。 将 ” 解 为 了 的 函数 
me | 1 | 


1+7 = T1600 (1 1+F 
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1 
= 6.25|1—-—|-1, 
" | | 
6.25 
= 5.25- 一 一 
1+f 


7 与 了 的 某 些 样本 值 见 表 5.5 。 
表 55 例 5.13 的 项 目 率 
借贷 率 了 EE 了 


100 2 5 
150 275 
200 317 
300 369 
400 400 








注意 在 两 个 收益 率 处 7 = f, 正如 预期 的 那样 。 还 应 
两 个 收益 率 之 间 + > f, 这 是 正常 的 关系 。 然 而， 在 此 范围 之 外 
7r < f 最 后 还 应 注意 当 了 增加 时 r 也 增加 。 

3. 用 (5.23) 到 (5.25) 式 ， 就 有 : 





Bo = Co= 1600, 
B1 = Bol+r)+O 

= 1600(1.7) — 10000 = 一 7280， 
B = Bll+f)+Cs 


= (一 7280)(1.3) + 10000 = 536. 


因 B2 > 0, 投资 者 拒绝 这 笔 业务 。 
4. 用 上 面 同样 的 方法 ， Bo 与 记 不 变 。 新 的 最 终 余额 为 


Bz = (一 7280)(1.5) + 10000 = 一 920. 
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因 B2 < 0, 投资 者 接受 这 项 业务 。 

考虑 一 下 为 何 (4 被 接受 而 (3) 却 被 拒绝 是 很 有 教 益 的 。 两 
个 例子 各 的 唯一 差别 在 于 借款 的 可 接受 利率 f 。 如 果 投 资 者 愿意 
借贷 的 最 大 利率 是 30 咒 , 此 项 业务 将 被 拒绝 ， 但 如 投资 者 愿意 以 
高 达 50%% 的 利率 借款 ， 则 这 笔 业务 将 被 接受 。 


习题 

85.2 ”贴现 资金 流 分 析 

1. a) 用 延 付 年 金 符号 表示 表 5.1 中 投入 的 现时 值 。 

b) 用 延 付 年 金 符 导 表示 表 5.1 中 返回 的 现时 值 。 

2. 一 项 Co = $3000, C1 二 $1000, Ri = $2000 及 R> = 
$4000 的 投资 的 内 返回 率 可 表示 为 1/n, 求 %。 

3. 一 项 10 年 期 的 投资 项 目 需 要 在 开始 时 有 $100000 的 初始 
投资 及 每 年 之 初 有 维持 费 。 第 1 年 的 维持 费 为 $3000, 以 后 每 年 
增加 6% 。 项 目的 年 度 返 回 在 第 1 年 末 为 $30000, 以 后 每 年 减少 
4%, 求 Re 。 

4. 一 位 投资 者 进入 一 项 契约 , 他 立即 付款 $7000, 第 2 年 之 末 
付 $1000, 以 交换 在 第 1 年 末 得 到 $4000 和 第 3 年 末 得 到 $5500， 
求 

















a) P(0.09) 。 

b) P(0.10) 。 

5. 试 确定 基于 (5.2) 式 的 Newton-Raphson 过 代 公式 ， 它 一 
般 可 用 来 计算 未 知 的 收益 率 。 

$5.3 ”收益 率 的 唯一 性 

6，a) 在 第 4 题 中 ， 利 用 Descartes 符号 规则 得 到 的 可 能 收 
益 率 的 最 大 个 数 是 多 少 ? 

b) 由 该 题 两 个 答案 明显 可 知 在 9% 与 10% 间 存 在 一 收益 
率 ， 癌 它 是 否 唯一 ? 
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c) 解释 你 对 b) 的 答案 。 

7. 现在 付款 $100 及 2 年 后 付款 $108.15 与 1 年 后 付款 $208 
对 两 个 利率 i 和 了 都 是 等 价 的 。 确 定 这 两 个 利率 的 绝对 差 。 
8. 证 明 如 Co 与 Cw 同 号 就 不 能 保证 收益 率 的 唯一 性 。 
9. 一 投资 者 立即 付 $100, 第 2 年 末 再 付 $X, 以 换取 在 第 1 
年 末 得 到 $200, 试 确定 XX 使 得 存在 两 个 绝对 懂 相 等 而 符号 相反 
的 收益 率 。 

85.4 ”再 投资 率 

10. 一 项 基金 每 年 末 存 入 相等 的 金额 , 要 求 在 第 10 年 末 积累 
到 $1000 。 如果 存 款 的 实质 利率 为 8%, 但 利息 只 能 以 4% 实质 利 
率 再 投资 ， 试 证 明 需 要 的 每 年 存 人 金额 为 

1000 
2siiooa 一 12 


11. 一 笔 $10000 的 货款 在 20 年 内 以 每 年 末 付款 $1000 来 归 
还 。 如 果 每 次 付款 立即 以 5% 的 实质 利率 再 投资 ， 试 确定 20 年 
间 赚 得 利息 的 实质 年 利率 。 

12， 一 投资 者 购买 了 一 项 5 年 期 的 金融 契约 ， 其 主要 特点 








为 : 

(a) 投资 者 5 年 内 每 年 末 收 到 $1000 的 付款 。 

(b) 这 些 付 款 享有 年 实质 利率 为 4% 的 利息 。 在 当年 之 末 ， 
利息 可 按 3% 的 年 实质 利率 进行 再 投资 。 试 确定 要 产生 4% 的 收 
益 率 的 购买 价格 。 

13. 一 投资 者 在 5 年 内 每 年 之 初 向 一 基金 存 和 人 $1000, 该 基 
金 的 实质 利率 为 5% 。 由 此 基金 得 到 的 利息 仅 可 以 4% 的 实质 利 
率 再 投资 。 证 明 在 第 10 年 末 的 积累 值 为 


1250(siiioo4 一 sal0.04 一 1). 


14. 某 生 以 实质 利率 17% 投资 $2000, 为 期 10 年 。 利 息 为 
年 度 支 付 ， 并 以 11% 的 实质 利率 再 投资 。 在 第 10 年 末 积 累 利 息 
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为 $5685.48 。 某 B 以 实质 利率 14% 在 每 年 末 投资 $150, 为 期 20 
年 。 利 息 为 年 度 支付 ， 且 以 11%% 的 实质 利率 再 投资 。 求 B 在 第 
20 年 末 积 累 的 利息 。 

85.5 ”基金 的 利息 度量 

15. 一 家 公司 的 基金 在 年 初 为 $500000, 而 在 年 末 为 $680000 。 
赚 得 的 总 利息 为 $60000, 还 有 $5000 的 投资 损耗 。 试 确定 基金 收 
益 的 净 实质 利率 。 

16. 一 项 实质 利率 为 4 中 的 基金 在 年 初 有 $1000 的 余额， 
如 果 在 3 个 月 后 有 $200 加 入 基金 ， 而 9 个 月 后 则 从 基金 中 抽 回 
$300, 试 在 假定 











1-#it = (1 — ti 


下 求 最 终 余额 。 
17. a) 在 假定 1_tit = (1 一 +4)z 下 ， 找 出 sio 的 表达 式 。 
b) 在 假定 tio = 区 下 ， 找 出 1-et 的 表达 式 。 
18. 设 与 i 有 关 的 本 金 ( 即 (5.13) 式 的 分 母 ) 记 为 五 。 用 公 
式 (5.17) 来 证 明 在 任 一 点 的 利息 效力 为 


加 I 
~ E+- 


应 该 注意 ， 按 照 时 间 图 来 说 ， 这 等 于 将 利息 的 总 金额 了 放 在 时 间 
图 上 的 时 刻 + 而 不 是 时 刻 1 。 表达 式 巨 + (1 一切 了 党 被 称 为 “与 
6 有 关 的 本 金 ”。 

19. 试 推导 公式 (5.20) 。 

20. 在 (5.18) 式 中 找 出 n 个 时 期 内 总 净 投 入 的 表达 式 。 

$5.6 ”时 间 加 权利 率 

21. 在 例 5.9 中 假设 5 月 工 日 换 为 6 月 工 日 ,而 31 月 工 日 
撞 为 0 月 1 日 ， 

a) 在 用 币值 加 权 方 法 计算 时 收益 率 是 否 改变 ? 

b) 在 用 时 间 加 权 方 法 计算 时 收益 率 是 否 改变 ? 


6 
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22. 在 例 5.9 中 假设 增加 一 笔 在 了 月 工 日 抽 回 85000, 其 你 
均 不 变 ， 

a) 用 币值 加 权 方 法 重新 计算 收益 率 。 

b) 用 时 间 如 权 方 法 不 能 计算 收益 率 ， 解 释 为 何不 能 。 

23， 在 时 刻 0 和 时 刻 1 分 别 向 一 笔 投资 基金 存 入 $1000, 基 
金 在 时 刻 1 的 余额 为 $1200, 在 时 刻 2 的 余额 为 $2200， 

a) 用 币值 加 权 方 法 计算 年 度 实质 收益 率 。 

D) 计算 相当 于 由 时 间 吉 权 计算 产生 的 年 度 实质 收益 率 。 

24. 设 A 为 基金 在 1 月 1 日 的 余额 ，B 为 在 6 月 30 日 的 余 
额 ，C 为 在 12 月 31 日 的 余额 

a) 如 果 没 有 存 入 或 抽 回 , 证 明 由 币值 加 权 方法 和 时 间 加 权 方 
法 计算 的 收益 率 都 等 于 (C ~ 4)/4 。 

b) 假若 在 6 月 30 日 余额 计算 后 立即 有 一 单独 的 储蓄 D, 试 
求 币值 加 权 和 时 间 加 权 收 益 率 表达 式 。 

c) 假若 b) 中 的 铺 蕾 发 生 在 恰 为 6 月 30 日 余额 计算 之 前 ， 
重新 考察 b) 。 

dj (b) 和 (c) 中 和 币值 加 权 收 益 率 是 相等 的 ， 试 给 这 一 事实 
以 字面 上 的 解释 。 

@) 证 明 (b) 中 的 时 间 加 权 收 益 率 大 于 (c) 中 的 时 间 加 权 收 益 





率 。 
85.7 ”投资 组 合 方 法 与 投资 年 度 方法 
25. 试 由 表 5.2 中 的 数据 确定 结 ， 其 中 假定 第 一 次 付款 是 在 
日 历年 > 十 3 。 
26， 已 知 对 整数 1 < t+ 5 及 整数 y,0<y < 10, 
1 寺 主 二 (1.08 +000561+001 。 如 果 从 VY 二 5 这 一 年 开始 的 三 
年 内 各 投资 $1000, 试 确定 等 价 的 实质 利率 。 
27， 由 建立 一 个 两 变量 的 积累 函数 来 定义 一 种 投资 年 度 方 
法 。 设 a(s,t) 为 在 时 刻 s 有 一 单位 的 原始 投资 在 时 刻 t 的 积累 
值 ; 其 中 0<s<t。 
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a) 用 als, 蚊 表示 6st 。 

b) 用 6 表示 a(s,t) 。 

c) 用 投资 组 合 方法 中 的 a(s) 和 a(t) 表示 als,) 。 
d) 假设 有 等 额 的 实质 利率 i, 求 a(0,4) 。 

6) 求 als,)。 

85.8 ”资金 预算 


28. 若 一 投资 者 的 可 接受 利率 为 12%, 试问 习题 4 中 的 投资 
是 会 被 接受 还 是 拒绝 ? 


29. 一 部 旧 汽 车 开价 $5000 现金 ， 也 可 先 付 $2400 现金 ， 在 
以 后 2 年 中 每 年 之 未 再 付 $1500 。 恨 如 一 位 购车 人 的 可 接受 利率 
为 10%, 同 他 愿意 用 现款 买 还 是 分 期 付款 了 


30. a) 画 出 例 5.4 中 P(i) 的 图 形 。 


b) 车 所 有 收益 率 均 为 万 数 ， 你 对 P(2) 的 图 形 会 作出 什 
么 结论 ? 


$5.9 ”一 般 借贷 模型 


31. 一 位 投资 者 在 考虑 是 否 要 作 5.3 节 开始 的 例子 中 的 那 笔 
投资 时 ， 对 收益 率 究竟 是 10% 还 是 20% 感到 混 清 。 为 了 解决 这 
一 混淆 ， 他 决定 将 第 2 年 末 的 投入 按照 一 个 利率 为 12% 的 基金 
来 “ 预 设 基金 ”。 

a) 计算 在 这 些 条件 下 这 笔 业 务 的 收益 率 。 

b) 癌 (a) 中 的 收益 率 是 否 唯一 ? 


32， 再 次 考虑 31 题 中 的 业务 ， 试 确定 对 应 于 项 目 投资 率 为 
7 二 15%% 的 项 目 借 贷 率 f 。 


33. 一 个 10 年 期 投资 项 目的 头 5 年 资金 流 如 下 : 





t Ce 
0 1000 
1 2000 
2 一 4000 
3 3000 
4 一 4000 
5 5000 
若 7r=15% 及 二 10%, 求 Bs 。 


杂 题 

34. 建立 一 个 投资 帐户 ， 估 计 它 在 今后 20 年 内 能 获 利 3 加 。 
如 果 对 每 年 的 利息 要 征收 税率 为 25% 的 所 得 税 ， 求 在 第 20 年 末 
积累 利息 减少 的 百分数 。 

35, 某 借款 人 需要 $800, 他 可 以 从 两 种 途径 得 到 这 笔 基 金 : 

(a) 答应 在 期 末 归 还 $900 。 

(b) 现在 借 $1000, 期 末 归 还 $1120 。 . 

如 果 对 此 时 期 的 可 接受 利率 为 10%, 问 愿意 选择 哪 一 种 ? 

36. 由 一 寿险 保单 所 得 贸 归 情 蔷 , 利息 在 每 年 末 支 付 . 受益 人 
在 每 年 t+ (t = 1,2,…,10) 之 末 从 基金 抽 间 一 笔 款 项 。 当 保单 保 
障 的 最 小 利率 为 3%% 时 ， 相 等 的 年 度 抽 回 箱 将 为 $1000 。 然 而 ， 
保险 商 在 头 4 年 提供 的 利率 为 4%, 而 其 后 6 年 为 5%% 。 在 第 上 年 
末 的 实际 抽 回 额 为 

















F 

Ti0.03 
其 中 及 为 基金 (包括 利息 ) 在 抽 回 前 的 金额 ， 试 计算 Wio 。 

37. 一 项 投资 基金 在 1 月 1 日 的 余额 为 $273000; 而 在 12 月 
31 日 的 余额 为 $372000 。 此 年 内 得 到 的 利息 金额 为 $18000, 而 
此 基金 的 收益 率 为 6%, 求 对 此 基金 的 投入 与 抽 回 的 平均 日 期 。 

38. 一 项 投资 基金 在 时 刻 0 从 初始 存款 1 开始 。 在 以 后 的 
年 中 ,新 的 储蓄 在 时 刻 上 按 年 率 1 二 t 连续 存 入 。 在 时 刻 上 的 利息 
效力 为 后 二 (1 十 如-1, 求 基金 在 第 n 年 末 的 积累 值 。 
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第 六 章 ”分 期 偿还 表 和 偿 债 基金 


86.1 引言 


在 第 六 章 中 ， 我 们 将 在 比 前 几 章 更 深 的 程度 上 分 析 偿 还 贷款 
的 各 种 方法 。 特 别 要 讨论 两 种 方法 : 

分 期 偿还 方法 ”在 此 方法 中 , 借款 人 按 一 定 的 周期 用 分 期 付 
款 办 法 偿还 贷款 。 此 过 程 称 为 “分 期 偿还 ”。 

馆 俩 基金 方法 ”在 此 方法 中 , 借款 人 在 贷款 期 末 用 一 次 的 集 
中 付款 来 偿还 贷款 人 。 利 息 则 是 在 此 期 间 分 期 付款 ， 并 假设 借款 
人 周期 性 地 付款 给 一 个 “ 偿 债 基金”, 它 将 在 贷款 期 末 积 累 到 应 偿 
还 的 金额 。 

第 六 章 还 考虑 与 上 述 偿还 方法 相关 的 下 列 问题 : 

1. 如 何 决 定 在 任何 时 刻 的 未 偿还 贷款 余额 ? 

2. 借款 人 的 付款 怎样 分 为 对 本 金 的 偿还 及 支付 的 利息 ? 
6.2 节 和 6.3 节 将 考虑 分 期 偿还 方法 ， 而 6.4 节 考 圳 偿 债 基金 方 
法 。 其 后 各 节 则 对 这 两 种 方法 进行 拓展 和 推广 。 





862 ”确定 未 偿还 贷款 余额 
如 果 一 项 贷款 是 用 分 期 偿还 的 方法 来 还 款 的 话 ， 那 些 分 期 支 
付 的 款项 就 构成 了 一 项 年 金 , 其 现时 值 等 于 贷款 的 原始 金额 。6.2 
节 就 是 要 决定 从 贷款 开始 之 日 起 任何 时 刻 的 未 偿还 贷款 余额 。 读 
者 将 会 遇 到 一 些 与 常用 的 “未 偿还 贷款 余额 ” 同 义 的 术语 ， 其 中 
有 “未 偿还 本 金 ”及 “ 余 留 货款 债务 ”等 。 
确定 未 偿还 贷款 余额 在 实践 中 十 分 重要 。 例 如， 若 一 个 家 庭 
以 30 年 抵押 贷款 来 购买 一 所 房子 。 在 已 付 12 年 抵押 款 后 ， 如 要 
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一 次 完全 付 清 抵押 款 ， 应 付 多 少 ? 

确定 未 偿还 贷款 余额 有 两 种 方法 ， 即 将 来 法 和 过 去 法 。 这 两 
个 名 词 取得 很 合适 ， 因 为 将 来 法 在 计算 未 偿还 贷款 余额 时 是 面向 
将 来 的 ; 而 过 去 法 则 是 面向 过 去 的 。 

按照 将 来 法 , 任何 时 刻 的 未 偿还 贷款 余额 ， 等 于 余下 的 付款 
在 这 一 天 的 现时 值 。 按 照 过 去 法 , 任何 时 刻 的 未 偿还 贷款 余额 ， 
等 于 原始 贷款 金额 积累 到 这 一 天 的 值 减 去 所 有 已 付 的 款项 在 这 一 
天 的 积累 值 。 

可 以 证 明 ， 一 般 说 来 将 来 法 与 过 去 法 是 等 价 的 。 在 贷款 开始 
的 日 子 有 下 列 等 式 


所 有 付款 的 现时 值 = 贷款 金额 


现在 将 此 方程 的 两 端 积累 到 需要 计算 未 偿还 贷款 余额 的 那 一 天 ， 
就 得 到 
所 有 付款 的 当前 值 = 贷款 的 积累 值 


然而 ， 所 有 的 付款 可 分 成 过 去 和 将 来 两 部 分 : 

过 去 付款 的 积累 慎 十 将 来 付款 的 现时 值 = 贷款 的 积累 值 
今 重新 排列 ， 就 有 

将 来 付款 的 现时 值 = 贷款 的 积累 值 ~ 过 去 付款 的 积累 值 


或 
将 来 法 = 过 去 法 
我 们 将 使 用 第 五 章 中 建立 的 符号 ， 并 记 在 时 刻 t 的 未 偿还 贷 
款 余额 为 Bi 。 为 了 帮助 使 用 此 符号 , 我 们 可 记 将 来 形式 为 到 及 
过 去 形式 为 Bf 。 然 而， 上 标 p 和 7 是否 使 用 是 可 选择 的 。 原 始 
余额 Bo 则 记 为 上 。 
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在 特定 场合 可 以 从 代数 上 证 明 将 来 法 等 于 过 去 法 。 例如， 考 
起 一 笔 每 时 期 利率 为 之 的 贷款 am, 它 用 在 n 个 时 期 内 每 时 期 末 
付款 1 来 偿还 。 要 计算 自沉 款 开 始 之 日 起 + 个 时 期 后 的 未 馆 还 贷 
款 余 额 ， 其 中 0 < 上 < n 。 这 里 时 刻 上 的 未 偿还 贷款 余额 是 在 第 
次 付款 后 计算 的 。 





将 来 法 给 出 
BP = of. {6.1) 
而 过 去 法 给 出 
Br = am(1 + i)! — sa. (6.2) 
可 以 证 明 过 去 形式 等 于 将 来 形式 
oa 六- = -1 


人 多 
(+ vt + +1 
i 








1— vt 
i 

= ar 
对 任何 给 出 的 问题 ， 将 来 法 或 过 去 法 哪个 更 有 效 依 赖 于 问题 的 性 
质 。 如 果 付 款 的 数额 与 次 数 都 知道 ， 则 将 来 法 通常 更 有 效 。 如 果 
付款 的 次 数 或 最 后 一 笔 非 正规 支付 的 金额 不 知道 ， 则 过 去 法 常常 
更 有 效 。 

例 6.1 ”一 笔 贷款 以 10 次 $2000 的 付款 继 之 以 10 次 $1000 
的 付款 来 偿还 , 付款 时 间 为 每 半年 之 末 。 若 学 年 转换 的 名 义 利 率 为 
10%, 试用 将 来 法 与 过 去 法 求 怡 付款 五 次 后 的 未 偿还 贷款 余额。 

1. 利率 为 每 半年 5%, 由 将 来 法 ， 未 偿还 贷款 余额 为 


BP ~ 1000(aig + 5) = 1000(10.3797 + 4.3295) = $14,709. 
2. 原始 贷款 为 
L = 1000(az6 + em) = 1000(12.4622 + 7.7217) = $20184, 
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算 到 元 为 止 。 由 过 去 法 ， 未 偿还 贷款 余额 为 


Bs 


20184(1.05)5 一 2000s5 
20184(1.27628) — 2000(5.5256) 
= $14709, 


Hl 


算 到 元 为 止 。 这 桩 将 来 法 与 过 去 法 答案 相同 。 

例 6.2 ”一 笔 贷款 通过 20 次 每 次 $1000 的 年 度 付款 来 偿还 。 
在 第 五 次 付款 时 ， 借 款 人 想 加 付 $2000, 并 将 余额 在 今后 12 年 内 
以 修正 的 年 度 付 款 来 付 清 。 若 实质 利率 为 9%, 求 修正 年 度 付款 的 
金额 。 

由 将 来 法 ， 5 年 后 的 余额 为 





BE = 1000aig = 1000(8.0607) = $8060.70. 


如 借款 人 加 付 $2000, 则 余额 成 为 $86060.70 。 对 于 用 区 记 的 
修正 付款 额 的 求 值 方程 为 


Xars = 6060.70 


_ 6060.70 


X= 了 1607 = $846.38. 





86.3 ”分 期 偿还 表 


如 果 一 笔 贷款 是 用 分 期 偿还 方法 来 还 款 的 ， 则 每 一 次 付款 中 
有 一 部 分 是 还 本 金 ， 而 另 一 部 分 是 付 利 息 。 6.3 节 就 是 要 讨论 每 
次 付款 怎样 分 成 本 金 和 利息 两 部 分 。 

确定 每 次 付款 中 本 金 和 利息 的 金额 对 于 借款 人 和 贷款 人 都 是 
重要 的 。 例 如 ， 在 征收 所 得 税 时 本 金 和 利息 就 常常 作 不 同 处 理 。 
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分 期 偿还 表 是 这 样 一 张 表 ， 它 显示 每 次 付款 如 何 划分 为 本 金 
和 利息 两 部 分 。 还 显示 每 次 付款 后 的 未 偿还 贷款 余额 。 考 虑 一 笔 
利率 为 每 时 期 i 的 贷款 aa, 它 以 在 nr 个 时 期 内 每 个 时 期 末 付 款 1 
来 偿还 。 表 6.1 为 这 种 情况 的 分 期 偿还 表 。 
表 6.1 ”一 项 在 ”个 时 期 内 以 利率 ; 偿还 的 贷款 ca 的 分 期 偿还 表 





















































时 期 | 付款 金额 支付 的 利息 
0 
1 1 iam =1—u" 
2 工 iaan =1—v"! 
t 1 ia =1— vn-+! 
nl 1 jg 二 1 一 二 
入 1 ban =1—» 
总 计 加 儿 一 CR 
时 期 | 届 还 的 本 金 未 偿还 贷款 余额 
0 
1 vw” 
2 vl 
wnt CE 
nl 久 a3 一 | =an 
和 了 1 on -v=0 
[总 计 a 霹 














考 虚 货 款 的 第 一 个 时 期 。 在 第 一 时 期 末 ， 应 付 给 本 时 期 初 余 
额 的 利息 为 ia 二 1 一 v2"? 。 因 而 总 付款 1 中 的 余下 部 分 ， 即 2”， 
必定 是 偿还 的 本 金 。 本 时 期 末 的 未 偿还 贷款 余额 应 等 于 本 时 期 初 
的 未 偿还 贷款 余额 减 去 偿还 的 本 金 ， 即 am 一 vr = om 。 本 表 
中 相继 各 行 也 应 于 同样 的 推理 。 
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还 可 以 看 到 其 他 几 点 。 首 先 ， 应当 注意 未 偿还 贷款 余额 与 用 
将 来 法 在 公式 (6.1) 中 得 到 者 一 致 . 其 次 , 偿还 本 金 之 和 等 于 原始 
贷款 金额 。 第 三 ， 所 付 利息 之 和 等 于 付款 总 额 与 偿还 本 金 之 差 。 
第 四 ， 偿 还 本 金 形成 一 个 公 比 为 1 +i 的 几何 级 数 . 这 样 ， 如 要 确 
定 任 何 一 次 偿还 的 本 金 值 ， 只 要 知道 任何 另 一 次 偿还 本 金 及 利率 
就 可 以 了 。 

下 面 可 以 来 更 深入 地 看 一 看 分 期 偿还 表 的 本 质 。 原 始 的 贷 
款 余额 am 在 第 一 时 期 之 末 将 积累 到 aa(1 十 让 = 酒 。 然 而 
困 二 1 + op-1, 也 就 是 说 ， éy 足 够 给 出 年 度 付款 1, 并 在 第 一 
时 期 末 留 下 一 笔 未 偿还 贷款 余额 oz-1i 。 分 期 偿还 表 的 其 他 依次 
各 行 也 都 按照 同样 的 推理 。 

为 方便 起 见 ， 我 们 将 把 第 t 次 分 期 付款 中 支付 的 利息 金额 记 
为 , 而 同一 分 期 付款 中 偿还 的 本 金 金 额 则 记 为 只 。 于 是 对 表 
6.1 中 所 给 出 的 分 期 偿还 表 有 








=1-vttl {6.3) 


PB = vttl. (6.4) 


读者 应 注意 在 第 一 章 中 也 曾 在 不 同 的 意义 上 用 过 五 这 一 符 
号 。 然 而, 在 这 两 种 情形 下 此 符号 都 是 表示 在 时 刻 上 一 工 到 时 刻 上 
之 间 赚 得 的 利息 金额 ， 所 以 混淆 的 风险 是 小 的 。 最 后 ， 我 们 将 分 
期 付款 金额 记 为 RR 。 

应 该 指出 ， 表 6.1 是 基于 原始 贷款 为 am 。 如 果 原 始 贷 款 为 
其 他 金额 ， 则 表 中 的 所 有 数值 均 应 按 比 例 增 减 。 例 如 ， 若 原始 贷 
款 为 $1000, 则 表 中 的 后 四 列 每 一 个 数 都 应 乘 上 1000/oa 。 

对 于 一 个 特定 问题 ， 分 期 偿还 表 可 以 根据 基本 原理 来 构造 。 
例如 ， 若 有 一 笔 $1000 的 贷款 , 年 实质 利率 为 8%, 由 四 次 年 度 付 


194 - 


坎 来 偿还 ， 试 构造 其 分 期 偿还 表 。 则 有 


1000 1000 
R= 3001 = $301.92. 





表 6.2 是 这 个 例子 的 分 期 偿还 表 。 
表 6.2 ”$1000 贷款 在 四 年 内 以 8% 利率 偿还 的 分 期 偿还 表 








年 ” 行 款 金 烽 “支付 利息 。” 避 还 本 金 “未 偿还 贷款 余额 
1000.00 


0 

1 301.92 80.00 221.92 778.08 
2 301.92 62.25 239.67 538.41 
3 301.92 43.07 258.85 279.56 
4 301.92 22.36 279.56 0 








在 表 6.2 的 第 一 行 中 有 下 列 计 算 。 包含 在 第 一 次 付款 中 的 利 
息 是 
11 一 1 Bo = 0.08(1000) = $830.00. 


包含 在 第 一 次 付款 中 的 本 金 是 
P= RI= 301.92— 80.00 = $221.92. 


第 一 年 末 的 未 偿还 贷款 余额 为 





Bi = Bo — P= 1000.00— 221.92 = $778.08. 


此 表 中 相继 各 行 也 可 类 似 地 计算 。 

在 上 面 这 个 例子 中 最 后 一 行 是 精确 地 平衡 的 。 然 而 ， 在 大 多 
数 情形 下 可 能 会 积累 一 个 舍 人 误差 ， 如 果 是 这 样 ， 则 标准 的 做 法 
是 适当 调整 最 后 一 次 付款 ， 使 它 精确 地 等 于 最 后 一 个 时 期 的 利息 
金额 加 上 在 最 后 一 个 时 期 之 初 ( 即 倒 数 第 二 个 时 期 之 末 ) 的 未 偿 
还 贷款 余额 . 这 样 的 调整 将 使 在 整个 贷款 时 期 之 末 的 未 偿还 贷款 
余额 精确 为 零 。 
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也 可 以 用 另 一 种 利用 表 中 各 种 关系 的 方法 来 构造 分 期 偿还 
表 。 作 为 一 个 例子 ， 可 以 象 在 6.2 节 中 那样 计算 未 偿还 贷款 余额 
的 各 个 值 ， 分 期 偿还 表 中 的 其 余部 分 就 可 由 这 些 值 来 推出 。 第 二 
个 例子 是 迟 还 本 金 这 一 列 可 以 利用 下 列 事实 来 计算 : 逐次 的 值 构 
成 一 几何 级 数 ， 分 期 偿还 表 的 其 余部 分 可 由 这 些 值 导出 。 

应 该 注意 , 如 果 仅 要 确定 一 次 特定 付款 中 本 金 和 利息 的 金额 
并 不 一 定 要 构造 整个 分 期 偿还 表 。 在 间 题 中 时 期 之 初 的 未 偿还 贷 
数 余 额 ， 可 由 6.2 节 中 的 方法 确定 ， 然 后 就 可 以 计算 分 期 偿还 表 
的 一 行 。 

读者 可 能 会 对 水 久 年 金 的 分 期 偿还 表 感到 困 菩 。 很 清楚 ， 对 
于 永久 年 金 来 说 ， 整 个 付款 表示 利息 ， 而 未 偿还 贷款 余额 则 保持 
不 变 。 这 样 ， 对 于 永久 年 金 用 分 期 偿还 的 说 法 在 术语 上 是 有 矛盾 
的 。 

在 以 上 关于 分 畴 偿还 表 的 讨论 中 隐 含 着 几 个 很 设 。 首 先是 假 
设 利率 为 常数 。 在 习题 中 将 考虑 利率 变化 的 分 期 偿还 表 。 其 次 是 
假定 年 金 支 付 时 期 与 利息 转换 时 期 为 一 致 。 在 6.5 节 中 将 讨论 两 
者 不 一 至 的 情况 。 第 三 个 假设 是 年 金 支付 是 等 额 的 ， 在 例 6.3 和 
习题 中 将 考虑 除 最 后 一 个 时 期 有 非 正 规 支 付 外 ， 其 他 时 期 为 等 额 
支付 的 情形 ， 存 在 一 系列 变 额 支付 的 更 一 般 情 形 将 在 6.6 节 中 讨 
论 。 

在 第 八 章 中 将 更 详细 地 讨论 某 种 特殊 的 货款 业务 。 特 别 是 ， 
在 8.3 节 中 将 考虑 房地产 抵押 贷款 。 在 8.3 节 中 考虑 的 一 种 重要 
的 新 型 抵押 贷款 是 可 调整 利率 的 抵押 贷款 。 这 种 抵押 包含 着 第 六 
章 中 未 考虑 到 的 一 些 特点 。 

例 63 ”一 笔 $1000 的 贷款 用 这 样 的 方式 偿还 : 每 季度 未 偿 
还 $100, 一 直 支 付 到 连同 最 后 一 次 较 小 付款 还 清 贷款 为 止 。 如 果 
季度 转换 的 名 义 利率 为 16%, 试 确定 第 四 次 付款 中 本 金 和 利息 的 
金额 。 
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第 四 季度 始 ( 即 第 三 季度 末 ) 的 未 偿还 贷款 余额 为 





五; = 1000(1.04)3 — 100s5 = 1124.86 — 312.16 = $812.70. 
第 四 次 付款 中 得 到 的 利息 为 
14 = 0.04(812.70) = $32.51. 
第 下 次 付款 中 得 到 的 本 金 为 
Pi = 100.00 — 32.51 = $67.49. 


注意 ,为 解 此 例 不 一 定 要 找 出 较 小 的 最 后 付款 的 时 期 与 金 
额 。 

例 64 ”A 向 B 借款 $10000, 言明 在 6 年 内 以 分 期 季度 
等 额 付 款 (本 金 和 利息 ) 来 偿还 ,利率 为 季度 转换 8 名 。 在 第 二 年 
之 末 ，B 将 收取 未 来 付款 的 权利 转让 给 C, 转让 价 产生 季度 转换 
10% 的 收益 率 。 试 确定 (1) 由 C, (2) 由 B 收取 的 利息 总 量 。 

1. A 所 支付 的 分 期 季度 付款 为 

10000 10000 


= a = $528.71. 
aza00s 18.9139 $528 











C 付出 的 价格 为 
528.71aiao oz5 一 (528.71)(13.0550) = $6902.31. 
妨 在 最 后 四 年 内 付出 的 总 额 为 
(16)(528.71) = $8459.36. 
这 样 ，C 收 到 的 总 利息 为 
8459.36 — 6902.31 = $1557.05. 
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2. 在 第 二 年 之 末 , 在 B 的 原始 分 期 偿还 表 上 的 未 偿还 贷款 
余额 为 


528.71a150.02 = (528.71)(13.5777) = $7178.67. 
A 在 头 两 年 的 付款 总 金额 为 
(8)(528.71) = $4229.68. 
在 此 期 间 A 偿还 的 本 金 为 
10000 一 7178.67 = $2821.33. 

这 样 ， B 收 到 的 利息 总 额 应 为 

4229.68 — 2821.33 = $1408.35. 
然而 ， A 在 整个 贷款 期 间 所 付 的 总 利息 为 

(24)(528.71) 一 10000 = $2689.04， 


它 不 等 于 C 和 B 收 到 的 利息 额 之 和 。 即 不 等 于 





1557.05 + 1408.35 = $2965.40. 


所 发 生 的 事情 是 : B 在 第 二 年 末 遭 到 了 损失 ， 其 金额 为 未 偿 
还 贷款 余 客 与 出 售 给 C 的 价格 之 差 ， 即 


7178.67 — 6902.31 = $276.36. 


如 果 将 这 笔 损失 从 B 收 到 的 利息 中 扣除 ， 则 B 在 这 笔 业务 
中 的 投资 净 收 入 为 





1408.35 — 276.36 = $1131.99. 
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这 一 系统 现在 平衡 了 ,因为 将 此 金额 加 到 C 收 到 的 利息 上 去 ， 就 
等 于 A 付出 的 利息 ， 即 


1557.05 十 1131.99 = $2689.04. 


例 6.5 ”一 笔 款项 以 年 度 实 质 利率 i 进行 投资 ， 它 恰恰 够 在 
nn 年 内 每 年 末 付 款 1 。 在 第 1 年 中 基金 确实 有 利率 i 并 在 年 末 付 
款 1 。 但 在 第 2 年 中 基金 的 利率 变 为 j, 其 中 了 > 让。 试 在 以 下 两 
种 假定 下 分 别 确定 在 第 2 至 第 n 年 末 应 付款 项 的 修正 值 : (1) 假 
定 利率 在 过 了 第 2 年 后 再 次 回复 到 i, (2) 假定 利率 在 整个 ”年 投 
资 期 间 的 其 余年 份 中 保持 为 7。 

1. 初始 投资 为 Bo = ami, 在 第 1 年 末 的 帐户 余额 为 Bi = 
ai 。 设 X 为 修正 后 的 付款 。 现在 在 修正 的 基础 上 构造 分 期 迟 
还 表 的 第 二 行 ， 得 到 




















五 = joan- 
PB = X- jo 


nt 
Ba = onii— (X -jars) 
{1 + jan- — X: 
然而 , 预期 Bz 必须 等 于 所 有 付款 的 现时 值 . 这样, 我们 就 有 
{1+f)as-mi— XX = Xara 
KX(1+ana) = (+ a 


{1 + as 
Xl+i)as-i: = (1 + Nan 


I 


li 


由 此 _ 1+j 


X= T+ 


.199. 


2. 方法 与 情形 1 相同 ， 只 是 未 来 付款 的 预期 值 (等 于 B82) 是 
以 利率 3 而 不 是 i 计算 的 。 这 样 就 有 





(1+j)ar-m -= Xanaj;; 
天 (1 + ar-a) = (1+ 有 aaa 
Xi = (+7)ori 
X{1l + Nan=ns = (1 + faa: 
它 给 出 a 
X= 


On 


86.4 ” 偿 债 基金 


借款 人 在 偿还 一 笔 贷款 时 , 也 可 以 不 用 分 期 偿还 方法 , 而 用 在 
一 规定 时 期 之 未 的 一 次 集中 付款 来 偿还 。 在 许多 这 样 的 情况 下 ， 
借款 人 要 积累 一 笔 基 金 ， 此 基金 足够 在 规定 时 期 之 末 精 确 地 偿还 
贷款 。 事 实 上 ， 在 某 些 场合 下 ， 贷 款 人 会 坚持 要 借款 人 积累 这 样 
一 笔 基金 ， 它 称 为 慰 俩 基金 。 

在 某 些 场合 下 ， 向 偿 债 基金 付款 会 由 于 借款 人 的 判 斯 而 有 不 
规则 的 变化 ,然而 , 我 们 将 主要 关心 那些 按 正 规 形式 付款 的 情形 ， 
也 就 是 那 种 年 金 的 形式 。 

经 常 需要 借款 人 在 整个 贷款 期 间 周 期 性 地 支付 利息 ， 这 种 利 

息 有 时 称 为 贷款 的 服务 费 。 这 样 ， 贷 款 金 额 保持 为 常数 。 
为 偿 债 基金 的 余额 在 任何 时 刻 可 以 被 用 来 偿还 贷款 ， 故 贷 
款 的 净 金 额 等 于 原始 贷款 金额 减 去 偿 债 基金 的 积累 值 。 这 一 概念 
在 偿 债 基金 方法 中 所 起 的 作用 与 未 偿还 贷款 余额 在 6.2 节 的 分 期 
偿还 方法 中 所 起 的 作用 相同 。 

可 以 证 明 ， 如 果 贷 款 中 支付 的 利率 与 偿 俩 基金 所 得 的 利率 相 
等 ， 则 偿 俩 基金 方法 等 价 于 分 期 偿还 方法 。 
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回忆 公式 (3.6) 
1 ~ 

而 = 坝 十 (3.6) 
考虑 一 笔 金额 为 1 的 贷款 ， 在 1 个 时 期 内 偿还 。 表示 式 1/am 是 
在 分 期 偿还 方法 中 需要 偿还 的 每 次 付款 金额 。 然而， 1/sm 是 在 
偿 债 基金 中 为 在 ”个 时 期 末 积 累 到 贷款 金额 所 需 的 周期 性 存款 ， 
而 i 则 是 贷款 中 每 个 时 期 应 支付 的 利息 。 这 样 ， 两 种 方法 是 等 价 
的 。 

从 另 一 角度 来 看 一 下 这 种 等 价 性 也 是 很 有 意思 的 。 考 虑 一 项 
金额 为 am 的 贷款 ， 它 由 n 个 时 期 中 每 时 期 末 付 款 1 来 分 期 偿 
还 。 每 个 时 期 的 利息 金额 为 iam 。 这 样 ， 每 个 时 期 留 下 1 一 ia 
进入 偿 债 基金 。 偿 馈 基 金 将 积累 到 


(1 ~ iam)sn = Ys 一 an, 


它 就 是 原始 的 贷款 金额 。 

初 看 起 来 ， 这 两 种 方法 好 象 不 能 等 价 ， 因 为 按 表 6.1, 用 分 期 
偿还 方法 支付 的 利息 是 按 1 一 v*,1 一 v1,… ,1 一 v 递减 的 ; 而 偿 
债 基金 中 所 支付 的 利息 为 每 时 期 iam = 1 一 小, 这 是 常数 。 然而 ， 
每 个 时 期 收 俩 基金 获得 的 利息 怡 好 抵消 了 这 种 看 上 去 的 差别 ， 故 
偿 俩 基金 方法 和 分 期 偿还 方法 得 到 的 净利 息 金 额 是 相等 的 。 

例如 ， 在 第 上 个 时 期 (1 < 上 < m), 分 期 偿还 表 中 的 利息 金额 
为 

io 一 1 一 vttl., 
偿 债 基金 方法 中 利息 净 金 额 为 所 支付 利息 金额 iam 减 去 偿 债 基 
金 所 赚 得 的 利息 金额 。 偿 债 基金 金额 为 偿 俩 基金 情 著 1 一 ;am 在 
t 一 1 个 时 期 之 末 的 积累 值 ， 即 


{1 一 io 本)s 二 Ti 


如 此 则 偿 司 基金 方法 在 第 t 个 时 期 的 净利 息 金额 为 


iam — i1l —ian)srn = (1—0)—v"[(1 + —1] 
1 一 om vttl yr 


1 — vttl 


有 


于 是 ， 如 果 贷 吉利 率 与 偿 俩 基金 所 得 利率 相等 ， 则 偿 俩 基金 方法 
中 的 净利 息 金额 等 于 分 期 偿还 方法 中 的 利息 金额 。 
两 种 方法 的 等 价 性 也 可 从 考虑 一 种 偿 俩 基金 表 而 见 到 。 
表 6.3 是 表 6.2 中 例子 的 偿 债 基金 表 。 设 记 偿 债 基金 储蓄 为 
万, 则 有 
p 2 1000 _ 1000 
二 ~ T5061 


请 读者 校 核 一 下 表 6.3 中 的 各 项 。 
表 6.3 4 年 内 以 8% 利率 偿还 31000 贷款 的 偿 俩 基金 表 








= $221.92. 








年 份 ”支付 利息 ” 偿 媒 基金 ” 偿 俊 基金 ” 懂 俩 基金 ”贷款 净 金 额 
金额 





请 善 所 得 利息 
0 1000. 00 
1 80.00 221.92 0 221.92 778.08 
2 80.00 221.92 17.75 461.59 538.41 
3 80.00 221.92 36.93 720.44 279.56 
4 80.00 221.92 57.64 1000.00 0 








应 当 注 意 表 6.2 和 表 6.3 之 间 的 下 列 关系 : ， 

1. 偿 债 基 金 方法 中 的 付款 总 数 ， 即 付 给 贷款 的 利息 加 上 偿 债 
基金 情 著 ， 等 于 分 期 偿还 方法 中 的 付款 金额 。 

2. 偿 倘 基金 方法 中 支付 的 净利 息 ， 即 对 贷款 所 付 的 利息 减 去 
偿 债 基金 所 得 利息 ， 等 于 分 期 偿还 方法 所 付 利息 。 

3. 偿 债 基 金 的 年 度 增长 ， 即 偿 债 基金 储 蓄 加 上 偿 债 基金 得 到 
的 利息 ， 等 于 分 期 偿还 方法 偿付 的 本 金 。 
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4. 偿 债 基金 方法 中 贷款 净 金 额 ， 即 原始 贷款 金额 减 去 偿 债 基 
金 的 金额 ， 等 于 分 期 偿还 方法 中 的 未 偿还 贷款 余额 。 

现在 还 余下 要 讨论 当 偿 债 基金 所 得 利率 与 贷款 利率 不 同时 ， 
偿 债 基金 方法 将 如 何 运 作 。 记 贷款 利率 为 i, 而 偿 债 基金 利率 为 
了 。 

在 实践 中 j 经 常 小 于 或 等 于 。 借 款 人 人 悄 能 在 偿 债 基 金 中 以 
高 于 贷款 利率 的 利率 积 钱 ， 那 将 是 很 不 平常 的 。 但 此 假设 在 数学 
上 是 不 必要 的 ， 以 下 的 分 析 甚 至 对 j 大 于 的 情形 也 是 成 立 的 。 

在 i 关 7 了 了 时， 我们 将 使 用 的 基本 方法 与 前 面 i 二 了 时 所 用 的 
方法 是 一 样 的 。 付 款 总 额 将 也 分 为 两 部 分 。 普 先 ， 按 照 贷 款 金 额 
支付 利率 为 宇 的 利息 。 其 次 ， 付 款 总 额 中 不 需 作 为 利息 的 余下 部 
分 则 留置 偿 债 基金 中 以 利率 j 积累 。 

今 用 amiaji 表示 这 样 一 项 年 金 的 现时 值 ， 此 年 金 共 经 历史 个 
时 期 ， 在 每 个 时 期 之 末 付 1, 利率 条 件 即 如 上 述 。 这 样 ， 假 如 有 一 
笔 金额 为 1 的 贷款 ， 它 在 分 期 偿还 方法 下 的 每 次 周期 性 分 期 付款 
应 为 Cr 。 然 而 ， 按 照 偿 债 基金 方法 ， 这 一 付款 必须 既 按 利率 
i 给 贷款 支付 利息 ， 又 要 提供 偿 债 基金 储 蔷 ， 使 它 能 按 利 率 了 在 
n 个 时 期 之 未 积累 到 贷款 的 金额 。 故 有 

1 1 


+ ( 
Oi Smj 


现在 就 可 以 找到 omsse; 的 如 下 表达 式 : 








1 1 ， 
-一 一 = 一 十 
OH Sj 
1 
= 一 -十 们 一 四. (6.6) 
Way 
于 是 a 
ig = (6.7) 


1+ (4 — Dam; 
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应 该 注意 当主 = 了 时， amigj = Qi 这 正 符合 预期 。 
有 两 种 利率 的 偿 债 基金 表 的 构造 同 只 有 一 种 利率 的 偿 债 基金 
表 的 构造 非常 相似 。 例如， 考虑 一 笔 为 期 4 年 的 $1000 的 贷款 ， 
其 年 实质 利率 为 10% 。 而 异 款 人 是 通过 4 次 年 度 的 偿 债 基金 储 
蔷 来 积累 到 足以 还 款 ， 这 些 储 营 有 8 又 的 年 实质 利率 。 借 款 人 的 
年 度 付款 应 为 
1000 _ 1000 


一 = 一 一 上 1000(0.10) = 221.92 + 100.00 = $321.92. 
0 .10&0.08 $40.08 


这 个 例子 是 表 6.3 中 例子 的 推广 。 注 意 偿 会 基金 表 同 表 6.3 几乎 
是 完全 一 样 ， 只 是 支付 利息 这 一 列 的 每 一 个 数据 是 $100 而 不 是 
$80 。 

一 般 说 来 , 有 两 种 利率 的 偿 债 基金 表 都 是 同 只 有 一 种 利率 ( 即 
贷款 利率 等 于 偿 债 基金 利率 ) 的 偿 债 基金 表 几 乎 完全 一 样 ， 只 是 
支付 利息 这 一 列 要 加 上 一 个 (i 一 有 站 乘 上 贷款 金额 的 常数 。 

例 6.6 ”A 想 借 款 $1000, 贷款 人 卫 提出 的 贷款 条 件 是 本 金 
应 在 第 4 年末 归 还 。 同 时 需 按 10% 的 实质 利率 支付 利息 。 A 应 
通过 每 年 向 一 偿 债 基金 存款 来 积累 还 款 的 金额 ， 此 基金 有 8 名 的 
实质 利率 。 贷款 人 C 提供 一 种 在 4 年 内 按 分 期 偿还 方法 还 教 的 贷 
款 条 件 。 问 C 所 开价 的 实质 利率 最 大 可 以 为 多 少 ， 才 能 使 A 面 
临 的 两 种 方案 并 无 差别 ? 

按 任 何 一 种 方案 A 都 要 在 每 年 年 底 作出 和 次 等 铬 的 付款 以 
偿还 贷款 。 如 果 两 者 的 年 度 付 款 相同 ， 则 两 种 方案 就 没有 差别 。 

在 B 提供 的 偿 债 基金 方法 中 ,年 度 付款 为 本 节 前 面 所 示 

1000 

















= $321.92. 
510.10&0.08 


这 样 ， 在 分 期 付款 方法 中 ，C 可 以 开价 的 利率 为 纪 使 





321.92a4; = 1000 
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aa = 3.1064. 


我 们 用 3.8 节 中 给 出 的 迭代 方法 来 解 这 项 年 金 的 未 知 利率 ， 
可 使 用 (3.29) 式 以 得 到 迭代 的 初始 值 
2(n—k) 204 一 3.1064) _ 
~ k(n+1) (3.1064)(5) 





加 -1151. 


逐次 应 用 Newton 一 Raphson 选 代 公式 (3.28) 就 得 


i = 0.1093, 
iz 一 0.1094, 
is = -0.1094. 


故 C 可 开价 的 实质 利率 为 10.94%% 。 
实质 上 我 们 已 证 明了 


0.10&0.08 = TH0.1094" 


这 一 例子 告诉 我 们 ， 对 异 款 人 来 说 最 主要 的 是 周期 性 付款 的 总 金 
额 ， 至 于 分 期 偿还 方法 与 屡 民 基金 方法 的 差别 可 以 说 是 人 为 的 。 

读者 可 能 会 对 答案 是 .1094 感到 奇怪 ， 因 为 也 许 会 预期 答案 
应 介 于 .08 与 .10 之 间 。 一 般 说 来 ， 如 果 分 期 偿还 方法 中 的 等 价 - 
利率 记 为 #*, 则 有 下 列 近似 等 式 : 

















一) 


这 一 公式 在 此 例 中 会 产生 一 个 等 于 .10 + #(0.10 一 0.08) = 0.11 
的 答案 ， 它 很 接近 于 真实 答案 .1094 。 

等 价 利 率 i 大 于 ?因为 借款 人 不 仅 要 为 所 借 的 每 一 元 钱 付 
利息 记 而 且 还 要 投资 于 偿 债 基金 ， 其 中 的 利息 损失 率 为 ;一 了 。 
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因为 偿 偿 基金 中 所 借 每 一 元 钱 的 平均 金额 为 1/2, 所 以 超过 的 利 
息 近 似 为 3(i 一 了 。 这样 ， 所 借 每 一 元 钱 的 总 利息 近似 为 





i 一). 


考虑 一 下 B 在 这 笔 业 务 中 的 收益 率 也 很 有 意思 。 如 果 入 是 
投资 于 B 的 偿 债 基金 ， 则 B 在 这 4 年 期 间 的 贷款 收益 率 应 与 和 
所 付 代价 相同 ， 即 10.94%, 但 假如 A 是 投资 于 别人 的 偿 俩 基金， 
则 B 的 收益 率 正好 是 10% (不 考虑 再 投资 率 ) 。 这 样 ， B 的 总 体 
收益 率 受 到 B 是 否 持 有 偿 倘 基金 这 一 好 处 的 影响 ,在 此 基金 中 利 
率 只 有 8% 。 

例 6.7 ”一 位 投资 者 以 某 价格 购买 了 一 项 按 利 率 8% 现时 值 
为 $1000 的 ? 年 期 年 金 。 此 价格 允许 将 原始 投资 蔡 换 为 一 项 有 
?7%% 利率 的 偿 债 基 金 ， 而 获得 9 镶 的 总 体 收 益 率 。 求 此 年 金 的 购 
买 价格 。 

此 项 年 金 的 年 度 付款 为 








1000 
Qn0.08 
设 忆 为 购买 价 , 而 局 为 偿 侯 基金 储蓄 。 每 年 度 总 付款 分 解 为 两 部 


分 : 一 部 分 是 购买 价 的 利息 .09P, 另 一 部 分 是 偿 人 局 基金 储蓄 D 。 
这 样 就 有 





D= 1000 _ 0.09P. 
Ql0.08 


然而 ， 我 们 知道 偿 债 基金 经 n 年 后 的 积累 值 应 为 P, 故 有 
P = 卫 Smo07. 
从 而 有 两 个 未 知 量 的 两 个 方程 ， 可 得 


P= Es - oos] so.07 
G0-08 
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1000szo.07 


P= 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 
an0.08(1 十 0.09sa0.07)》 


86.5 ”支付 期 不 同 于 利息 转换 期 


在 6.3 节 和 6.4 闻 中 均 假设 支付 期 和 利息 转换 期 相等 且 一 
致 。6.5 节 中 将 考虑 去 掉 此 假设 的 情况 。 首 先 将 分 析 支 付 频 率 与 
利息 转换 频率 不 同 的 分 期 偿还 表 。 

首先 考虑 一 项 货款 aa/s8， 它 以 在 总 共 ma 个 利息 转换 时 期 中 
每 上 个 时 期 之 末 付 款 1 来 偿还 。 付款 次 数 为 n/k, 它 是 整数 。 表 
6.4 是 表 6.1 在 这 种 情况 下 的 推广 。 请 读者 校 核 表 6.4 中 的 各 项 。 

其 次 考虑 一 项 贷款 am, 它 在 总 共 nn 个 利息 转换 时 期 中 ， 以 
每 去 利息 转换 时 期 之 未 付款 1/m 来 偿还 。 付款 的 次 数 是 rm, 它 
是 整数 。 表 6.5 是 表 6.1 在 这 种 情况 下 的 推广 ， 请 读者 校 核 才 6.5 
中 的 各 项 。 

在 6.3 节 中 对 分 期 偿还 表 所 作 的 考虑 也 可 应 用 于 本 节 的 分 其 
偿还 表 。 希望 读者 不 要 依赖 于 硬 背 分 期 修 还 和 人 迟 俩 基金 表 中 的 屠 
些 公式 ， 因 为 构造 这 些 表 所 用 的 推理 才 是 最 重要 的 。 任 何 分 期 偿 
还 或 偿 司 基 金 表 都 可 以 根据 基本 原理 构造 出 来 - 

在 偿 愤 基 金 的 情况 下 方法 也 是 类 似 的 ， 不 过 情况 要 更 复杂 一 
些 ， 因 为 下 列 各 频率 均 可 能 不 同 : (1) 货款 利息 的 支付 ， (2) 慌 
全 基金 储 车 ， 以 及 (3) 偿 债 基金 的 利息 转换 。 

包含 有 不 同 频 率 的 偿 债 基金 的 情形 可 以 通过 基本 原理 来 处 
理 。 例 6.8 就 是 这 种 情况 的 一 个 例子 。 

例 6.8 ”一 位 借款 人 取得 一 笔 为 期 2 年 的 $2000 的 贷款 。 如 
果 贷 款 人 收取 10% 的 实质 利率 , 且 佛 款 人 用 向 一 个 具有 8% 季度 
转换 利率 的 偿 债 基金 作 每 半年 度 的 悄 著 以 归还 这 笔 贷款 ， 试 构造 
偿 债 基金 表 。 





表 6.4 


付款 频率 小 于 利息 转换 频率 的 分 期 偿还 表 



























































时 期 | 付款 金额 支付 利息 
0 
k 1 (+H=1- 
2k 1 [(1 + i)* 一 了 
本 1 [QU + — 1] =1— v(t De 
他 一 万 1 [+ 一 种 =1-w 
所 
和 1 [LE + 让 一 下 坦 一 1 一 过 
ol 
2 nq 
总 者 | 一 
[时 期 | 偿还 本 金 未 修 还 贷款 余额 
0 本 
k am 
2 Ce 
ont | ron vn “=m 


站 ] 机 

















在 本 例 情 形 下 所 有 频率 均 不 同 : (1) 付 给 贷款 的 利率 是 每 年 
一 次 ， (2) 屡 债 基金 储 壮 是 每 半年 一 次 ，(3) 偿 俩 基金 中 的 利息 
是 每 季度 转换 一 次 。 

对 贷款 支付 的 利息 是 每 年 末 $200 。 设 偿 债 基金 情 鞋 额 为 刀 ， 


则 
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表 6.5 ”支付 频率 大 于 利息 转换 频率 的 分 期 偿还 表 
时 期 | 付款 金额 支付 利息 
0 
1 1 ma 1(1 _ um) 
En 了 mC 六 
半 去 Es = 二 (1 一 加 -页 ) 
上 上 1 
| 2 
n 二 
总 客 n 
时 期 偿还 本 金 
0 
去 | 
二 wr*- 澡 
寺 on- 拓 
:和 人 my am 
"| a 
tm 让 二 
也 去 wu 六 | 一 去 ?六 二 0 
总 家 on 
DE ~ 2000 
530.02 
0.02 2.02 
= = $470.70. 
D = 2000 20003 5836 4470.70 
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偿 俩 基金 表 见 表 6.6 
表 6.6 例 6.8 中 的 偿 俩 基金 表 


年 份 ” 支 村 利息 。” 傍 债 基金 ” 偿 信 基金 ” 偿 俩 基金 ” 净 贷 软 金 拍 
金额 











储 蒂 ”所 得 利息 
0 
3 0 0 0 0 2900.00 
1 0 470.70 9 470.70 1529.30 
上 0 0 9.41 480.11 1519.89 
1 200. 00 470.70 9.60 960.41 1039.59 
1 0 0 19.21 979.62 1020.38 
1 i 470.70 19.59 。 1469.91 530.09 
14 0 0 29.40 1499.31 500.69 
2 200.00 470.70 29.99 2000.00 0 








倒 6.9 ”一 项 局 务 按 年 实质 利率 11% 的 月 度 付款 来 分 期 懂 
还 。 如果 第 3 次 付款 中 的 本 金 金额 为 $1000, 试 确定 第 33 次 付款 
中 的 本 金 金额 。 
在 表 6.5 中 偿还 本 金 一 列 是 一 个 具有 公 比 (1L+ im 的 几何 
级 数 。 从 第 3 次 付款 到 第 33 次 付款 的 时 段 为 (33 ~ 3)/12 = 2.5 
年 。 这样， 第 33 次 付款 中 的 本 金 为 


1000(1.11)?3 = $1298.10. 


86.6 ” 变 额 支付 序列 


在 用 分 期 偿还 方法 偿 还 贷款 时 ， 借 款 人 可 能 用 不 等 额 的 分 期 
付款 来 偿还 。 在 6.3 节 中 曾经 讨论 过 除 最 后 一 次 非 正规 付款 以 外 
其 余 各 次 付款 均 为 等 额 的 情形 。 本 节 中 我 们 将 考虑 更 一 般 的 变化 
形式 。 在 此 假设 利息 转换 时 期 与 支付 时 期 为 相等 且 一 致 。 

考虑 一 项 由 n 次 周期 性 分 期 付款 Ri, R2,…, Rn 来 偿还 的 贷 
款 工 。 则 有 

L= DvR. (6.8) 


i=1 
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支付 序列 Et 常 取 某 些 正规 形式 ， 这 样 4.6 节 中 的 一 些 结果 就 可 
以 应 用 。 

如 果 需 要 构造 分 期 偿还 表 ， 可 以 象 6.3 节 中 那样 按 基 本 原理 
来 构造 。 另 一 方面 , 未 偿还 贷款 余额 这 一 列 , 可 象 6.2 节 那 样 用 将 
来 法 或 过 去 法 确定 ， 随 后 支付 利息 和 偿还 本 金 这 两 列 也 能 得 到 。 

有 一 种 相当 常见 的 变化 形式 是 借款 者 支付 等 额 的 本 金 。 由 于 
未 偿还 贷款 余额 逐次 递减 ， 故 支付 的 利息 也 将 逐次 递减 。 这 样 ， 
出 本 金 和 利息 共同 组 成 的 总 付款 将 逐次 递减 。 例 6.12 就 是 一 个 这 
样 的 例子 。 

当 一 项 贷款 以 变 额 支付 分 期 偿还 时 ， 在 一 次 付款 中 应 付 的 利 
息 有 可 能 大 于 付款 总 额 。 在 这 种 情形 下 ， 偿 还 的 本 金 将 为 负 值 ， 
而 未 偿还 贷款 余额 将 增加 而 不 是 减少 - 这 种 未 偿还 贷款 余额 的 增 
加 当 利 息 缺 额 本 全 化 并 加 到 贷款 金额 中 志 时 是 会 出 现 的 。 这 种 
情形 常 称 为 负 分 期 偿还 。 例 6.13 是 一 个 这 样 的 例子 。 

偿 全 基金 方法 也 可 以 有 变 额 支付 序列 。 在 此 我 们 假定 每 个 时 
期 付 给 贷款 人 的 利息 是 常数 ， 这 样 只 有 偿 债 基金 储蓄 会 变化 。 

假设 借款 人 作出 的 变 额 支付 为 五 1:, R2,… Rn, 且 宇 关子。 记 
贷款 金额 为 工 。 则 第 上 个 时 期 的 偿 愤 基金 储蓄 额 是 玉 一 记 。 因 
为 偿 俩 基金 在 第 ”个 时 期 末 的 积累 值 必须 为 二 , 故 有 


L = (Ri-iL)(1+7" + (Re iD( + ? 
+ 二 +{R, — iL) 
= DR(l+N) -iLsmj. 


#=1 


DERA+tI)_ Pervime 
1+ tomy T+ Fam 


如 果 Rs = 1, 则 (6.7) 式 可 由 (6.9) 式 得 到 。 如 果 i 三 j 则 


LI 





(6.9) 
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(6.9) 式 变 为 
L= BD wR,, 
t=1 


它 就 是 (6.8) 式 。 这 样 ， 当 一 了 时 分 期 偿还 方法 与 偿 偿 基金 方法 
是 等 价 的 。 

应 该 注意 ， 前 面 实 际 上 已 假设 偿 债 基金 储蓄 Ri - 证 为 正 。 
如 果 它 为 负 ， 这 就 意味 着 这 一 年 的 付款 甚至 连 支付 贷款 利息 也 不 
够 。 这 样 ， 偿 债 基金 就 有 了 负 侍 著 ， 即 在 这 一 年 从 偿 债 基金 中 抽 
回 款项 。 例 6.14 就 是 这 样 的 一 个 例子 。 

例 6.10 ”一 位 借款 人 在 10 年 内 以 每 年 末 付 款 来 偿还 一 笔 实 
质 利率 为 5% 的 贷款 ， 其 第 1 年 付款 为 $200, 第 2 年 为 $190, 如 
此 下 去 直到 第 10 年 为 9110 。 (1) 求 贷款 金额 ， (2) 求 第 5 次 支 
和 的 本 金 与 利息 。 


1 贷款 金额 为 
10 一 7.7217 
L = 10007m+10(Da)m = 100(7.7217)+10— 0 = $1227.83. 
2. 我 们 有 
Rs = 160.00, 
BY = 100a5 + 10(Da)s; 
Es = iB?=100(1— +)+10(6— a6) 
= 100(1— 0.74622) + 10(6 — 5.0757) = $34.62, 
BB = Rs—1s=160.00— 34.62= $125.38. 


例 6.11 假设 付款 形式 与 例 6.10 相同 ,借款 人 向 贷款 支付 
实质 利率 为 6% 的 利息 ， 并 积累 实质 利率 为 5%% 的 偿 债 基金 以 懂 
还 贷款 金 新 ， 求 贷款 金额 。 
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由 (6.9) 式 贷款 金额 为 
100caiooos 十 10(DPojinoos 1227.83 
1+(0.06 “0.05)amoos LT+(0.01)(7.7217) 


这 个 答案 小 于 例 6.10 (1) 的 答案 ， 因 为 此 处 贷款 条 件 对 借款 人 较 
为 不 利 。 

例 6.12 AA 向 B 借款 $20000, 言 眶 分 20 次 年 度 以 分 期 付 
款 偿还 ， 每 次 付 等 额 的 本 金 ， 再 加 上 对 未 届 还 的 余额 付 3% 实质 
利率 的 利息 。 经 过 10 年 以 后 ， B 将 接受 未 来 付款 的 权利 出 售 给 
C, 其 售 价 使 C 能 在 随后 5 年 内 得 到 5 色 的 实质 收益 率 ， 最 后 5 
年 内 则 有 4% 的 实质 收益 率 。 求 此 价格 。 ( 算 到 元 为 止 ) 








= $1139.82. 























余额 ”20,000 19.000 … 10,000 9000 … 5000 … 1000 0 
| | 
| 十 一 一 -十 -一 
o 1 10 11 15 "19 20 
本 金 L000 1000 1000 i000 1000 1000 
利息 600 330 300 180 60 30 


图 6.1 例 6.12 的 时 间 图 


A 每 年 应 付 $1000 的 本 金 再 加 上 未 偿还 余额 3% 的 利息 。 这 
些 付款 见 图 6.1 的 下 面部 分 。 第 10 年 末 对 C 而 言 的 价格 就 是 余 
下 付款 的 现时 值 ， 即 


1000[ago os + (1.05) “aso.04] 十 [150ag0.o5 + 30(.Da)so.0s 
+ 30(1.05)-5(Da)sood] = 1000[4.3295 + (0.78353)(4.4518) 


一 4.329| 5 一 4.4518 
十 [1s0(4.3295) +30 (i ) + 30(0.78353) =)| 


0.05 
= $9191, 
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算 到 元 为 止 。 此 答案 小 于 未 偿还 贷款 余额 3$10000, 因为 C 的 收益 
率 总 是 超过 3% 。 

例 6.13 A 向 B 借款 8$10000， 言明 以 每 年 底 支付 的 10 次 
分 期 付款 来 归还 ， 且 其 每 一 次 分 期 付款 金额 比 前 一 次 多 20% 。 此 
项 贷款 实质 利率 为 10% 。 试 确定 头 3 次 分 期 付款 所 偿还 的 本 金 
金额 。 

由 {4.39) 式 有 





现在 计算 分 期 偿还 表 头 三 行 中 的 各 项 。 对 于 第 一 行 
1 =iB0 = (0.1)(10000) = $1000.00 


P=Ri 一 五 = 720.89 - 1000.00 = ~$279.11. 


这 里 发 生 的 情况 是 第 一 次 付款 不 足以 支付 贷款 的 利息 ， 因 此 
支付 的 本 金 为 负 值 。 这 造成 了 未 偿还 贷款 余额 的 增加 ， 即 


Bi1= Bo~— P= 10000 + 279.11 = $10279.11 


分 期 偿还 表 中 第 二 行 的 计算 是 : 


Rs = 1.2R = (1.2)(720.89) = $865.07, 
2 = 证: = (0.1)(10279.11) = $1027.91, 
B = R2~ I= 865.07— 1027.91 = ~$162.84, 


Bz = PB— P=10279.11 +162.84 = $10441.95. 
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Rs = 1.28a = (1.2)(865.07) = $1038.08， 
五 = iBz= (0.1)(10441.95) = $1044.20, 
BB = Rs-1=1038.08— 1044.20 = 一 86.12， 
Ba = B2— P= 10441.95 + 6.12 = $10448.07. 


于 是 ， 在 头 3 次 分 期 付款 中 偿还 的 本 金 金额 是 : 
五 十 严 十 而 一 一 279.11 — 162.84 一 6.12 = 一 8443.07， 


它 也 就 是 Bo 一 Bs 。 第 4 次 及 以 后 各 次 分 期 付款 中 偿还 的 本 金 是 
正 的 ， 而 此 贷款 在 10 年 之 末 终 究 分 期 偿还 到 零 。 这 个 例子 展示 
了 贷款 头 3 年 中 的 负 分 期 偿还 。 

例 6.14 A 向 B 借款 。A 愿意 作 相 继 四 次 的 年 度 付款 ， 
金额 为 100, 100, 1000 及 1000 。 B 要 从 贷款 中 收 到 12% 的 实 
质 利率 ， 且 A 要 参加 B 所 持 有 的 实质 利率 为 8 名 的 偿 债 基金 以 
偿还 这 笔 贷款 ， 问 A 最 多 能 借 多 少 钱 ? 

设 工 为 贷款 金额 。 付 给 贷款 的 年 度 利息 是 .12L, 这 样 ， 四 次 
相继 的 偿 债 基金 储蓄 额 为 100 一 0.12, 100 一 0.12L, 1000 一 0.12 蕊 
及 1000 一 0.127 。 因 为 偿 债 基金 的 积累 值 必 须 等 于 原始 贷款 金 
额 ， 故 有 





{100 — 0.12L)saoo0s + 900s50.08 = 
或 
100saoos + 900s30.08 
1 十 0.12sao0s 
(100)(4.5061) + {900)(2.08) 
1 十 (0.12)(4.5061) 
然而 ， 这 个 答案 会 遭 人 批评 。 很 显然 ，A 在 头 两 年 的 付款 不 
足以 付 给 B 贷款 金额 12% 的 利息 。 这 样 ， 偿 债 基金 就 是 负 的 。 











$1507.47. 
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假设 这 一 负 的 偿 债 基金 有 3% 的 利率 是 不 合理 的 ， 因为 这 意味 着 
A 可 以 按 8% 的 利率 借 钱 了 。 因为 B 持 有 懂 债 基金 ， 所 以 假设 A 
必须 以 12% 的 利率 借 钱 更 合理 得 多 。 这样， 头 两 年 的 利息 缺额 应 
子 本 金 化 而 加 入 到 贷款 金额 中 去 。 设 了 为 这 种 条 件 下 的 贷款 金 
额 ， 则 有 














一 五 (112)2 — 100s50.12 
或 
BS = 1.2544Z 一 212. 
然而 ，B3 是 贷款 增加 后 的 金额 ， 它 必须 在 偿 债 基金 中 积累 ， 
从 而 有 
BS = (1000 — 0.12B3)sa0.08 








或 
1000s3 1000(2.08) 
B3 08 _ = $1664.53. 
2? 一 工 +0.12saoos 1+(0.12)(2.08) 
故 算得 原始 贷款 为 
,Bs+212 _ 
LD = 开 55 = $1495.96. 


可 见 稍 小 于 瑟 这 正如 所 预料 的 。 


86.7 ”连续 支付 分 期 偿还 
可 以 建立 以 连续 支付 来 分 期 偿还 贷款 的 公式 。 这 些 公式 具有 
概念 和 理论 上 的 价值 ， 但 在 实际 应 用 中 使 用 并 不 广泛 。 
首先 看 一 下 支付 率 为 常数 的 情形 。 考虑 一 项 贷款 a 它 在 
个 时 期 内 以 每 时 期 支付 1 的 支付 率 连续 偿还 。 很 容易 推广 公式 
(6.1) 和 (6.2) 以 确定 时 刻 t 的 未 馆 还 贷款 余额 ，0 tn 


BY = ts (6.10) 


Br = an(l + i)! — Hh. (6.11) 


我 们 也 知道 , 连续 付款 中 一 部 分 是 利息 , 一 部 分 是 偿还 本 金 。 
设 五 为 在 时 刻 上 的 瞬时 利息 支付 率 ， 而 Ps 为 时 刻 t 的 瞬时 本 金 
偿还 率 。 由 通常 推理 ， 式 (6.3) 和 (6.4) 的 推广 是 








T=6.B, {6.12) 
及 
EP, = 1- 56.B. (6.13) 
如 果 我 们 能 证 明 4 
元 B= —P, 











(因为 未 偿还 贷款 余额 的 瞬时 的 减少 率 必须 等 于 本 金 的 偿还 率 ) 就 
可 验证 (6.12) 和 (6.13) 式 。 如 果 微 分 (6.10) 式 ， 就 有 














a ad dl— wt 
rh 6 
toge(1 十 悦 
at 6 6 
= -+m"= -0 
= 6 -l=é6B-1=—P, 


这 就 是 (6.13) 式 。 
在 45 节 中 我 们 兽 建 立 起 一 个 恒等式 
a 
看 呈 一 
并 曾 指出 可 以 给 出 公式 以 字面 上 的 解释 ， 上 面 这 一 段 的 讨论 就 提 
供 了 对 此 公式 的 字面 解释 。 





1 — 6a, (4.26) 





其 次 考虑 支付 率 可 以 变化 的 推广 情形 。 假 设 笛 还 贷款 的 付款 
以 每 时 期 RB 的 比率 连续 支付 。 这 一 符号 同 第 五 章 中 从 贷款 人 角 
度 使 用 的 符号 是 一 致 的 。 原 始 贷款 金额 是 所 有 付款 的 现时 值 ， 即 


四 
L=Bo= 了 ws Reds. (6.14) 
0o 


于 是 ， 关 于 未 偿还 贷款 余额 的 两 个 公式 就 变 成 





网 
BP = 1/ vtReds (6.15) 
二 


如 
Br = Bo(l + i) -/ Roll + i)tsds. (6.16) 
[ 


有 趣 的 是 ， 公 式 (6.16) 与 (5.18) 完全 相同 ， 后 考 是 从 不 同 角 
度 建 立 起 来 的 ， 其 中 要 作 一 个 标准 的 替换 R, = 一 C。. 

上 述 公式 假设 了 利息 效力 为 常数 。 可 以 将 以 上 结果 直接 推广 
到 变 利息 效力 的 情形 。 所 导出 的 公式 类 似 于 (5.19) 式 ， 此 事 留 作 
习题 。 

例 6.15 ” 试 证 明 


人 由 本 = 上 人 四 
其 中 未 加 撤 的 符号 是 基于 利息 效力 5, 而 加 撤 的 符号 是 基于 利息 
效力 57 。 
我 们 有 








n nn pnt 
/ va = 了 f/ vv drdt. 
0 0 J0 
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现在 如 图 6.2 所 示 交 换 积分 次 序 ， 

















图 6.2 例 6.15 的 积分 区 域 


n pn-r 
/ / vv dtdr 
0 Jo 
n 
= / vadr. 


这 就 是 我 们 所 要 的 结果 ， 只 须 将 t 蔡 换 7 就 可 。 读 者 可 能 会 
感到 奇怪 、 这 一 恒等式 竟 是 对 的 。 





二 重 积分 成 为 


rm 一 
/ 1 viv Tdrdt 
0 vo 


86.8 ”级 率 本 金 金额 


在 实际 应 用 中 经 常 遇 到 的 一 个 问题 是 : 考虑 一 笔 贷 款 的 分 期 
偿还 ， 在 其 中 贷款 余额 被 分 割 为 若干 部分， 而 各 部 分 按 不 同 利率 
计 息 , 例如, 一 家 信用 社 可 能 这 样 开价 : 对 未 偿还 贷款 的 头 $1000 
按 月 利率 13% 计 息 ， 而 任何 超过 部 分 则 按 月 利率 1% 计 息 。 我们 
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把 贷款 余额 的 这 些 分 割 的 各 部 分 称 为 级 六 本 全 金额 。 

若 要 决定 一 项 等 额 的 周期 付款 以 偿还 一 笔 含有 级 率 本 金 金额 
的 贷款 ， 这 样 一 个 问题 很 奇怪 竟 是 一 个 非 平凡 问题 ， 它 需要 用 试 
验 法 来 求解 。 

在 本 节 中 我 们 将 给 出 一 个 对 两 级 率 贷款 的 此 种 问题 的 解法 。 
这 种 方法 可 以 推广 到 多 级 率 的 情形 。 

考虑 一 笔 贷款 上, 它 在 nn 个 时 期 内 以 等 额 付款 召 来 偿还 。 利 
息 是 这 样 计算 的 : 对 未 偿还 贷款 余额 的 头 按 每 时 期 利率 i 来 
计 息 (0 < L' < 卫 ); 而 在 超过 无 的 部 分 则 按 每 时 期 利率 7 来 计 
息 。 在 实际 中 多 数 情 况 是 i > j, 虽然 在 推导 过 程 中 并 不 一 定 要 如 
此 。 要 求 确定 等 额 支付 五 。 

在 决定 RR 以 前 首先 要 找到 “ 超 限 ” 时 期 ， 即 未 偿还 贷款 余额 
首次 变 成 小 于 或 等 于 5' 的 时 期 。 记 此 时 期 为 a, 则 a 是 使 


Ba<L {6.17} 








的 最 小 整数 。 
贷款 余额 的 数列 展示 于 图 6.3 。 
可 由 以 下 程序 建立 如 的 公式 : 





1. 确定 BS 。 
2. 确定 BIT 。 
3. 邻 二 者 相等 并 解 R 。 
由 将 来 法 得 出 
BP? = Raa-ai (6.18) 
而 过 去 法 给 出 
Bi= (LI+I)* + +iLsa — Reas. (6.19) 


令 (6.18) 与 (6.19) 相等 并 解 RK, 可 得 
还 一 II 十 入 十 到 十 这 5 
nali + sasj 


召 
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B, 


a 























图 6.3 ”含有 级 率 本 金 金额 贷款 的 未 偿还 贷款 余额 











(6.20) 式 就 是 需要 的 等 额 周 期 付款 的 公式 。 
虽然 (6.20) 式 是 我 们 所 需要 的 关于 R 的 公式 ， 但 超 限 时 期 
a 仍然 未 知 。 可 以 给 出 一 个 简单 的 准则 以 使 解 a 时 需要 的 试验 次 
数 最 小 。 
如 果 将 (6.18) 与 (6.20) 式 代 入 (6.17) 式 ， 则 a 是 一 个 使 
(FINI HETIL op 
qn + saj mai 
的 最 小 整数 。 上 述 不 等 式 可 看 作 能 用 于 决定 a 的 准则 。 
然而 ， 这 一 准则 还 可 以 大 大 简化 如 下 : 
(Ll+I ara + iL! smj aa < L'saj; 
(LL +I) ora < 
LIL-L Qa 
-一 < 5 {6.21) 





mn- 
Lu "saj 


(6.21) 式 是 一 个 可 以 用 来 求 a 的 简单 准则 。 

另 一 种 用 计算 机 处 理 这 种 试验 问题 的 方法 就 是 用 选 代 法 解 
民 。 其 过 程 如 下 : 

1. 确定 一 近似 的 初始 值 Ro 。 例如， Ro. 可 以 基于 介 乎 i 与 
5 之 间 的 某 个 利率 。 

2. Bo=L., 

3. 用 递 推 公式 





B= Bi— R+iL+j(B 1 — 7), 车 Bei > L, (6.22¢) 





B: = Bri — Rt+iBii, 车 Bi-1 < 5, (6.225) 
4. Ba =0. 
借助 于 这 些 公式 可 以 在 计算 机 上 用 标准 数值 方法 形成 逐次 的 
吾 , 瑟 2 等 值 。 


例 6.16 ”考虑 一 笔 83000 的 贷款 ， 它 可 以 在 12 个 月 内 用 等 
额 的 月 度 付款 来 归还 。 利 息 对 未 偿还 贷款 余额 的 头 $1000 用 月 利 
率 13%% 来 计算 ; 而 对 超过 $1000 的 其 他 部 分 均 用 月 利率 1% 来 
计算 。 求 恰 可 分 期 还 清 这 笔 贷款 的 等 额 支付 。 

我 们 有 工 = 3000, L' = 1000, n = 12, i = 0.015, 7 = 0.01 
所 以 {6.21) 式 给 出 





2< Qamo.0n 


S13—al0.015 


满足 这 一 不 等 式 的 最 小 整数 为 和 = 9 。 由 (6.20) 式 给 出 的 等 额 月 
度 付款 为 
2000(1.01)9 + 1000 + 15sgo or 


C30.015 + S50.01 


精确 到 五 位 小 数 的 完整 的 分 期 偿还 表 见 表 6.7 。 前 面 提出 的 
准则 得 到 验证 ， 因 为 Bs > 1000 及 Be < 1000 。 支付 利息 这 一 


270.98545. 
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列 在 未 偿还 贷款 余额 的 头 $1000 按 13% 计算 ， 而 其 余 则 按 1% 
计算 。 
表 6.7 ”$3000 货款 在 12 个 月 内 头 $1000 按 月 息 1 各 计算 的 分 期 偿还 表 








月 ” 行 束 金额 ”支付 利息 。 偿还 本 金 ”未 偿还 贷款 余额 
0 3000.00000 
1 270.98545 35.00000 235.98545 2764.01455 
2 270.98545 32.64015 238.34530 2525,60925 
3 270.98545 30.25669 240.72876 2284.94049 
4 270.98545 27.84940 243.13605 2041.80445 
5 270.98545 25.41804 245.56741 1796.23704 
6 
7 
8 
9 
10 





270.98545 22.96237 248.02308 1548.21396 
270.98545 20.48214 250.50331 1297.71065 
270.98545 17.97711 253.00834 1044.70231 
270.98545 15.44702 255.53843 789.16388 
270.98545 11.83746 259.14799 520.01589 
11 270.98545 7.95024 263.03521 266.98068 
12 270.98545 ”4.00471 266.98074 一 0.00006” 
* 应 为 0, 有 0.00006 的 舍 入 误差 








习 题 

$6.2 ”确定 未 偿还 贷款 余额 

1. 一 笔 $1000 的 贷款 在 5 年 内 以 每 季度 之 末 付 款 来 偿还 , 
利率 为 季度 转换 6% 。 试 确定 第 2 年 末 的 未 偿还 贷款 余额 。 

2. 一 笔 $10000 的 贷款 以 如 下 方式 偿还 : 每 年 末 付款 $2000， 
在 最 后 一 笔 正 规 付 款 后 一 年 还 有 一 笔 较 小 的 最 后 付款 。 实质 利率 
为 12%% 。 试 确定 在 借款 人 已 经 付 了 等 于 贷款 金额 的 款项 时 ， 还 剩 
下 的 未 慌 还 贷款 余额 。 算 到 元 为 止 。 

3、 一 笔 仇 款 以 每 季度 末 付 $1500 的 分 期 付款 来 偿还 ， 其 利 
率 为 季度 转换 10 锅 。 如 果 在 第 1 年 末 的 贷款 余额 为 $12000， 求 
原始 贷款 余额 。 算 到 元 为 止 。 

4. 一 笔 贷款 以 每 年 未 支付 的 15 次 年 度 付款 来 偿还 。 头 5 次 
分 期 付款 为 每 次 $4000, 其 后 5 次 为 每 次 53000, 最 后 5 次 为 每 次 
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$2000 。 试 用 a) 将 来 法 和 b) 过 去 法 确定 第 2 次 $3000 付款 之 后 
未 偿还 贷款 余额 的 表达 式 。 

5. 一 笔 贷款 以 3 年 内 每 半年 之 末 支 付 的 等 额 分 期 付款 来 偿 
还 ， 和 名义 利 率 为 半年 度 转换 8 哆 。 在 第 4 次 付款 以 后 ， 未 偿还 贷 
款 余额 为 $5000 。 求 原始 贷款 金额 。 算 到 元 为 止 。 

6. 有 一 笔 $20000 的 贷款 , 在 12 年 内 以 每 年 末 付 一 次 款 来 偿 
还 。 如果 (1 十 人 + = 2, 试 确定 第 四 次 付款 后 的 未 偿还 贷款 余额 。 
算 到 元 为 止 。 

7. 一 笔 $20, 000 的 抵押 贷款 以 每 年 末 支 付 的 20 次 分 期 付款 
来 偿还 。 借 款 人 付 了 5 次 款 ， 并 在 随后 的 2 年 内 临时 不 能 付款 。 
如 果 这 笔 贷款 仍然 要 在 原来 的 20 年 内 偿还 ， 求 第 8 年 末 开 始 的 
修正 付款 金额 的 表达 式 。 

8. 一 项 贷款 为 1, 原 计 划 以 25 次 在 每 年 末 支 付 的 等 额 付款 
来 偿还 。 如 果 在 第 6 到 第 10 次 付款 中 每 次 附加 付款 KK, 则 足以 
比 原来 计划 早 5 年 还 清 贷 款 。 试 证 明 

















人 GT 
kK- 
EE 


9. 一 笔 贷 款 以 等 额 付款 来 偿还 , 如果 Bt, Beri, Bert2 和 Be+r3 
是 四 次 相继 的 未 偿还 贷款 余额 ， 求 证 : 

a) (Be — Beri)(Ber2 — Bers) = (Bit1 — Bet2)? 。 

b) Be t+ Bers < Beti + Bers 。 

836.3 ”分 期 偿还 表 

10. 一 笔 贷款 在 5 年 内 以 每 季度 末 付 款 $1000 来 偿还 ， 其 利 
率 为 季度 转换 12% 。 求 第 6 次 分 期 付款 中 的 本 金 金额 。 

11. 有 一 笔 贷 款 在 ? 个 时 期 内 以 每 时 期 末 付 款 1 来 偿还 。 试 
确定 在 整个 贷款 期 间 支付 利息 的 现时 值 的 表达 式 。 

12. 一 笔 $10000 的 贷款 按 10 咒 实质 利率 以 每 年 末 支 付 的 20 
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次 分 期 付款 来 偿还 。 证 明 第 11 次 分 期 付款 的 利息 金额 为 


1000 
1 十 210 


13. 一 笔 贷款 按 9% 实质 利率 以 每 年 末 支 付 的 20 次 分 期 付 
款 来 偿还 。 问 在 哪 一 次 分 期 付款 中 利息 部 分 和 本 金 部 分 最 接近 于 
彼此 相等 ? 

14. 一 笔 贷款 在 5 年 内 以 每 季度 之 来 付款 来 偿还 。 如 果 第 .3 
次 付款 的 本 金 金额 为 $100, 求 最 后 5 次 付款 的 本 金 金额。 其 中 利 
率 为 季度 转换 10% 。 

15. 一 笔 贷款 以 20 年 内 每 年 末 付 款 1 来 偿还 。 前 10 年 实质 
利率 为 i, 后 10 年 实质 利率 为 。 求 以 下 表达 式 : 

a) 第 5 次 分 期 付款 中 支付 的 利息 金额 。 

b) 第 15 次 分 期 付款 中 支付 的 本 金 金额 。 

16. 一 笔 原始 本 金 为 4 的 抵押 贷款 以 下 列 方式 偿还 : 每 年 末 
支付 等 额 的 付款 KK, 一 直 支 付 到 连同 最 后 一 次 较 小 付款 还 清 贷款 
为 止 。 实 质 利率 为 了 。 

a) 求 第 上 次 分 期 付款 中 的 本 金 金额 。 

b) 分 期 己 还 表 中 偿还 本 金 这 一 列 是 否 构成 几何 级 数 (不 包含 
最 后 一 次 非 正规 付款 记 

17. 一 位 借款 人 有 一 项 抵押 贷款 ， 它 需 训 在 20 年 内 每 年 末 支 
付 等 额 的 年 度 付款 。 在 第 7 次 正规 付款 时 加 付 了 一 笔 钱 ， 它 等 于 
按 原 分 期 偿还 表 应 在 第 8 次 正规 付款 中 支付 的 本 金 金额 。 如 果 在 
第 8 次 及 以 后 各 年 中 继续 每 年 付 1 直至 全 部 还 清 抵押 为 止 ,求证 
在 整个 抵押 期 间 少 付 的 利息 金额 为 

















1 一 pl13 


18. 一 笔 贷 款 工 在 10 年 内 以 每 年 底 付 款 来 分 期 偿还 。 如果 
v5 二 2/3, 试 求 : 


a) 在 头 5 次 付款 中 偿还 的 本 金 金额 。 

P) 如 果 最 后 5 次 付款 未 按 计 划 支付 ， 问 在 第 10 年 末 尚 欠 多 
少 金额 ? 

19. 一 项 35 年 期 贷款 应 以 每 年 末 的 等 额 分 期 付款 来 偿还 。 
第 8 次 分 期 付款 中 支付 的 利息 金额 为 8135, 在 第 22 次 付款 中 支 
付 的 利息 金 窗 为 $108 。 求 第 29 次 付款 中 应 付 的 利息 金额 。 

86.4 ”人 慌 俩 基金 

20. A 曾 借款 $10000, 实质 利率 为 10% 。 A 积累 一 笔 实质 
利率 为 8% 的 偿 债 基金 以 偿还 这 笔 贷款 。 在 第 10 年 末 偿 债 基金 
余额 为 85000 。 在 第 11 年 末 A 支付 总 额 为 $1500 。 

a) $1500 中 有 多 少 是 当前 支付 给 贷款 的 利息 ? 

b) $1500 中 有 多 少 进入 偿 债 基金 ? 

c] $1500 中 有 多 少 应 被 认为 是 利息 ? 

dj $81500 中 有 多 少 应 被 认为 是 本 金 ? 

e 第 11 年 末 的 偿 债 基 金 余额 为 多 少 ? 

21. 有 一 笔 $1000 的 贷款 以 这 样 的 形式 偿还 : 每 年 支付 等 额 
的 年 度 付款 $120, 再 加 上 在 最 后 一 次 正规 付款 后 一 年 有 一 笔 较 小 
的 最 后 付款 ,实质 利率 为 8% 。 试 从 代数 上 和 字面 上 证 明 ， 在 作 
第 5 次 付款 以 后 ， 未 偿还 贷款 余额 为 : 

a) 1000(1.08)5 — 120ss 。 

b) 1000 — 40s5 。 

22. 证 明 omae 一 IT 。 

23. 在 一 笔 $10000 的 贷款 中 ， 9% 实质 利率 的 利息 必须 在 
每 年 末 支 付 。 借 款 人 每 年 初 也 向 一 实质 利率 为 7% 的 偿 债 基金 储 
营 3X 。 在 第 10 年 末 偿 债 基金 正好 足以 还 清 赏 款 。 求 义 。 

24. 一 位 借款 人 以 10 次 $1000 的 年 度 付款 偿还 一 笔 贷款 。 
贷款 的 一 半 是 以 分 期 偿还 方法 按 实质 利率 5% 偿还 的 。 另 一 半 则 
用 偿 债 基金 方法 偿还 ， 其 中 贷款 人 得 到 5% 的 实质 利率 ， 而 偿 债 
基金 则 按 4%% 实质 利率 积累 。 求 贷款 金额 。 算 到 元 为 止 。 
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25. A 借款 $12000, 为 期 10 年 ， 并 同意 每 半年 付款 $1000 。 
贷款 人 前 5 年 收取 半年 度 转换 12%% 的 实质 利率 ， 后 5 年 则 为 半 
年 度 转 换 10% 的 实质 利率 。 每 次 付款 的 余额 轴 资 于 一 个 有 半年 
度 转换 8 中 利率 的 偿 会 基金 。 试 确定 在 第 10 年 末 此 偿 债 基金 欠 
付 贷款 的 金额 。 算 到 元 为 止 。 

26. a) 一 位 借款 人 以 半年 度 转换 8% 的 利率 异 得 一 笔 $3000 
的 贷款 ,为 期 10 年 。 异 款 人 用 一 笔 有 5 色 半年 度 转 换 利率 的 偿 俩 
基金 偿还 三 分 之 一 的 本 爹 ， 另 外 三 分 之 二 则 用 有 7% 半年 度 转换 
利率 的 另 一 笔 偿 债 基金 来 偿还 。 求 半年 度 付款 总 额 。 

b) 在 (a) 中 ， 如 果 代 款 人 每 年 将 偿 债 基金 储 普 总 额 的 三 
分 之 一 存 和 人 有 5% 半年 度 转换 利率 的 偿 债 基 金 ， 另 三 分 之 二 则 存 
入 有 7 色 半年 度 转换 利率 的 偿 债 基金 ， 则 结果 将 如 何 ? 

c) 由 通常 推理 来 判断 (a) 和 (b) 答案 的 相对 大 小 。 

27. 在 31 年 内 每 年 末 付 款 $36000 以 届 还 一 笔 $400000 的 贷 
款 。 假 如 借款 人 用 一 项 有 3 名 实质 利率 的 偿 债 基金 来 偿还 本 金 ， 
求 在 贷款 中 对 贷款 人 支付 的 实质 利率 。 

28. 一 项 20 年 期 的 延 付 年 金 现 时 值 为 $10000, 其 中 在 前 10 
年 实质 利率 为 8%, 而 在 后 10 年 为 7% 。 一 位 投资 人 按 某 价 格 购 
买 了 此 项 年 金 ， 他 在 整个 投资 期 间 在 购买 价 的 基础 上 获得 收益 率 
为 956, 并 进一步 允许 用 一 笔 前 10 年 利率 为 6%% 和 后 10 年 利率 为 
5% 的 偿 债 基金 来 代替 这 笔 资 金 。 求 每 年 存 入 懂 贷 基金 的 金额 。 

29. 一 笔 金额 为 1 的 贷款 在 nm 个 时 期 内 为 贷款 人 获得 每 个 时 
期 i 的 收益 率 , 而 借款 人 用 一 项 利率 为 每 时 期 i 的 偿 债 基金 来 偿 
还 。 如 果 0 tn, 试 确定 下 列表 达 式 : 

a) 周期 性 付 给 贷款 人 的 利息 。 

b) 周期 性 偿 债 基金 储蓄。 

c) 偿 债 基金 在 第 七 个 时 期 得 到 的 利息 。 

d) 偿 债 基金 在 第 + 个 时 期 末 的 金额 。 

e) 贷款 在 第 t 个 时 期 末 的 净 金 额 。 
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f) 在 第 + 个 时 期 支付 的 净利 息 。 

及 在 第 上 个 时 期 偿还 的 本 人 金 。 

86.5 ”支付 期 不 同 于 利息 转换 期 

30. 一 位 投资 者 购买 了 一 项 年 金 ， 其 本 金 和 利息 的 付款 为 在 
10 年 内 每 季度 $500 。 年 度 实质 利率 为 8%6 。 投资 者 在 10 年 期 间 
总 共 得 到 多 少 利 息 ? 算 到 元 为 止 。 

31. 入 以 半年 度 转换 利率 12% 借款 $10000, 为 期 5 年 。A 
用 偿 债 基金 方法 来 妇 还 本 金 ， 他 在 5 年 内 每 年 末 向 基金 存款 ， 该 
基金 有 8% 的 实质 利率 .。 求 A 要 完全 偿还 贷款 在 5 年 内 需 付 的 总 
金额 。 算 到 元 为 止 。 . 

32. 一 位 借款 人 用 每 年 末 支 传 $33000 来 偿还 一 笔 货 款 ， 整 个 
贷款 时 期 未 知 ， 如 果 第 3 次 分 期 付款 中 利息 金额 为 $2000, 求 第 
6 次 分 期 付款 中 本 金 的 金额 。 设 利率 为 季度 转换 10% 。 

33. A 以 10% 的 季度 转换 利率 借款 $5000, 为 期 10 年 。 A 
并 不 即时 支付 利息 ， 而 是 将 所 有 增殖 的 利息 在 10 年 之 来 连同 本 
人 金 一 起 归还 。 如 果 通 过 一 项 有 半年 度 转换 利率 7% 的 偿 债 基金 来 
偿还 这 笔 货款， 求 需 要 的 年 度 偿 债 基金 储 车 金额 。 

34. 一 笔 $3000 的 贷款 以 20 次 季度 付款 来 分 期 偿还 。 第 11 
次 和 第 12 次 付款 未 付 。 在 规定 第 12 次 付款 时 此 贷款 重新 谈判 
并 决定 第 13 次 付款 为 SN, 而 第 14, 16, 18 及 20 次 付款 为 每 次 
均 比 以 前 付款 多 $40 。 如 果 利 率 为 半年 度 转换 8%, 试 确定 N 的 
值 使 得 贷款 能 在 原 定 的 期 限 内 完全 付 清 。 算 到 元 为 止 。 

§6.6 ” 变 额 支付 序列 

35. 一 项 贷款 以 10 次 年 度 付款 来 偿还 。 第 1 次 付款 等 于 该 
付 的 利息 ,第 2 次 付款 为 第 1 次 的 两 倍 。 第 3 次 付款 为 第 1 次 的 
3 倍 ， 如 此 等 等 。 试 证 货款 的 利率 满 尾 





























(To) 一 工 
36. 一 笔 贷 款 以 10 次 付款 来 偿还 。 第 1 次 付款 为 10, 第 2 次 
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为 9 这 样 下 去 直到 第 10 次 付款 为 1 。 试 证 第 6 次 付款 的 利息 金 
额 为 





5— a 


37， 一 笔 贷 款 这 样 来 偿还 : 第 1 年 付 $200, 以 后 每 年 增加 
$50, 直到 某 年 付 $1000, 其 时 付款 即 结束 。 如 实质 利率 为 4%, 求 
第 4 次 付款 的 本 金 金额 。 

38. 一 位 借款 人 用 10 次 等 额 的 半年 度 本 金 付款 来 偿还 一 笔 
$1000 的 贷款 。 每 年 按照 未 偿还 余额 支付 利息 ， 其 利率 为 季度 转 
换 6% 。 求 使 投资 者 得 到 半年 度 转换 10% 收益 率 的 价格 。 

39. 一 笔 $8000 的 抵押 贷款 要 在 20 年 内 傍 还 ， 偿 还 条 件 是 
每 半年 分 期 支付 $200 再 加 上 对 未 偿还 余额 支付 5% 的 利息 。 恰 
在 第 15 次 付款 后 贷款 人 将 这 笔 抵押 货款 以 某 价格 出 售 ， 新 的 贷 
款 人 可 获得 6 名 的 收益 率 ， 并 人 允许 在 一 利率 为 4 名 的 迟 债 基金 中 
积累 以 代替 原来 的 资金 。 假 设 所 有 利率 均 为 半年 度 转换 。 

a) 求证 若 每 6 个 月 等 额 净 返回 ， 则 价格 为 


75s550.02 + 6250 
1 + 0.033750.02 


























= $4412. 


b) 求证 若 每 6 个 月 等 额 镑 债 基金 储蓄 ， 则 价格 为 


(aas0.03 + 125)s350.02 


= $4453, 
0.03azs003(l 十 0.03sz5ooz) 





c) 由 通常 推理 来 判断 a) 和 b) 答案 的 相对 大 小 。 

40. A 以 10 六 的 年 实质 利率 借款 82000, 并 愿 以 每 年 底 付款 
来 偿还 。 第 一 次 付款 为 $400, 以 后 每 次 付款 比 前 一 次 多 4%, 在 最 
后 一 次 正规 付款 后 一 年 还 有 一 次 较 小 的 最 后 付款 。 

a) 求 第 3 年 末 的 未 偿还 贷款 余额。 

b) 求 第 3 次 付款 偿还 的 本 金 。 
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41. 两 笔 同样 金额 的 贷款 以 4% 实质 利率 分 期 偿还 。 贷 款 工 
以 30 次 等 额 的 年 度 付 款 来 偿还 。 贷 款 M 以 30 次 年 度 付 款 来 偿 
还 ， 其 中 每 次 付款 偿还 的 本 金 金额 相等 ， 而 利息 则 与 未 偿还 余额 
成 比例 。 贷 款 工 的 付款 在 第 到 年末 首次 超过 贷款 M 的 付款 。 求 
下 。 

42. 入 以 实质 利率 i 参与 投资 。 在 第 1 年 末 A 抽 回 所 得 利息 
的 162 生 贸 , 第 2 年 末 抽 回 所 得 利息 的 325 锅 , 如 此 下 去 抽 回 的 比例 
按 算术 级 数 增长 。 在 第 16 年 末 基 金 告 尽 。 求 。 

86.7 ”连续 支付 分 期 偿还 

43. 一 笔 zz5 的 贷款 在 25 年 内 以 每 年 付 1 的 年 率 连续 支付 
来 偿还 。 如 果 i = 0.05, 求 第 6 到 第 10 年 内 支付 的 利息 总 金额 。 

44. a) 求证 























si 
mn 
b) 对 a) 中 得 到 的 结果 给 出 字面 解释 。 

45. 一 笔 贷 款 在 n 个 时 期 内 以 连续 支付 来 偿还 ， 在 时 刻写 的 
支付 率 为 每 时 刻 二 。 求 在 时 刻 天 (0 科大 < n) 未 偿还 贷款 余额 的 
表达 式 。 

3) 用 将 来 法 。 

b) 用 过 去 法 。 

46, 一 项 金额 为 1 的 贷款 在 10 年 内 以 连续 支付 来 分 期 偿还 ， 
支付 率 的 变化 形式 是 未 偿还 贷款 余额 为 线性 。 利息 效力 为 10% 。 
试 求 : 

a) 头 5 年 偿还 的 本 金 。 

b) 头 5 年 支付 的 利息 。 

47. 当 利 息 效 力 为 连续 变化 时 , 将 (6.14), (6.15) 与 (6.16) 表 
示 为 更 一 般 的 形式 。 

48. 已 知 一 项 保险 索赔 的 余 留 未 贴现 支付 在 遭 到 索赔 后 t 时 
期 为 ae- 碾 


于 
1+ 证 一 也 = 
(+ 让 i 
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a) 如 瞬时 索赔 支付 率 为 P() 。 求 已 () 的 表达 式 。 

b) 在 时 刻 0 确定 索赔 的 未 贴现 总 支付 。 

0) 车 利息 效力 为 5, 求 时 刻 0 索赔 总 支付 的 现时 值 。 

d) 车 利息 效力 为 5, 求 时 刻 上 索赔 余 留 支付 的 现时 值 。 

86.8 ”级 率 本 金 金额 

49. 为 了 偿还 $2000 的 贷款 , 每 季度 末 付 $P .未 偿还 余额 的 头 
$500, 其 利率 为 9 二 16%%, 而 超过 的 部 分 利率 为 id = 14% 。 
如 果 在 第 1 年 末 偿 还 贷款 余额 为 $1000, 求 已 。 算 到 元 为 止 。 

50， 一 笔 $1000 的 贷款 其 分 期 偿还 形式 如 下 : 每 季度 支付 
$100, 直到 连同 最 后 一 次 正规 付款 后 一 个 季度 支付 的 一 笔 较 小 最 
后 付款 还 清 贷 款 为 止 。 利息 在 未 届 还 贷款 余额 的 头 8500 按 季度 
转换 12% 计算 ， 而 超过 部 分 按 季度 转换 8%% 计算 。 

a) 求 第 4 次 分 期 付款 中 已 还 的 本 金 。 

b) 证 明 在 “起 限 ”点 以 前 ， 逐 次 屡 还 本 金 加 上 一 常数 构成 一 
几何 级 数 ， 即 

Per + 
Bt+k 


人 ) 求 天 。 

(人 2) 求 了 。 

51. 考虑 一 笔 $3000 的 贷款 , 它 在 12 个 月 内 以 等 额 月 度 付款 
来 偿还 。 利 息 在 未 偿还 贷款 余额 的 头 $1000 按 月 息 13% 计算 ， 
在 随后 的 $1000 按 1 名 计算 ， 余 下 的 部 分 则 按 1% 计算 。 求 恰 
能 分 期 偿还 这 笔 贷款 的 等 额 支付 金额 。 (提示 : 假设 两 个 “起 限 ” 
点 在 t= 二 5 与 t= 9, 此 假设 可 由 最 后 构造 的 分 期 偿还 表 验 证 为 正 
确 。) 

杂 题 

52. a) 证 明 





一 1 二 了 对 上 一 1 2,a 一 1 


nl 
二 十 和 > Qa = 有 
1=0 


b) 对 a) 得 到 的 结果 给 出 字面 解释 。 
53. a) 证 明 若 一 笔 贷款 以 n 次 等 哲 支 付 如 来 分 期 偿还 ， 则 


Bt = R(am 一 zs 


b) 对 a) 中 结果 给 出 字面 解释 。 

54. 一 笔 遗 产 的 原始 金额 恰 够 以 33% 的 实质 利率 在 10 年 内 
每 年 末 支 付 $10,000 。 甚至 在 基金 实际 上 得 到 5% 的 实质 利率 时 
头 5 年 的 支付 仍 按 原 计 划 进 行 。 问 在 第 5 年 末 基 金 肉 有 多 少 超过 
预计 的 利息 ? 算 到 元 为 止 。 

55. 一 位 投资 者 在 10 年 内 每 年 之 初 给 出 等 额 付 款 ， 用 以 在 一 
家 实质 利率 为 5% 的 银行 内 在 第 10 年 之 来 积累 到 $10,000 .在 
第 5 年 之 末 银 行将 利率 降 到 实质 利率 4 和 。 

a) 求 头 5 年 的 年 度 储蓄 。 

b) 求 后 5 年 的 年 度 储蓄 。 

56. 一 个 家 庭 向 一 项 10%30 年 期 抵押 贷款 作 年度 付 款 R. 
在 经 过 15 次 付款 以 后 ， 他 们 与 贷款 人 重新 谈判 ， 愿 在 5 年 内 还 
清 债务 ， 而 货款 人 则 愿意 接受 在 整个 贷款 期 间 按 9 入 实质 利率 计 
算 。 求 修正 后 年 度 付款 的 表示 式 。 

57. 9 年 以 前 ， 一 个 家 庭 按 32 实质 利率 承担 了 一 项 20 年 期 
$80000 的 抵押 贷款 ， 他 们 以 年 度 付款 来 偿还 。 现在 他 们 想 一 次 支 
付 $5000, 并 在 9 年 内 还 清 这 笔 抵 摆 贷款 。 试 在 以 下 两 种 条 件 下 
求 修正 的 年 度 付款 。 

a) 如 果 贷款 人 三 接受 在 过 去 9 年 内 有 8% 的 收益 率 ， 但 坚持 
在 后 9 年 内 有 9% 的 收益 率 。 

b) 假如 贷款 人 坚持 在 整个 贷款 期 间 要 有 9 咒 的 收益 率 。 

58. 一 笔 实质 利率 为 5% 的 $1000 的 10 年 期 贷款 以 等 额 年 
度 付 款 来 偿还 。 借款 人 可 以 加 速 贷款 的 分 期 偿还 。 然 而 ， 对 任何 
超过 原 计划 付款 额 的 付款 要 收 2%% 的 预付 款 罚 金 。 假 如 借款 人 在 














-232. 





第 1 年 末 支 付 $300, 而 在 第 2 





E 末 支付 3250, 求 恰 在 第 3 颖 





EF 未 付 





款 前 的 未 偿还 贷款 余额 。 算 到 元 为 止 。 
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第 七 章 ”债券 和 其 他 证 券 


57.1 引言 


利息 理论 的 主要 应 用 之 一 是 决定 债券 和 其 他 证 券 (如 优先 股 
和 普通 股 ) 的 价格 和 价值 。 本 章 主要 讨论 债券 ， 但 也 在 7.2 7.10 
和 7.11 节 对 优先 股 和 普通 股 作 简要 的 考察 。 

在 第 七 章 中 有 三 个 主要 问题 : 

1. 车 已 知 投资 者 要 求 的 收益 率 ， 问 对 某 种 证 券 应 付 什 么 价 
格 ? 

2. 若 已 知 证 券 的 价格 ， 问 投资 者 最 终 会 得 到 多 大 的 收益 率 ? 

3. 某 一 证 券 在 已 被 购买 后 的 一 给 定 日 期 的 价值 为 多 少 ? 
应 该 注意 在 本 章 中 并 未 引进 新 的 基本 原理 。 然 而 ， 在 有 效 地 处 理 
涉及 证 券 的 金融 业务 中 引入 了 一 些 新 的 术语 和 公式 。 





87.2 ”证 券 类 型 

7.2 节 考 虚 了 三 种 金融 市 场 上 常见 的 证 券 。 不 能 认为 本 节 是 
对 这 些 证 券 的 完整 的 讨论 ， 因 为 只 是 给 出 了 非常 简要 的 叙述 。 如 
要 进一步 了 解 这 方面 的 内 容 ， 读 者 可 阅读 有 关 金 融和 证 券 的 那些 
标准 的 教科 书 。 

近年 来 有 越 来 越 多 的 奇特 的 金融 契约 。 目 前 我 们 暂时 不 去 讨 
论 它们 ， 因 为 首先 应 讨论 基本 的 东西 。 在 8.8 节 中 才 会 讨论 那些 
较 新 的 金融 契约 。 _ 

本 章 中 将 讨论 的 三 类 主要 证 券 是 : (1) 债券 ， (2) 优先 股 与 
{3) 普通 股 。 

债券 
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债券 是 一 种 带 利息 的 证 券 , 它 承 诺 在 未 来 的 某 个 (或 某 些 ) 日 
期 支付 所 述 的 某 个 (或 某 些 ) 金额 的 钱 款 。 它 是 由 借款 者 出 具 的 正 
式 的 债务 单据 ， 经 常 是 整数 金额 ， 例 如 $81000 或 $5000 。 债券 通 
常 由 企业 或 政府 单位 作为 集资 手段 来 发 行 。 

债券 通常 在 一 锐 定 时 期 之 来 偿还 。 这 一 固定 时 期 称 为 债券 的 
期 限 。 人 司 券 的 期 限 之 末 称 为 到 期 日 。 偶 而 也 发 行 期 限 为 无 限 的 
债券 ， 如 英国 政府 无 妇 偿 期 证 券 这 种 债券 称 为 无 限期 俩 券 。 也 
有 的 债券 其 期 限 可 以 变化 ， 由 借款 人 自己 决定 。 这 种 债券 称 为 通 
知 馈 还 俩 券 , 将 在 7.7 节 中 讨论 。 和 任何 早 于 或 等 于 到 期 日 而 债券 
可 以 偿还 的 日 期 称 为 偿还 日 。 

倘 券 可 按 各 种 途径 分 类 ,一 种 分 类 法 是 分 为 积累 僻 券 和 附 息 
野人 镇 券 , 息 票 是 合 券 的 发 行者 在 到 期 偿还 前 所 作 的 周期 性 付款 。 
积累 债券 则 是 其 偿还 价格 包含 了 原始 贷款 加 上 所 有 积累 的 利息 。 
美国 国库 发 行 的 Series 也 储 著 债券 就 是 此 种 类 型 债券 的 典型 例 
子 。 近 来， 所谓 无 息 票 便 券 在 投资 者 中 洒 非 常 流行 .虽然 如 此 ， 
多 数 债券 附 有 周期 支付 的 息 票 ， 以 后 除非 申明 总 认为 是 讨论 此 类 
债券 。 本章 大 部 分 篇 幅 将 限于 这 后 一 种 债券 ， 因 为 积累 债券 或 无 
息 票 俩 券 很 容易 用 前 几 章 已 讨论 的 基本 复 利 方法 来 处 理 。 

第 二 种 分 类 法 是 分 为 记名 债券 和 不 记名 债 状 。 记 名 债券 是 
在 借款 人 的 记录 中 载 明 贷款 人 。 如 果 贷 款 人 决定 出 售 债 券 ， 则 所 
有 权 的 变化 必须 报告 借款 人 。 在 每 个 息 票 支付 日 期 ， 由 借款 人 按 
照 记录 将 周期 性 息 聚 付款 付 给 贷款 人 。 不 记名 债券 则 是 贷款 人 并 
不 列 在 借款 人 的 记录 中 。 因 为 债券 究 竞 属于 谁 具有 法 律 上 财产 的 
意义 , 一 项 不 记名 债券 常 称 为 持 对 人 人 饥 券 。 不 记名 债券 发 行 时 党 
附 有 息 票 。 息 票 可 由 倘 券 持 有 人 撕 下 并 兑现 。 因此 这 种 倘 券 常 称 
为 已 聚 即 付 息 债券 。 

第 三 种 分 类 法 是 按照 债券 所 具有 的 保证 来 分 类 。 扒 抒情 券 是 
由 不 动产 的 抵押 来 保证 的 债券 。 信用 债券 是 仅 由 借款 人 的 一 般 
信用 保证 的 债券 。 这 两 类 债券 是 有 些 不 一 样 的 。 一 般 而 言 ， 抵 押 
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债券 比 信用 债券 有 更 高 的 安全 程度 ， 为 在 抵押 债券 违约 时 贷款 
人 可 以 取消 赎 回 抵押 品 的 权利 。 

有 一 类 对 贷款 人 有 高 度 风险 的 债券 是 收益 值 睫 或 调整 俩 
类 。 对 于 这 种 债券 ， 只 有 在 借款 人 有 足够 收入 时 才 支 付 周 期 性 的 
息 票 。 收 益 债券 一 度 很 风行 ， 但 近年 大 量 消失 了 。 

高 风险 便 券 的 更 现代 化 的 版 本 常 称 为 “ 垃 霸 ” 债 泰 。 这 些 钙 
券 由 企业 (典型 地 说 与 公司 的 合并 ， 购 买 或 接管 有 关 ) 发 行 。 它们 
比 一 般 的 团体 法 人 债券 在 支付 上 有 高 得 多 的 违约 风险 。 相 应 地 ， 
它们 必须 付 给 贷款 人 与 这 些 风险 相称 的 适当 高 利率 的 利息 。 这 些 
债券 有 时 被 称 为 属于 低 投 资 级 列 。 “投资 级 别 "” 是 指 由 某 些 评价 
机 构 提供 的 有 关 各 种 债券 的 质量 评定 表 。 本 章 中 将 不 包括 有 违约 
风险 的 金融 计算 ， 但 在 9.5 节 中 将 予以 讨论 。 

有 一 种 债券 称 为 可 转 接 债券 , 它 有 点 象 一 种 混合 物 。 这 种 债券 
在 镇 券 持 有 人 的 选择 下 ， 可 以 在 未 来 的 某 个 日 期 在 某 些 条 件 下 转 
换 为 发 行 该 债券 的 企业 的 普通 股 。 可 转换 债券 通常 是 信用 债券 。 
这 种 慎 券 使 投资 者 可 以 在 继续 将 其 作为 债券 还 是 转化 为 普通 股 之 
间 有 一 个 选择 ， 视 企业 在 将 来 的 业 续 而 定 。 

需要 大 量 资金 的 借款 者 可 以 发 行 若干 在 同一 天 到 期 的 局 券 . 
但 是 , 大 量 的 债务 集中 于 同一 天 会 给 偿还 或 重新 集资 带 来 同 题 . 因 
此 ， 有 些 借款 人 就 把 一 项 总 金 络 很 大 的 债券 分 拆 为 若干 项 债券 
这 样 ， 拆 开 的 债券 就 有 一 系列 互相 错开 的 偿还 日 期 。 这 种 类 型 的 
债券 称 为 分 凑 偿 还 俩 每, 这 将 在 7.8 节 中 进一步 分 析 。 另 一 种 方 
法 是 贷款 人 要 求 建立 一 个 偿 债 基金 ， 用 以 积累 足以 偿还 大 金额 俩 
券 的 金额 。 

美国 国 震 发 行 期 限 长 短 不 一 的 各 种 债券 。 有 长 达 ?7 年 甚至 更 
长 期 限 的 长 期 国库 券 , 也 有 二 期 国库 券 常 称 为 “T 一 券 。 后 者 
是 以 贴现 形式 出 现 ， 期 限 为 13, 26 或 52 周 ， 曾 在 2.8 节 中 简单 
地 讨论 过 。 美国 国库 也 发 行 中 等 长 度 期 限 (1 年 至 7 年 ) 的 债券 
称 为 中 期 国库 故 。 短 期 国库 券 的 计算 与 长 期 国库 券 的 计算 有 明 
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显 的 差别 ， 这 可 以 在 例 7.2 中 见 到 。 
优先 股 
优先 股 是 一 种 证 券 ， 它 有 类 似 于 债券 的 固定 回报 率 。 然 而 ， 

它 不 同 于 债券 的 地 方 是 : 它 更 大 程度 上 是 持 有 资格 的 保证 而 不 是 

债务 保证 。 也 就 是 说 ， 优 先 股 的 持 有 者 是 发 行 该 证 券 企 业 的 部 分 

拥有 人 ， 而 债券 持 有 者 只 是 该 企业 的 债权 人 。 一 般 说 来 ， 优 先 股 

没有 到 期 日 ， 虽 然 偶 而 也 有 些 优 先 股 附 有 偿还 的 保证 。 优 先 股 的 

周期 性 付款 称 为 分 红 , 因为 它 是 付 给 企业 拥有 人 的 。 

讲 到 保证 的 程度 ， 优 先 股 排 位 在 债券 和 其 他 债务 单据 之 后 ， 
因为 必须 要 先 付 债 款 ， 然 后 优先 股 才能 收 到 分 红 。 然 而 优先 股 在 
保证 程度 上 又 排 位 在 普通 呐 之 前 ， 因 为 优先 股 的 分 红 要 在 普通 股 
分 红 之 前 先 付 。 

为 了 增加 优先 股 的 织 证 程度 ， 某 些 企业 又 发 行 了 积累 优先 
股 。 这 种 优先 股 有 这 样 的 特性 : 企业 暂 不 能 支付 的 任何 分 红 会 转 
入 未 来 的 年 份 中 在 可 能 支付 时 给 予 支 付 。 例 如 ， 一 家 企业 发 行 的 
优先 股 原 应 付 每 股 8 的 分 红 ， 但 在 一 年 中 只 能 支付 93, 则 其 余 
的 $2 (也 许 没有 利息 ) 将 转 和 未 来 的 年 份 。 优 先 股 的 所 有 欠 款 必 
须 在 支付 普通 股 分 红 之 前 先 付 清 。 

当 企 业 利润 足够 高 时 ， 茶 些 优 先 股 可 收 到 一 份 超过 正规 分 红 
的 利润 。 这 种 优先 股 称 为 参与 优先 股 , 因为 它 与 普通 股 一 起 参与 
赚 得 利润 。 参 与 优先 股 近 来 不 其 普遍 。 

某 些 优先 股 具有 类 似 于 可 转换 债券 的 可 转换 特权 ， 称 为 可 转 
搂 优 先 股 。 这 种 优先 股 的 持 有 人 可 以 选择 在 某 些 条 件 下 是 否 将 他 
们 的 优先 股 转 为 普通 股 。 

车 通 股 

普通 股 就 象 优先 股 那样 ， 是 一 种 拥有 权 的 保证 。 然 而 ， 它 不 
象 优先 股 那 祥 有 固定 的 分 红 率 。 普通 股 的 分 红 只 有 在 所 有 债券 利 
息 、 其 他 债务 和 优先 股 分 红 都 支付 以 后 才 会 支付 。 分 红 率 完全 是 
弹性 的 ， 并 由 董事 会 根据 其 判断 来 决定 。 
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因为 普通 股 的 分 红 率 是 变化 的 ， 故 其 价格 比 债券 或 优先 股 更 
为 易 变 。 然 而， 在 分 红 之 后 优先 股 持 有 者 的 所 有 其 他 利益 普通 股 
持 有 者 也 都 有 。 

例 7.1 ”一 项 无 息 票 债券 将 在 10 年 之 末 付 $1000, 而 现 售 价 
为 $400 。 求购 买 者 所 得 的 半年 度 转换 收益 率 。 

设 5 为 每 半年 的 收益 率 。 求 值 方程 为 








400(1 十 力 20 = 1000 


或 
(1 + = 2.5, 


故 了 = 0.0469 。 这 样 ， 半 年 度 转换 收益 率 为 2(0.0469) 一 0.0938 
或 9.38 咒 。 

例 7.2 ”一 项 13 局 的 短期 国库 券 到 期 应 付 $10000, 今 用 贴 
现 来 购买 并 产生 7.5% 的 收益 率 。 求 应 付 价格 。 

在 2.8 节 中 已 指出 ， 了 券 的 收益 常用 贴现 率 而 不 是 用 利率 计 
算 的 。 这 些 收益 接 单 贴现 计算 ， 它 事实 上 导致 一 个 与 工 券 同样 频 
率 转换 的 贴现 率 。 也 还 需要 象 2.3 节 那 样 知道 按 怎 样 方式 度量 时 
期 。T 券 所 用 的 度量 方式 常 是 实际 /360 。 由 此 知 价格 为 


























91 
10000 一 萄 @oral = $9810.42. 


应 该 指出 对 长 期 国库 券 决定 时 期 是 用 实际 / 实际 而 不 是 实际 
/360 。 


$7.3 ”债券 的 价格 


正如 在 7.1 节 中 所 提 到 的 ， 本 章 中 所 要 考虑 的 三 个 基本 问题 
之 一 是 决定 对 投资 者 产生 一 定 收益 率 的 购买 价格 。 本 节 考 虑 俩 券 
人 问题 。 


238 


今 作 下 列 假设 : 

1. 所 有 债务 由 使 券 发 行人 在 特定 的 付款 日 期 支付 。 使 券 的 市 
场 价格 将 随 付款 违约 的 概率 而 变化 ， 但 我 们 在 本 章 中 将 不 考虑 过 
约 的 可 能 性 。 反映 违 约 概 率 的 金融 计算 将 在 9.5 节 中 讨论 。 

2. 债券 有 固定 的 到 期 日 。 无 到 期 日 的 债券 在 数学 上 等 价 于 优 
先 股 , 并 将 在 7.10 节 讨 论 。 可 以 选择 偿还 日 期 的 通知 懂 还 债券 将 
在 7.7 节 中 讨论 。 

3. 在 息 票 付款 日 期 后 要 立即 确定 债券 价格 。 两 次 息 票 付款 日 
期 之 间 的 使 券 价 格 将 在 7.5 节 中 讨论 。 

在 本 节 和 以 后 各 章 中 将 使 用 与 局 券 有 关 的 下 列 符号 : 

卫 = 债券 的 价格 。 

五 = 债券 的 面值 或 面额 。 此 值 印 在 愤 券 正面 ， 且 常 为 在 到 
期 日 支付 的 金额 。 它 唯一 的 作用 是 决定 借款 人 的 (一 系列 ) 付款 。 
它 并 不 是 合 券 在 到 期 日 以 前 的 价格 或 价值 的 度量 。 习 屠 上 按 画 值 
$100 来 报 债券 的 价格 ， 虽 然 债券 很 少 按 这 样 小 的 面额 来 发 行 。 以 
下 除非 另外 申明 均 作 此 假定 。 

C = 债券 的 偿还 价值 ， 即 在 偿还 日 付 给 债券 持 有 人 的 金额 。 
C 常常 等 于 本, 例如 , 一 项 愤 券 的 通常 情形 是 在 到 期 日 偿还 面 信 。 
但 C 在 下 列 情形 也 可 与 下 不 同 : (1) 债券 到 期 偿还 的 金额 不 等 
于 面值 ， (2) 债券 偿还 日 期 在 到 期 日 之 前 ， 这 时 债券 偿还 的 金额 
也 不 等 于 面值 。 除 非 另 外 申明 ， 一 般 是 假设 僻 券 接 面 值 偿还 。 读 
者 应 注意 , 符号 C 在 5.5 节 中 也 用 过 ， 当 时 是 用 来 表示 在 决定 投 
资 基金 收益 率 时 投入 本 金 的 总 净 人 金额 。 

> 二 债券 的 外 对 率 , 即 用 来 决定 息 票 金额 的 每 个 息 票 支付 时 
期 的 息 票 率 。 在 美国 最 常用 的 债券 息 票 支付 频率 为 半年 度 。 例 如 ， 
一 项 具有 半年 期 息 聚 的 8 名 债券 有 r = 0.04 。 在 国际 金融 市 场 上 
常会 碰 到 其 他 的 息 票 支付 频率 ,例如 欧洲 倘 券 通常 有 年 度 息 票 。 
常 假设 息 票 为 常数 。 变 额 息 票 的 情况 将 在 7.9 节 中 考虑 。 读 者 应 
注意 ， 符 号 7 在 5.9 节 中 也 用 来 表示 项 目 投资 率 。 
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Fr 二 息 票 的 金额 。 

9 = 债券 的 修正 急 票 率 。 它 定义 为 Fr = Cg 或 g= Fr/C， 
即 9 是 每 个 偿还 值 单 位 的 息 票 率 而 不 是 每 个 票面 值 单 位 的 息 票 
率 。 应 当 注 意 9 总 是 与 > 以 同样 频率 转换 。 在 实际 中 ， 9 常常 等 
于 r, 这 就 是 C 等 于 下 的 销 形 。 

二 债券 的 收益 率 , 常 称 为 到 期 收益 , 即 假设 投资 者 持 有 债 
券 直至 偿还 或 到 期 时 实际 得 到 的 利率 。 到 期 收益 率 在 概念 上 恒 等 
于 5.2 节 中 定义 的 内 返回 率 。 习 惯 上 收益 率 总 是 与 息 票 率 接 同 样 
频率 转换 ， 以 后 除非 男 作 申 明 总 假设 是 如 此 。 息 票 支 付 时 期 与 收 
益 率 转换 时 期 不 相等 的 情形 将 在 7.9 节 中 讨论 。 也 假设 收益 率 为 
常数 。 此 假设 不 成 立 的 情形 将 在 7.9 节 中 讨论 。 

n 二 从 计算 日 起 至 到 期 日 或 德 还 日 为 止 的 息 票 支付 时 期 个 
数 。 

五 = 在 到 期 日 或 偿还 日 的 收 还 值 按 收益 率 计算 的 现时 值 ， 即 
KK 在 收益 率 为 i 时 为 KK = Cv" 。 

G = 债券 的 基价 。 基 价 GG 是 由 Gi = Fr 或 G = Fr/i 定 
义 , 这 样 ，G 是 这 样 的 金额 ， 如 果 将 其 按 收益 率 i 投资， 则 将 产 
生 等 于 债券 所 附 息 票 的 周期 性 利息 支付 。 

请 读者 注意 : 在 日 常事 务 与 金融 应 用 中 会 有 三 种 不 同 的 与 债 
券 有 关 的 “收益 ”: 

1. 名 义 收益 是 债券 的 年 度 息 票 率 ,例如 , 一 张 面值 为 $100 的 
债券 有 总 值 为 每 年 $9 的 息 票 , 则 此 债券 的 名 义 收益 为 每 年 9% 。 
请 读者 注意 , 这 里 “名 义 ” 一 词 的 用 法 与 1.8 节 中 的 意义 不 相同 ， 
也 同 9.4 节 中 将 介绍 的 另 一 种 意义 不 相同 。 这 是 一 个 容易 混淆 的 
地 方 。 

2. 当前 收益 是 年 度 息 票 对 债券 当前 价格 之 比 ,。 例如 ,假定 上 
述 债券 在 市 场 上 以 $90 出 售 ， 则 当前 收益 就 是 每 年 10%。 注意 当 
前 收益 并 不 反映 债券 出 售 、 偿 还 或 到 期 时 的 任何 得 失 。 

3. 到 期 收益 是 实际 的 年 度 收益 率 , 或 5.2 节 所 定义 的 内 返 
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率 。 到 期 收益 的 决定 将 在 7.6 节 中 讨论 。 
我 们 将 仅仅 对 上 述 三 种 意义 中 的 第 三 种 用 “收益 率 ” 这 个 名 词 。 
但 要 提醒 大 家 ， 在 实际 应 用 中 并 非 每 个 人 都 象 教科 书 中 那样 精确 
地 使 用 术语 ， 所 以 当 你 在 偿 券 业务 中 磁 到 象 “ 收 益 ” 这 类 词 时 应 
注意 它 究竟 指 什么 。 

请 读者 注意 ， 政 ,C,7,g 和 nV 均 由 债券 的 条 款 给 出 , 而 且 在 整 
个 过 程 中 保持 固定 。 本 质 上 ， 这 些 参数 精确 地 规定 了 借款 人 应 付 
的 款 。 另 一 方面 ， 玉 和 宇 则 是 在 债券 整个 过 程 中 可 以 变化 的 。 价 
格 与 收益 率 有 一 个 精确 的 互 道 关系 ， 即 当 价 格 增高 时 收益 率 必 下 
降 ， 反 之 亦 然 。 债 券 收益 率 将 随 金融 市 场 上 的 通行 利率 而 波动 。 
因而 波动 的 市 场 利率 将 导致 债券 价格 的 波动 。 然 而 ， 这 些 波 动 的 
债券 价格 一 般 并 不 反映 该 债券 安全 程度 的 增加 或 减少 ， 它 只 是 反 
映 和 证 券 市 场 上 利率 的 变化 。 有 些 不 老练 的 债券 持 有 人 常常 不 理解 
债券 价格 与 收益 率 之 间 的 互 道 关 系 ， 他 们 会 把 持 有 的 债券 价格 的 
下 降 妇 因 于 借款 人 的 可 信 程 度 变 粮 了 ， 其 实情 况 并 非 如 此 。 

有 四 种 方法 可 用 来 求 债券 的 价格 。 第 一 种 称 为 基本 公式 , 它 
是 最 直接 的 。 按 照 这 种 方法 ， 价 格 应 等 于 未 来 息 票 的 现时 值 加 士 
偿还 值 的 现时 值 ， 即 


P= Fram+Cv = Fran + KK, (7.1) 
其 中 利息 函数 按 收 益 率 i 计算 。 
第 二 个 公式 称 为 溢价 / 折扣 公式 , 它 可 由 (7.1) 得 到 ， 
P = Fraon+COv 
= Fran+C(l— iam) 
= C+(Fr -Cian. (7.2) 
此 式 取 这 个 名 字 的 合理 性 可 在 7.4 节 中 见 到 。(7.2) 式 比 (7.1) 式 


更 有 效 ， 因 为 需要 计算 或 在 利息 表 中 查找 的 只 有 一 个 值 而 不 是 两 
个 值 。 
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第 三 个 公式 称 为 基价 公式 , 也 可 由 (7.1) 得 到 。 


P 





《7.3) 式 也 只 需要 一 个 值 


P= 


Fran + Cv™ 
Giam + Cu™ 

GU 一 mo) 十 Co 
G+(C- Ow. 


而 不 是 两 个 。 
第 四 个 公式 称 为 Makeham 公式 ( 它 以 19 世纪 英国 一 位 著名 
精算 师 Makeham 命名 ) 也 可 由 (7.1) 式 得 到 。 


Ca + Fran 

Caom 二 Cg 与 中 | 
Cw" 十 sc — Cw") 
K+2(C-K). 


{7.4) 式 也 只 需要 一 个 值 而 不 是 两 个 值 。 

Makeham 公式 有 一 个 有 趣 的 字面 解释 。 由 基本 公式 ,债券 
价格 必须 等 于 偿还 值 的 现时 值 加 上 未 来 息 票 的 现时 值 。 
E 息 票 率 9 等 于 收益 率 i 则 债券 将 以 其 偿 
还 值 C 出 售 ， 故 C 一 五 就 是 未 来 息 票 的 现时 值 。 然 而 ， 假 若 修 





还 值 的 现时 值 。 如 果 修 了 








(7.3) 


(7 


五 是 偿 


正 息 票 率 不 等 于 收益 率 i, 则 未 来 息 票 的 现时 值 将 按 比 例 地 高 一 
些 或 低 一 些 ， 即 等 于 4(C 一 乓 ) 。 





例 7.3 





在 本 例 中 我 们 有 : 





FF = 


242 ， 


1000, 


有 一 票面 值 为 $1000 的 10 年 期 局 券 ， 带 有 半年 度 
转换 8.4% 的 息 票 ， 将 以 $1050 偿还 ， 某 人 要 购买 此 债券 以 产生 
半年 度 转换 10 贫 的 收益 ， 求 购买 价格 。 使 用 所 有 四 种 公式 。 








C = 1050, 
0.084 


7 = -3 =0.042, 
1000 
9 = 1650(0042) = 0.04， 
0.10 
i 一 -= 0.05， 
n = 20, 
五 = .1050(1.05)-2 = 395.7340, 
0.042 
G D05 (1000) = 840. 
1. 基本 公式 ; 


P= Fram+K 
= 42ag500s + 395.7340 
(42){12.4622) + 395.7340 = $919.15. 
2. 溢价 / 折扣 公式 : 
已 = Ct+(Fr- Ci)an 
= 1050+ (42 ~ 52.50)a5bio os 
= 1050+(42— 52.50)(12.4622) = $919.15. 
3. 基价 公式 : 
P= G+(C-Gw 
840 + (1050 — 840)(1.05)-20 
= 840+ {1050 ~— 840)(0.37689) = $919.15. 
4. Makeham 公式 : 
P= K+ gc —K) 


由 


i 


= 395.7340 十 (ao50 一 395.7340) = $919.15. 
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87.4 ”溢价 和 折扣 
如 果 一 债券 的 出 售 价 超过 其 偿还 值 ， 即 了 > C, 则 称 此 债券 
为 溢价 出售， 而 PP 与 C 的 差 即 称 为 “ 洲 价 ”。 关 似 地 ， 假 如 购 
买 价 小 于 偿还 值 ， 即 P < C, 则 称 此 债券 为 以 折扣 (discount) 出 
售 ， C' 与 已 的 差 称 为 “折扣 ”。 请 注意 这 里 的 discount 与 第 一 
章 中 已 经 用 过 的 词 “贴现 ”(discount) 有 不 同 的 含义 。 
可 由 (7.2) 式 导 出 潜 价 与 折扣 的 表达 式 











溢价 = PP 一 C= (Fr 一 Cijaas = C(g—iam 若 g > 1 {7.5) 
折扣 =C-P= (Ci Fr)ami = C(i— g)am 若 i > 9 (7.6) 





很 清楚 ， 溢 价 与 斩 扣 名 称 虽 不 同 ， 实 质 上 是 同样 的 概念 ， 因 为 折 
扣 就 是 负 的 溢价 。 也 应 注意 , 在 许多 情形 下 下 = C, 从 而 9=7。 
然而 ， 公 式 (7.5) 和 (7.6) 可 处 理 此 事 不 成 立 的 情形 。 

债券 的 价格 取决 于 两 个 量 : 未 来 息 票 的 现时 值 和 偿还 值 的 现 
时 值 。 因 为 债券 的 购买 价 经 常 小 于 或 大 于 偿还 值 ， 故 在 懂 还 之 日 
会 有 利润 (等 于 折扣 ) 或 损失 (等 于 溢价 ) 。 这 种 利润 或 损失 反映 
在 债券 的 收益 率 中 ( 当 作 为 到 期 收益 率 计算 时 ) 。 

然而 ， 由 于 在 到 期 日 有 利润 或 损失 的 结果 ， 每 张 息 票 的 金额 
不 能 被 认为 是 投资 者 的 利息 收入 。 需 要 将 每 张 息 票 划 分 成 赚 得 的 
利息 和 本 金 的 调整 这 两 部 分 ， 这 类 似 于 第 六 章 中 将 付款 分 割 为 利 
息 和 本 金 那 样 。 

当 使 用 这 一 方法 时 ， 债 券 的 价值 将 由 购买 日 的 价格 连续 地 调 
整 到 偿还 日 的 偿还 值 。 司 券 的 这 些 调整 值 称 为 债券 的 帐 面 值 。 
帐 面 值 担 供 了 合理 的 和 光滑 变化 的 一 系列 债券 价值 ， 许 多 投资 者 
{如 保险 公司 和 养老 基金 ) 在 财务 文书 中 报告 其 债券 的 资产 值 时 都 
用 到 它 。 售 券 和 其 他 证 券 资产 信 的 决定 将 在 7.11 节 中 进一步 讨 
论 。 
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但 读者 要 当心 的 一 件 事 是 债券 在 购买 后 的 帐 面值 与 假定 重新 
购买 时 债券 的 价格 将 会 不 同 。 债券 在 市 场 上 的 价格 随 通行 利率 而 
变化 ,而 帐 面值 则 构成 一 光滑 序列 ， 基 为 它们 都 基于 购买 时 的 原 
始 收 益 率 。 

当 方 便 时 ， 我 们 将 对 债券 使 用 和 第 六 章 中 对 贷款 所 用 的 相同 
的 符号 。 这样， 在 购买 后 上 个 时 期 的 帐 面值 记 为 Bi, 第 上 次 息 票 
所 得 利息 金额 记 为 1, 在 第 +t 次 息 票 中 调整 的 本 金 金额 记 为 忆 。 
等 额 息 票 继续 记 为 Fr 。 注 意 价格 P 等 于 Bo, 而 偿还 值 C 等 于 
Bn 。 

债券 分 期 偿还 表 是 一 张 这 样 的 表格 , 它 显 示 了 每 次 息 票 中 赚 
得 的 利息 和 本 金 调 整 部 分 ， 以 及 在 每 次 息 票 支付 后 的 帐 面 信 。 考 
虑 一 项 C 等 于 1 的 债券 ， 息 票 等 于 9, 价格 等 于 1 十 p (其 中 Pp 可 
正 可 负 ) 。 表 7.1 是 此 债券 的 债券 分 期 偿还 表 。 

考虑 债券 的 第 一 息 票 时 期 。 在 第 一 息 票 时 期 之 末 从 此 时 期 初 
余额 所 赚 得 的 利息 为 


Di = ill 十 (9 一 全 oai]- 
总 意 票 9 中 的 余下 部 分 ， 即 
Pi=g-ill+(9g— iom]= (9 -i iam) = (9 -i 
胡 71 一 项 81 的 = 个 时 期 愤 券 的 分 期 偿还 表 ( 息 票 9 购买 收益 率 让 
时 其 息 束 赚 得 利息 























9 记 + {9 iand) 
2 g| ill+(g -iar-l 


li 





四 


il+(g- dase 
il 二 (9 一 习 mi] 
il + (9 — donil 
总 客 | ng ng—p 





加 四 
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本 金 调整 





g -ill+(g- ians]= (9— dv 
g -il+(g— ia) = (9— i" 








£1 gi + -oid = (9 


n-l g—ih+(g-ian)]= (9 一 2 























n 9 一 记 十 (9 一 aaiil 一 (9 一 让 

总 额 (g— iani =p 
时 期 帐 面值 
0 1+p=1+ (0 dam 
1 [1+(9—iam]— (9- d=1+ (9 i 
2 [1+(9- dor (9 -i =1+ (9 -ia 
i | lrg- iori) (9 -iv "+ = 1+ 人 一 bai 
n—1 1+ (9g iog]- (9—i)w =1+ (9 ~ dar 
n +{g-ianm] (9 -dv=1 

总 额 














必须 用 来 调整 帐 面 入。 此 时 期 末 的 帐 面值 应 等 于 此 时 期 初 的 幅面 
人 惜 减 去 本 金 调整 金额 ， 即 

Bi=i+(g iam)] — {9— i =1+ {9 i 
表 中 其 余 相 继 各 行 也 照 此 推 得 。 

还 可 以 看 到 其 他 几 点 。 首先 ， 帐 面值 与 据 (7.2) 式 按 原始 收 
益 率 计算 的 价格 相 一 致 . 其 次 , 本 金 调整 这 一 列 的 和 等 于 p, 即 滋 
价 或 折扣 的 金额 。 第 三 ， 支 付 利息 这 一 列 的 和 等 于 息 票 之 和 与 本 
金 调整 列 之 和 的 差 。 从 代数 上 证 明 这 种 结果 留 作 习题 。 第 四 ， 本 
金 调整 列 是 一 个 具 公 比 1+ i 的 几何 级 数 。 这 样 ， 要 找到 任何 一 
个 本 金 调整 金额 就 是 一 件 简单 的 事 ， 只 要 知道 男 外 某 次 的 本 金 调 
整 金额 和 收益 率 就 可 以 了 。 
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当 一 项 债券 以 溢价 购买 ， 则 帐 面值 会 逐渐 向 下 调整 。 这 一 过 
程 称 为 溢价 分 期 或 账面 下 降 。 在 此 情形 下 ， 本 金 调整 金额 常 被 
称 为 “溢价 分 期 金额 ”。 

当 一 项 债券 以 折扣 购买 ， 则 帐 面值 会 逐渐 向 上 调整 。 这 一 过 
程 通常 称 为 折扣 分 上 期 或 贝 面 上 升 。 在 此 情形 下 ， 本 金 调整 金额 
常 被 称 为 “折扣 分 期 金额 ”。 

应 当 注 意 , 家 7.1 是 基于 C = 1 。 表 中 各 值 将 与 其 他 C 值 成 
比例 。 在 任何 情形 下 ,债券 分 期 偿还 表 总 是 可 以 根据 基本 原理 来 
构造 的 。 

作为 一 个 溢价 购买 债券 的 例子 ， 考 虑 一 项 面值 $1000 的 两 年 
期 8 名 债券 ， 附 有 半年 度 息 票 ， 购 买 收 益 率 为 半年 度 转换 6 咒 。 
据 计 算 此 债券 的 价格 为 $1037.17, 半年 度 息 票 为 $40 。 表 7.2 是 
此 例 的 分 期 偿还 表 。 

表 7.2 ”$1000 两 年 期 附 半年 度 3% 起 有 的 俩 券 分 期 偿还 要 

{购买 收益 率 半年 度 6 名 } 


半年 。 息 票 ” 嫌 得 利息 ”溢价 分 期 金额 。” 帐 面值 
0 1037.17 


























1 40.00 31.12 8.88 1028.29 

2 40.00 30.85 9.15 1019.14 

3 40.00 30.57 9.43 1009.71 

4 40.00 30.29 9.71 1000.00 
总 和 ” 160.00 122.83 37.17 








在 表 7.2 的 第 一 行 我 们 有 如 下 计算 。 第 一 次 息 束 中 赚 得 的 利 
息 部 分 为 
五 =;iBo = 0.03(1037.17) = $31.12. 


第 一 次 息 票 的 本 人 金 调整 部 分 为 
P= Er 一 五 =40.00 一 31.12 = $8.88. 
第 一 时 期 之 未 的 帐 面值 为 
Bi = Bo— P= 1037.17 一 8.88 = $1028.29. 
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相继 各 行 也 类 似 地 计算 。 


作为 一 个 用 折扣 购买 的 债券 的 例子 ， 同 样 考虑 票面 值 $1000 





的 两 年 期 8% 债券， 附 有 半年 期 息 票 ， 购 买 收益 率 为 半生 





FE 度 转换 





10%, 债券 的 价格 算得 为 $964.54, 半年 度 息 票 为 $40 。 表 7.3 是 
这 一 例子 的 债券 分 期 偿还 表 ， 请 读者 校 核 表 中 各 项 。 
表 7.3 ”$1000 两 年 期 附 半年 度 3% 息 票 的 债券 分 期 偿还 表 











(购买 收益 率 半 年 度 10%) 
半年 。 息 票 ” 赚 得 利息 ”折扣 分 期 金额 。 帐 面值 
0 964.54 
1 4000 48.23 8.23 972.77 
2 4000 48.64 8.64 981.41 
3 4000 49.07 9.07 990.48 
4 4000 49.52 9.52 1000.00 
总 和 160.00 195.46 35.46 








应 该 注意 折扣 分 期 金额 实际 上 是 表 7.3 中 所 示 数 值 的 负数 ， 








即 它 们 应 是 对 帐 面值 的 增加 而 不 是 减少 。 然 而， 通常 将 它们 写成 
正 的 以 避免 减 号 。 因 此 ， 当 读者 看 到 任何 一 张 债券 分 期 偿还 玫 时 
应 仔细 确定 此 债券 是 以 溢价 还 是 折扣 购买 的 ， 这 样 在 本 金 调 整 列 














中 的 各 项 才能 得 到 适当 的 解释 。 


也 应 注意 ， 如 果 需 要 确定 任何 一 张 息 票 赚 得 的 利息 或 本 金 调 
整 部 分 ， 则 并 不 一 定 要 构造 整个 分 期 偿还 表 。 所 求 的 这 一 时 期 开 
始 时 的 帐 面值 等 于 那个 时 刻 按 原 始 收益 率 计 算 的 价格 ( 它 几 乎 肯 














定 会 不 同 于 当前 市 场 上 的 价格 ), 并 可 用 7.3 节 中 的 方法 决定 。 这 








样 就 可 算出 表 上 的 一 行 。 


本 节 讨 论 的 债券 分 期 偿还 表 是 与 第 六 章 中 叙述 的 分 期 偿还 表 
密切 相关 的 。 由 偿 债 基金 方法 可 得 到 债券 分 期 偿还 表 的 进一步 理 


解 。 


例如 ， 在 表 7.2 中 授 资 者 可 被 认为 是 投资 了 $1037.17, 对 其 
有 半年 度 回收 $31.12 。 这 留 下 每 时 期 $8.88 放 入 一 偿 债 基金 以 民 
还 为 债券 所 付 的 溢价 ， 为 溢价 在 慌 还 时 是 有 损失 的 。 如 果 偿 债 
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基金 可 按 收益 率 投资 ， 则 偿 债 基金 在 两 年 之 末 的 余额 为 
8.88sqo os = (8.88)(4.1836) = $37.15, 


它 是 溢价 的 金额 (有 .02 的 舍 入 误差 ) 。 例 7.4 展示 了 一 种 偿 债 基 
金利 率 与 收益 率 不 同 的 情形 。 
类 似 地 , -在 表 7.3 中 我 们 有 


8.23s30.05 = (8.23)(4.3101) = $35.47， 


它 就 是 折扣 的 金额 (有 .01 的 会 入 误差 ) 。 应 注意 在 此 情形 下 ， 偿 
债 基 金 为 负 屡 倘 基 金 。 
另 一 个 使 帐 面值 上 升 或 下 降 芍 方法 是 直线 方法 。 这 种 方法 
并 不 产生 间 复 利 一 致 的 结果 ， 然 而 ， 它 很 易于 应 用 。 
在 直线 方法 中 帐 面值 是 线性 的 ， 作 成 一 个 从 已 = Bo 到 C = 
Bn 的 坡度 。 这 样 ， 本 金 调整 列 是 常数 


_P-6 
加 nn 





























Ea 对 t = 1,2,.…-,n. {7.7) 
注意 对 溢价 债券 如 > 0, 而 对 折扣 债券 号 < 0 。 赚 得 利息 的 列 亦 
为 常数 

= Fr—P 对 =1,2,.…,n. {7.8) 


直线 方法 还 有 一 些 性 质 见习 题 。 显 然 ， 溢价 或 折扣 的 金额 越 
大 ， 偿 券 期 限 越 长 ， 此 方法 的 误差 就 越 大 。 

直线 方法 在 7.6 节 中 还 将 用 到 ， 那 时 将 用 它 来 导出 一 个 与 决 
定 债券 的 未 知 收益 率 有 关 的 公式 。 

例 7.4 一 项 票面 值 $1009 两 年 期 8 各 的 债券 ， 附 有 半年 期 
息 票 ， 购 买 收益 率 为 半年 度 转 换 6%% 。 如 投资 者 能 用 一 利率 为 半 
年 度 转 换 5% 的 偿 债 基金 来 偿还 资金 ， 求 购买 价格 。 

















此 项 债券 将 以 溢价 出 售 , 即 PP > 1000, 半年 度 息 票 为 840, 赚 
得 利息 为 .03P 。 此 差 值 将 置 于 一 偿 合 基金 ， 并 最 后 积累 到 溢价 
金额 。 这 样 ， 基 本 求 值 方程 为 





(40 一 0.03P)sioozs = P — 1000 


1000 + 4085 0 + (40) (4. 
= 0.025 1000 + (40)(4.1525) _ 81036 .93 
T4003s300s ~ 1+(0.03)(4.1525) 





这 一 价格 小 于 表 7.2 中 的 债券 。 读 者 可 用 寻常 的 推理 来 比较 这 两 
个 价格 的 大 小 。 一 般 而 言 ， 债 券 在 这 些 条 件 下 的 价格 由 下 式 给 出 


P= C1 + gsnj) 
1 sj 


其 中 i 为 利息 的 收益 率 ， 而 j 是 偿 债 基金 利率 。 


(7.9) 





87.5 息 付 日 之 间 的 价值 确定 


前 面 各 节 均 假设 ,债券 的 价格 或 帐 面值 是 怡 在 拒 票 被 支付 之 
后 计算 的 。 还 需 考 虑 在 息 付 日 之 间 的 价格 与 帐 面值 。 

设 B 和 Be+l 是 两 个 相 邻 的 息 付 日 的 债券 价格 或 帐 面值 。 
令 Fr 为 息 票 金额 。 作 为 习题 ， 请 读者 证 明 递 推 公式 


Biti = Bell +i) — Fr, (7.10) 


其 中 假设 在 此 时 段 中 有 常数 收益 率 i ,我 们 来 分 析 Bi+x (0 < 上 < 
1) 的 形态 。 

当 一 债券 在 息 付 日 之 间 购 买 时 ， 需 要 将 当前 周期 的 息 票 在 原 
持 有 者 和 新 持 有 者 之 疗 分 配 。 因 为 新 持 有 者 在 此 时 期 之 末 将 收受 
整个 总 票 ， 所 以 购买 价格 中 应 包括 付 给 看 持 有 者 相应 于 从 上 次 付 
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息 日 起 至 购买 日 为 止 这 一 段 时 间 所 占 息 票 部 分 的 金额 。 此 值 称 为 
应 计 票 息 ,并 记 为 Prk 。 显 然 ， 在 这 一 时 段 的 两 端 应 有 Fro = 0 
及 Fri = Pr, 其 中 Pri 是 恰 在 息 票 被 支付 后 计算 。 

我 们 将 债券 在 出 售 那天 的 实际 转手 价格 《忽略 手续 费 ) 定义 
为 债券 的 无 总 价格 , 并 记 为 Bf, 并 将 不 包含 应 计 票 息 的 价格 称 
为 债券 的 市 场 价格 , 记 为 BH 。 显然 有 











Bik = BEA+ Fr 对 OD<k<L. (7.11) 











在 实际 中 ， 债 券 价格 是 用 市 场 价格 加 应 计 票 息 开 价 的 。 我 们 将 会 
看 到 ， 这 会 引 向 市 场 价格 的 一 个 光滑 的 序列 (假设 收益 率 为 常数 
i) 。 

无 息 价 格 与 市 场 价格 阳 的 关系 见 图 7.1 。 此 图 引用 了 表 7.3 
中 债券 的 帐 面值 作为 价格 。 无 息 价 格 用 实 线 表 示 ， 而 市 场 价格 用 
点 线 表示 。 任 何 日 期 的 应 计 票 息 等 于 实 线 与 点 线 间 的 垂直 距离 。 

债券 的 焉 面 秆 是 在 购买 该 债券 后 给 定 的 资产 值 。 帐 面值 通常 
等 于 按 购 买 之 日 的 原始 收益 率 计 算 的 市 场 价 值 。 当 然 ， 这 些 值 很 
可 能 不 等 于 当前 若 重 新 购买 债券 的 市 场 价 .如果 事情 确 是 这 拌 
则 任何 应 计 票 息 在 债券 拥有 者 的 金融 文件 中 必须 分 开 处 理 。 

有 三 种 方法 可 用 来 计算 (7.11) 式 中 的 值 。 注 意 息 付 日 的 这 
些 值 是 已 知 的 ， 所 以 三 种 方法 的 差别 仅 出 现 于 息 付 日 之 加 的 中 间 
值 。 

第 一 种 方法 是 基于 复 利 的 精确 方法 ， 常 称 为 理论 方法 。 中间 
日 期 的 无 息 价 格 是 将 前 一 个 息 付 日 的 值 按 收益 率 的 复 利 积累 到 分 
数 时 期 ， 即 






































Blin — BE 二 让 {7.12》 


应 计 票 息 则 按 (3.22) 计算 ， 


Fr = Fr | . (7.13) 
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图 7.1 无 息 价 格 与 市 场 价 格 的 比较 


于 是 市 场 价格 或 帐 面值 就 是 其 差 





Bs = B(l+it— Fr [一 . (7.14) 


第 二 种 方法 是 基于 对 中 间 时 期 取 单 利 的 近似 方法 ， 常 称 为 实 
践 方法 。 无 息 价格 是 按照 对 {7.12) 的 单 利 近似 来 决定 的 : 


Bly = Bll + ki). (7.15) 





可 以 使 用 的 另 一 种 方法 是 : 在 时 期 之 初 的 值 Bi 与 时 期 之 末 
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欠 支 付 下 一 次 息 票 前 的 值 Bi+l + Er 之 间作 线性 插值 。 从 而 有 


Bfig = [(1 — kB + kBer] + kFr. (7.16) 
作为 习题 ， 请 证 明 (7.15) 与 (7.16) 是 等 价 的 。 
应 计 莫 息 是 将 息 票 按 比 例 分 汪 
Frg 一 大 Fr (7.17) 
市 场 价格 或 帐 面 值 则 是 其 差 
Bm, = Bll + Ki) 一 天 Fr {7.18) 
或 
= (1— Kk)B: 十 天 BT (7.19) 


(7.18) 式 是 基于 {7.15) 式 ， 而 (7.19) 式 是 基于 (7.16) 式 。 
第 三 种 方法 是 上 述 两 种 方法 的 混合 , 并 常 称 为 半 理 论 方法 。 
在 此 方法 下 ， 无 息 价 格 与 理论 方法 相同 ， 即 








Bly = Bell + 41)*. (7.12) 
然而 应 计 票 息 则 与 实践 方法 相同 ， 即 
Fry = kFr. (7.17) 
这 样 ， 市 场 价格 或 帐 面值 为 其 差 
BE = Bl +i — EFr. (7.20) 


本 质 上 ， 这 种 方法 的 帐 面 值 是 按 复 利 计算 的 ， 而 应 计 票 息 则 
是 接线 性 比例 即 单 利 计算 的 。 

半 理 论 方法 有 一 个 明显 的 脱离 常 轨 之 处 。 考虑 一 种 i 二 g 及 
P=C 的 债券 。 对 它 不 存在 分 期 游 价 或 分 期 折扣 ， 因 此 在 所 有 息 
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付 日 帐 面 值 应 是 相等 的 。 由 此 合乎 还 辑 的 结论 是 ， 对 这 种 债券 所 
有 中 间 日 期 的 帐 面值 也 应 等 于 同一 值 。 这 一 性 质 对 于 头 两 种 方法 
是 成 立 的 ， 但 对 兴 理 论 方法 则 不 成 立 。 

尽管 半 理 论 方法 有 概念 上 的 不 一 致 性 ， 这 种 方法 仍 是 在 实践 
中 应 用 最 广 的 一 种 方法 。 在 1973 年 证 券 业 联合 会 出 版 了 一 
本 题 为 证 券 标准 计 等 法 的 手册 。 这 本 手册 的 目的 是 将 计算 证 券 
的 价格 和 收益 的 计算 方法 标准 化 。 这 本 手册 认可 对 偿还 期 限 长 于 
六 个 月 的 债券 计算 采用 半 理 论 算法 。 

为 方便 参阅， 下 面 的 表 7.4 总 结 了 所 有 三 种 方法 的 公式 。 

表 7.4 三 种 不 同方 法 计算 的 息 件 日 之 间 证 券 值 



































无 息 价 格 训 计 村 息 下 泥人 和 
Blin BY 
理论 方法 。 Be(1 十 访 Ey BI ti — Ee [= | 
实践 方法 Bill + ki} RFr Bi(l 十 Ri) 一 大 天 六 
半 理 论 方法 _ Be(1 十 让 * 此 Bel + — EPr 








在 金融 市 场 上 计算 债券 价格 时 ， 大 的 值 是 基于 在 2.3 节 所 述 
那样 计算 实际 天 数 ， 实 际 / 实际 和 30/360 方法 都 被 使 用 过 。 

读者 应 注意 图 7.1 是 配合 实践 方法 绘制 的 ， 即 无 息 价格 和 市 
场 价格 在 每 个 息 票 支付 时 期 内 都 是 线性 的 { 后 者 在 整个 债券 业务 
期 间 是 分 段 线性 的 ) 。 另 外 两 种 方法 的 图 形 稍 有 不 同 、 但 息 付 日 
的 值 是 相等 的 。 

要 考虑 的 最 后 一 个 问题 是 息 付 日 之 间 溢 价 或 折扣 的 金额 。 显 
然 这 些 值 应 该 基于 市 场 价格 或 帐 面值 而 不 是 无 息 价 格 。 例 如 ， 一 
份 票面 值 81000, 市 场 价格 $980 及 应 计 票 息 为 $30 的 债券 仍然 是 
折扣 债券 ， 尽 管 它 是 以 $i010 出 售 的 。 

这 样 我 们 有 

















溢价 = 瑟 呈 一 CC 如 果 g > 1 (7.21) 
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及 
折扣 二 C 一 BL 如 果 i > g. (7.22) 


对 此 BR 可 以 由 上 述 三 种 方法 中 的 任 一 种 来 计算 。 

例 7.5 计算 表 7.2 中 在 购买 债券 后 5 个 月 的 无 总 价格 ， 应 
计 票 息 和 市 场 价格 ( 帐 面值 ) 。 用 所 有 三 种 方法 。 

为 展示 三 种 方法 的 方便 ， 置 有 = 5/6 。 对 理论 方法 ， 有 





Bf/s = 1037.17(1.03)5/。 = $1063.04， 
Frse = 40 | = $33.25, 
Bie = 1063.04— 33.25 = $1029.79: 
对 实践 方法 ， 有 
Ble = 1037.17 E 十 B003)] = $1063.10, 


5 
Frsje = 40) = $33.33， 
Bgje — 1063.10 一 33.33 = $1029.77. 


对 于 半 理 论 方法 ， 有 


Be = $1063.04, 
Frsje = $33.33, 
Bie = $1029.71. 


在 实践 中 ， 实 际 天 数 的 点 数 是 基于 购买 的 日 历 日 期 。 为 举例 
起 见 ， 和 假设 此 债券 的 发 行 和 偿还 日 期 为 1 月 1 日 ,但 它 的 购买 日 
期 为 6 月 1 日 ,使 用 具有 现成 金融 函数 的 袖珍 计算 器 给 出 以 下 解 
管 : 





五 = $1063.06, 
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Frk = $33.37, 
BR $1029.69. 


Hl 





在 此 年 头 五 个 月 的 天 数 为 151, 而 头 六 个 月 的 天 数 是 181 。 
读者 可 校 核 一 下 ， 在 半 理 论 方法 的 公式 中 用 上 * 二 151/181 就 得 到 
上 述 解 答 。 这 样 ， 天 数 是 实际 / 实际 基础 上 点 数 的 。 























87.6 ”收益 率 的 确定 


正如 7.1 节 中 所 提 到 的 , 本 章 所 考虑 的 三 个 基本 问题 之 一 是 : 
在 给 定 一 种 证 券 的 购买 价格 之 后 ， 如 何 确定 投资 者 的 收益 率 。 本 
节 对 债券 讨论 此 问题 。 

一 项 债券 到 期 收益 的 确定 类 似 于 3.8 节 中 讨论 的 年 金 的 未 知 
利率 的 确定 。 首先 考 虚 一 项 在 息 付 日 购买 的 债券 (在 息 票 刚 被 支 
付 后 ) 的 收益 率 。 

一 种 方法 是 在 债券 才 中 进行 线性 插值 。 这 些 债 券 表 是 对 一 
大 类 各 种 期 限 、 息 票 率 和 收益 率 的 使 券 价 格 表 。 由 于 配 有 金融 软 
件 的 计算 机 和 具有 现成 金融 函数 的 袖珍 计算 器 的 广泛 应 用 ， 这 种 
方法 已 经 不 象 以 前 那样 大 量 使 用 了 ， 但 在 实践 中 仍 是 有 用 的 。 在 
本 书 中 我 们 将 不 使 用 这 种 方法 。 

另 一 种 方法 是 通过 代数 方法 建立 收益 率 的 近似 公式 。 让 我 们 
大 公 式 (7.2) 开始 























P = C+I(Fr-Cian 
C+ Clg 一 Pa (7.2) 
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1 一 9 一 一 . (7.23) 
a 
为 了 从 (7.23) 中 解 二 可 以 用 公式 (3.25) 
1 1 有 二 1， n2—1, 
二 -+ 5 + (3.25) 
忽略 对 i 高 于 一 次 的 项 ， 则 (7.23) 式 变 为 
= og- 
+= 9 而 
k n+i+l 
= ott+ 了 | 
从 中 解 了 有 
9 一 7.24) 
的 Ct. 


(7.24) 式 有 一 个 有 趣 的 字面 解释 。 债 券 值 需要 分 期 偿还 的 金额 是 
每 个 偿还 值 单位 天 。 因 为 共有 mm 个 时 期 ， 故 每 个 时 期 中 每 偿还 值 
单位 的 平均 本 金 调整 金额 为 k/n 。 这 样 ， 每 张 息 票 中 的 利息 部 分 
近似 为 9 - jym 。 每 个 偿还 值 单位 ， 平 均 投资 金额 是 每 个 时 期 原 
色相 面 人 的 平均 ， 即 


t [G+ e+ + (+k) + 四 + (+ 
这 样 ， 公 式 (7.29) 二 二 可 以 角 本 畔 四 起 平 雪 员 
金额 去 除 。 


对 (7.24) 式 还 可 以 看 一 看 两 件 有 趣 的 事情 。 首 先 ， 此 式 与 
{3.29) 式 密切 相关 。 























.2(n C— A) 
knt+ 1). 





(3.29) 


* 257 ， 


将 上 式 分 子 和 分 母 同 除 以 2n, (3,29) 式 便 变 为 


1 
i= Ey {3.29a) 
(3.29a) 式 有 一 个 字面 解释 ， 它 与 一 笔 金 额 为 a 一 上 在 m 个 时 
期 内 每 时 期 末 付 款 1 来 偿还 的 贷款 分 期 偿还 表 相 联系 。 这 一 字面 
解释 类 似 于 上 述 (7.24) 式 的 字面 解释 。 

其 次 ， 上 述 (7.24) 式 的 字面 解释 视 帐 面值 为 线性 。 这 与 7.4 
节 中 叙述 的 帐 面 上 升 或 下 降 的 直线 方法 的 假设 是 相同 的 。 

(7.24) 式 形成 了 另 一 个 甚至 更 简单 的 计算 近似 收益 率 方法 的 
基础 ， 那 个 方法 叫做 债券 推销 员 方 法 。 此 方法 在 (7.24) 式 中 将 
人 十 TV2m 用 172 去 代替 ， 得 到 
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二 i 次 {7.25) 

一 般 说 来 ， (7.25) 式 的 精确 程度 不 及 (7.24) 式 。 

(7.24) 和 (7.25) 式 都 易于 应 用 ， 因 为 它们 不 需要 计算 利息 函 
数 或 查 对 利息 表 。 如 机 使 用 选 代 法 得 到 更 精确 的 解答 ， 则 它们 也 
提供 了 很 好 的 初始 值 。 

利用 迭代 法 可 以 决定 未 知 收益 率 到 任意 需要 的 精度 .用 (7.23) 
式 就 可 直接 得 到 一 个 简单 而 有 较 好 收 敏 速度 的 ad hoc 方法 。 

Newton 一 Raphson 迭代 法 提供 了 确定 债券 收益 率 的 更 强 有 
力 的 方法 。 由 此 方法 ， 得 到 的 债券 收益 率先 代 公式 为 


9 呵 十 刀 一 到 
ganm + (is 一 9gjmantl| 




















istl = és |1+ (7.26) 
其 中 利息 函数 按 利率 i 计算 。(7.26) 式 的 导出 留 作 习题 。(7.26) 
式 比较 复杂 , 如 只 作 少量 计算 可 能 不 值得 如 此 麻烦 。 但 如 需要 作 大 
量 计算 ， 则 这 是 一 个 很 好 的 方法 ， 因 为 它 确 有 很 快 的 收 剑 速度 。 
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其 次 ， 我 们 来 考虑 如 何 确 定 在 息 付 日 之 间 购 买 的 债券 收益 
率 。 这 由 于 下 一 次 息 付 日 之 前 有 分 数 个 时 期 而 需要 进行 更 复杂 的 
大 代 。 

在 实践 中 经 常用 的 程序 是 一 种 组 合 ， 即 在 分 数 时 期 的 余下 部 
分 应 用 7.5 节 中 叙述 的 半 理 论 方法 ， 而 从 此 点 向 前 则 用 一 正规 公 
式 。 击 迭代 法 可 以 确定 满足 这 两 部 分 的 总 体 收益 率 到 需要 的 精 
度 。 

上 述 和 迭代 在 数学 上 显然 很 复杂 ， 最 好 用 计算 机 进行 。 带 有 现 
/成 金融 函数 的 袖珍 计算 器 也 能 直接 进行 这 种 近代。 此 方法 可 见 例 
7.7 。 

到 现在 为 止 ， 我 们 在 第 七 章 中 计算 收益 率 i 是 忽略 再 投资 率 
的 ， 但 实际 上 债券 投资 人 需要 考虑 债券 息 票 的 再 投资 率 ， 如 果 投 
资 者 只 能 以 低 于 i 的 利率 将 息 票 再 投资 ， 则 i 实际 上 是 将 应 该 计 
入 再 投资 率 的 实际 收益 率 专 大 了 。 反 之 车 投资 者 运气 好 ， 能 将 息 
票 以 高 于 i 的 利率 再 投资 ， 则 总 体 收益 率 实际 上 应 超过 i 。 

考虑 这 样 的 情况 : 一 项 债券 以 价格 已 购买 ， 在 个 时 期 内 
每 个 时 期 末 付 息 票 Fr, 债券 在 第 n 时 期 末 偿 还 C, 息 票 以 利率 j 
再 投资 。 如 果 我 们 记 考虑 了 再 投资 的 收益 率 为 六 (以 与 宇 相 区 别 ) 
则 应 满足 以 下 求 值 方程 





PlU+i)" = Frsm;+C. {7.27) 














因 等 式 两 边 都 表示 投资 在 n 个 时 期 末 之 值 。 一 个 考虑 了 再 投资 率 
的 收益 率 的 例子 见 例 7.8 。 

近年 来 无 息 票 债券 相当 流行 的 理由 之 一 是 这 些 债券 不 存在 再 
投资 的 风险 。 为 没有 息 票 去 再 投资 ， 收 益 率 锁定 在 购买 日 的 水 
平 

















实际 应 用 中 最 后 考虑 的 一 件 事 是 费用 的 效应 。 如 果 在 买卖 俩 
券 时 包含 有 饥 金 与 其 他 费用 ， 则 实际 收益 率 将 会 降低 。 然 而 ， 前 
面 所 描述 的 程序 可 以 很 容易 地 用 来 反映 这 些 费 用。 这 可 以 这 样 处 
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理 : 购买 时 的 费用 使 购买 价 增加 ， 出 售 时 的 费用 使 当 售 价 降低 。 
应 该 注意 当 镇 券 到 期 或 偿还 时 是 不 另 收 费用 的 。 

例 7.6 ”一 项 面值 $100 10 年 期 带 有 半年 期 8% 息 票 的 债券 
以 $90 出 售 。 求 半年 期 转换 收益 率 。 

使 用 本 节 中 讨论 的 方法 ， 有 


_P-C 90-100. 

















k 6 00 —0.1. 
债券 销售 员 方法 公式 (7.25) 给 出 下 列 半 年 度 收 益 率 近似 式 
， 00o4d+ 归 
i TTS 0.0474， 
即 4.74%6 或 半年 度 转 换 9.48 和 % 。 
更 精细 的 公式 (7.24) 给 出 
Ol 
004F 2 00475 


‘= 1 十 [器] (-0.1) 


即 4.75% 或 半年 度 转换 9.5 锅 , 它 更 接近 于 真实 收益 率 。 
其 次 ， 改 用 伴随 公式 (7.23) 的 ad hoc 送 代 法 ， 其 初始 值 月 
io 二 0.0475 。 得 到 下 列 序列 : 

















io = 0.0475， 
i = 0.04786, 
io = 0.04788, 
is = 0.04788. 


这 样 ， 半 年 度 转换 收益 率 为 2(0.04788) = 0.09576 或 9.576% 。 
正如 预期 ， 公 式 (7.24) 比 (7.25) 更 准确 。 使 用 这 种 ad hoc 方法 
的 收 伍 速度 是 可 以 接受 的 。 
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最 后 ， 证 我 们 用 Newton 一 Raphson 方法 {公式 {7.26)}) 。 
为 这 种 方法 是 如 此 强 有 力 ， 使 我 们 得 以 将 计算 精度 提高 两 位 小 
数 。 得 到 于 列 序 死 














io 三 0.0475. 

1 一 0.04788, 
12 一 0.0478807, 
is = 0.0478807. 


这 样 ,半年 度 转 换 收 益 率 为 2(0.0478807) 一 0.0957614 或 9.57614% 。 
这 一 结果 可 用 带 有 现成 金融 函数 的 袖珍 计算 器 得 到 验证 。 

例 77 假设 例 7.6 中 的 债券 在 3 月 1 日 发 行 。 两 年 后 的 5 
月 15 日 该 债券 市 场 价格 为 $88, 试 计算 在 这 一 天 购买 债券 的 收益 

















用 带 金 融 函 数 的 袖珍 计算 器 算得 答案 为 10.2694%% 。 现 在 我 
们 试图 验证 这 一 答案 。 窒 在 3 月 1 日 前 按 10.2694% 半年 转换 的 
收益 率 购 买 此 债券 的 价格 经 计算 为 8$87.8194 。 从 3 月 1 日 到 5 
月 15 目的 天 数 为 75, 而 队 3 月 1 日 到 9 月 1 日 的 天 数 为 184 。 
由 公式 (7.20), 半 理 论 公式 导致 





75 
87.8194(1.051347)75/184 一 181 4= 87.9998, 


这 与 应 有 的 价格 888 只 有 .0002 的 会 入 误差 。 

由 此 例 可 明显 看 到 用 袖珍 计算 器 来 计算 债券 收益 率 显 然 是 很 
方便 的 。 

例 7.8 ”假设 例 7.6 中 债券 的 息 票 只 能 以 半年 度 转换 6 狗 的 
利率 再 投资 。 求 计 及 再 投资 率 的 收益 率 。 

直接 应 用 (7.27) 式 给 出 





90(1 十 的 20 = 4s00.03 + 100 


或 (4)(26.8704) + 100 


90 

从 中 可 解 出 = 0.04265 . 计 入 再 投资 率 的 收益 率 为 2(0.04265) = 
0.0853 或 8.53 另 。 这 样 ， 如 果 息 票 只 能 以 6% 的 利率 再 投资 ， 则 
表面 的 收益 率 9.58% 将 降低 为 8.53% 。 


+ = = 2.30535. 


87.7 ”通知 偿还 债券 

所 谓 通知 偿还 债券 是 这 样 一 种 债券 , 其 借款 人 可 以 选择 在 到 
期 日 之 前 位 还 。 最 早 的 这 种 通知 偿还 日 一 般 在 发 行 日 以 后 数 年 。 

通知 偿还 债券 提出 了 如 何 计算 价格 和 收益 率 的 问题 ， 因 为 全 
券 的 期 限 是 不 确定 的 。 由 于 借款 人 可 以 选择 要 不 要 道 知 迟 还 ， 投 
资 人 一 般 应 假设 借款 人 会 在 对 投资 人 不 利 的 时 机 实行 这 一 选择 
并 按 此 计算 价格 或 收益 率 。 

假如 偿还 值 在 所 有 偿还 日 期 (包括 到 期 日 ) 都 相等 , 则 基本 原 
理应 用 起 来 是 比较 简单 的 。 应 遵循 下 列 规则 : 

1. 假如 收益 率 小 于 能 正 息 票 率 ， 即 债券 以 洲 价 出 售 ， 则 假设 
偿还 目 是 尽 可 能 最 早 的 日 期 。 

2. 假如 收益 率 大 于 修正 息 票 率 ， 即 债券 以 折扣 上 出售， 则 假设 
偿还 日 是 尽 可 能 最 晚 的 日 期 。 

上 述 规则 的 合理 性 是 明显 的 .在 第 一 种 情形 偿还 时 会 有 损失 
因为 债券 是 以 游 价 购 买 的 。 最 不 情愿 发 生 的 情况 就 是 损失 发 生得 
尽量 早 。 在 第 二 种 情形 偿还 时 有 所 得 益 ， 因 为 债券 是 以 折扣 购买 
的 ， 此 时 最 不 情愿 发 生 的 情况 就 是 得 益 尽量 晚 。 

很 如 在 所 有 偿还 日 (包括 到 期 日 ) 的 偿还 值 是 不 相等 的 , 则 上 
述 原则 用 起 来 较为 困难 。 一 般 说 来 ， 需 要 进行 一 些 对 各 种 懂 还 日 
期 的 试探 计算 ,从 中 看 出 哪 一 个 是 投资 者 最 不 欢迎 的 。 此 最 不 欢 
迎 日 期 不 一 定 是 最 早 或 最 晚 的 偿还 日 期 。 最 不 欢迎 通知 偿还 日 是 
那 种 按 投资 者 的 收益 率 产 生 最 小 购买 价 的 日 期 。 例 7.9 就 展示 了 
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这 种 情况 。 

应 该 指出 ， 如 果 一 项 通知 偿还 债券 在 与 原先 假定 不 同 的 日 期 
和 偿还 ， 则 事后 收益 率 会 高 于 原先 的 计算 。 然 而 ， 在 此 情形 下 原始 
购买 价 和 期 限 都 是 固定 的 ， 从 而 7.6 节 的 方法 可 直接 用 来 决定 投 
资 者 实际 得 到 的 收益 率 。 

还 应 注意 上 述 讨论 忽略 了 再 投资 率 的 影响 。 这 是 一 件 重要 的 
事情 ， 因 为 我 们 是 在 比较 不 同时 间 区 段 中 的 收益 率 。 如 同 在 5.2 
节 所 见 ， 用 收益 率 比较 不 同时 间 区 段 中 的 业务 可 能 会 导致 有 缺陷 
的 比较 。 

这 样 ， 在 实际 工作 中 进行 通知 偿还 债券 的 计算 时 希望 读者 能 
考虑 再 投资 率 的 效应 。 这 需要 在 建立 公式 (7.27) 的 过 程 中 进行 分 
析 。 

鲍 7.9 有 一 种 $100 票面 值 的 4% 债券 ， 附 有 半年 期 总 票 ， 
它 可 从 发 行 后 5 年 开始 在 随后 5 年 内 任何 息 付 日 按 $109 通知 偿 
还 , 也 可 肥 发 行 后 10 年 开始 在 随后 5 年 内 按 $104.50 通知 偿还 ， 、 
而 在 第 15 年 末 则 以 $100 到 期 偿还 。 如 一 投资 者 要 保证 得 到 (1) 
5% 半年 度 转 换 的 收益 率 ， 或 (2) 3% 半年 度 转换 酌 收 益 率 ， 他 能 
付 的 最 高 价格 是 多 少 ? 

1. 假如 收益 率 为 5 名 , 则 显然 可 能 最 晚 的 偿还 日 期 对 投资 者 
是 最 不 欢迎 的 ， 因 为 债券 将 以 拆 扣 出 售 。 

这 样 ， 价 格 为 















































100 + (2 — 2.50)asgo 02s = 100 — (0.50)(20.9303) = $89.53. 
2. 假如 收益 率 为 3%, 则 哪个 偿还 日 期 最 不 受 欢迎 并 不 很 明 、 
显 ， 因 为 债券 将 以 溢价 出 售 。 价 格 将 是 
109.00 + (2 一 1.6350])amoals 对 于 n= 10,11，…，,19， 
104.50 + (2 一 1.5675)amool5 对 于 n= 20,21,..…,29, 
100.00 + (2 一 1.5000)aaoo1s 对 于 n= 30. 
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显然 ， 在 上 述 每 一 段 中 最 低 价格 将 发 生 在 n 最 小 时 ， 即 n =10， 
20 和 30 时 。 因此， 只 需 比 较 下 列 各 价格 : 


109.00 + (0.3650)aiiools = 109.00 + (0.3650)(9.2222) = $112.37， 
104.50 + (0.4325)az50.01s = 104.50+ (0.4325)(17.1686) = $111.93, 
100.00 + (0.5000)aaaools = 100.00 + (0.5000)(24.0158) = $112.01. 


最 低 价 格 $111.93 发 生 在 n = 20, 即 发 行 后 10 年 偿还 。 本 例 显 
示 ， 当 所 有 可 能 偿还 日 期 的 偿还 值 不 相同 时 ， 最 不 欢迎 的 偿还 日 
期 可 以 发 生 在 最 早 可 能 偿还 日 和 最 后 可 能 忆 还 日 之 间 。 在 实践 中 
常常 会 发 生 的 一 种 情况 是 : 通知 偿还 债券 的 偿还 值 随 着 债券 期 限 
的 加 长 而 减少 ， 本 例 就 是 这 样 。 偿 还 值 超过 票面 值 的 部 分 (在 本 
例 中 为 $9 和 $4.50) 常 称 为 通知 偿还 溢价 。 





“8.8 分 期 偿还 债券 

在 7.2 节 中 提 到 , 一 位 借款 人 如 需要 大 量 资金 , 可 以 发 行 一 系 
列 具 有 互相 错开 的 偿还 期 的 债券 ， 而 不 是 个 共同 的 到 期 日 ， 
这 种 债券 称 为 分 期 偿还 债券 , 并 在 本 节 中 进一步 讨论 。 

如 果 该 系列 中 每 一 个 债券 的 偿还 日 期 部 已 知道 ， 则 任 一 债券 
的 计算 可 以 用 前 面 已 经 叙述 过 的 方法 来 完成 。 整 个 系列 债券 的 值 
只 不 过 是 各 个 债券 之 值 的 和 。 然 而 下面 将 指出 可 以 用 更 有 效 的 
方法 来 求 整个 系列 债券 的 值 。 

在 某 些 情形 下 ， 在 逐个 偿还 日 期 要 偿还 的 债券 并 不 预先 知道 
而 是 随机 地 选择 ,这样 任 一 倘 券 的 值 就 不 能 事先 确定 , 因为 其 偿还 
日 期 依 蒜 于 机 会 。 但 整个 系列 债券 的 值 却 可 以 肯定 地 决定 下 来 。 

分 期 偿还 饥 券 的 计算 用 Makeham 公式 来 进行 最 为 有 效 : 






































P=K+S(C- K). (7.4) 


假设 分 期 偿还 债券 在 m 个 不 同 的 翌 还 日 期 偿还 。 将 第 一 次 
偿还 日 的 购买 价 ， 偿 还 值 及 偿还 值 的 现时 值 记 为 只 , C1 与 五 1; 
第 二 次 偿还 日 的 以 上 各 信 记 为 P, Ca 与 K2; 如 此 等 等 ， 直 至 最 
后 一 次 偿还 日 的 以 上 各 值 记 为 Pr Cm, 与 共 m 。 则 存 


P = Kit (Cs — Ki), 


PB = Kst+§(Cs— Kz), 


Pn = Kn+S§(Cm— Km). 


求 和 可 得 
P=K'+ ge 一 下， {7.28) 
其 中 
P = YP, 
t=1 
0 = 和 cu 
t=1 
nn 
K’ = DK 


请 读者 注意 ,符号 忆 在 7.4 节 中 也 用 来 表示 第 上 次 债券 息 标 
的 本 金 调整 金额 。 

这 祥 ， 整 个 系列 偿 券 的 价格 可 记 为 P', 且 由 (7.28) 式 给 出 。 
这 一 公式 通常 比 将 各 别 债券 的 价格 相 加 求 和 更 为 有 效 ， 因 为 C 
和 KK! 常常 很 易 得 到 。 和 式 C' 只 不 过 是 整个 系列 债券 偿还 值 的 
和 ， 这 是 很 容易 得 到 的 。 如 果 债 券 是 在 正规 的 区 段 内 以 对 称 形式 
偿还 的 ， 则 K' 的 形式 也 篇 单 。 在 此 情形 下 ，K' 是 一 种 年 金 的 形 
式 ， 并 可 能 有 一 个 简单 的 表达 式 。 
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例 7.10 ”有 一 项 $1000 票面 ， 5 名 息 票 率 的 债券 ， 附 有 年 
度 意 票 , 将 从 发 行 之 日 后 第 11 年 末 到 第 20 年 末 以 10 次 $105 的 
年 度 分 期 付款 来 偿还 。 债 券 购买 时 的 实质 收益 率 为 7 中 。 求 其 价 
格 。 





在 此 例 中 我 们 有 
F = 100， 
C = 105, 
7 一 0.0525, 
100 
9 105 一 (0.0525) = 0.05, 
i = 0.07, 
0 = 1050, 
KF’ = 105(v11+v2 4+. +v) 
= 105(az50.07 ~ ainoo7) 
= 105(10.5940 — 7.0236) 
= 374.892. 
故 价格 为 
P’ = 374.892+ D2 (1050 — 374.892) 
= $857.11. 
87.9 。” 革 些 推广 


可 以 对 已 讨论 的 债券 公式 作 某 些 推广 。 本 节 将 叙述 三 方面 的 
推广 。 应 该 强调 ， 更 一 般 的 债券 形式 总 能 通过 推广 (7.1) 式 来 处 
理 ， 即 分 别 求 未 来 息 奈 的 现时 值 和 偿还 值 的 现时 值 ， 然 后 将 两 者 
相 加 。 
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本 节 中 考虑 的 三 方面 推广 是 : (1) 收益 率 和 息 票 率 频率 不 
同 ， (2) 息 票 率 不 等 于 常数 及 .(3) 收益 率 不 等 于 常数 。 
收益 率 和 息 票 率 频 率 不 同 
首先 考虑 每 个 息 票 时 期 包含 上 个 收益 率 转换 时 期 的 情形 。 设 
使 券 的 期 限 为 一 个 收益 率 转换 对 期 。 在 每 个 转换 时 期 之 末 有 一 
次 支付 息 票 Pr 。 这 样 ， 总 共 支 付 n/k 次 息 票 。 这 种 债券 的 基本 
公式 是 
P= Fr 十 Com. (7.29) 
壤 
在 习题 中 还 将 对 其 他 三 种 方法 变换 (7.29) 式 以 求 债券 的 价格 。 
其 次 , 考虑 每 个 收益 率 转 移 时 期 包含 m 个 息 票 时 期 的 情形 。 
设 债券 期 限 为 n 个 收益 率 转换 时 期 。 在 每 1/m 个 转换 时 期 之 末 
将 支付 Fr/m 的 息 票 。 这 样 ， 总 共有 mn 次 息 票 。 对 这 种 债券 的 
基本 公式 为 
P= FroW + Co". (7.30) 


在 习题 中 会 对 其 他 三 种 方法 变换 (7.30) 式 以 求 债券 的 价格 。 

息 票 率 不 等 于 常数 

若 息 票 率 不 为 常数 ， 则 各 次 息 票 构 成 一 变 额 年 金 。 这 一 年 金 
可 用 4.6 节 中 建立 的 方法 来 计算 。 债 券 价格 就 是 未 来 息 票 的 现时 
值 加 上 上 涝 还 值 的 现时 值 。 此 方法 见 例 7.11 。 

收益 率 不 等 于 常数 

车 收益 率 不 为 常数 ， 则 这 种 变化 必须 反映 在 未 来 息 票 与 偿还 
值 的 现时 值 计算 上 。 未 来 息 票 的 现时 值 可 用 3.9 节 中 建立 的 方法 
来 计算 。 类 似 地 ， 偿 还 值 的 现时 信 可 用 1.10 节 中 建立 的 方法 来 
计算 。 于 是 债券 的 价格 就 是 未 来 扔 票 的 现时 值 加 上 偿还 值 的 现时 
值 。 此 方法 见 例 7.12 。 

例 7.11 一 企业 决定 发 行 一 种 通货 膨胀 调整 债券 其 票面 值 
为 $1000, 在 10 年 内 每 年 末 有 年 度 息 票 。 初始 息 票 率 为 7%, 其 后 
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每 次 息 票 比 上 次 多 3 名 。 该 债券 在 第 10 年 之 未 归还 $1200 。 求 
一 投资 者 想 产生 9% 的 实质 收益 率 应 付 的 购买 价格 。 
利用 (4.39) 式 ， 未 来 筷 票 的 现时 值 为 


10 
707 二 [ 增 





1.09 


O00 005 一 504.368. 
偿还 值 的 现时 值 为 
1200(1.09)-1 = 506.893. 
故 债券 价格 为 
504.368 + 506.893 = $1011.26. 


例 7.12 ”对 于 例 7.3 中 的 债券 , 如 果 头 5 年 的 收益 率 为 半年 
度 转换 10 兄 , 随后 5 年 的 收益 率 为 半年 度 转换 9%%, 求 其 价格 。 
未 来 息 票 的 现时 秆 为 





42[aiao os + (1.05)10aigoods 
= 42[7.7217 十 (0.61391)(7.9127j 
= 528.334. 


偿还 值 的 现时 值 为 
1050(1.05)-1001.045)-10 = 415.082. 


这 样 ， 债 券 的 价格 为 528.334 十 415.082 = $943.42 。 此 价格 高 于 
例 7.3 中 的 价格 ， 这 符合 预期 ， 因 为 债券 期 间 的 后 五 年 收益 率 较 
低 。 




















87.10 ”其 他 证 券 
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以 上 各 节 限 于 讨论 可 偿还 的 债券 。 本 节 将 讨论 两 种 其 他 类 型 
的 证 券 : (1) 优先 股 与 永久 债券 ， 及 (2) 普通 股 。 

优先 股 与 永久 俩 券 

优先 股 和 永久 债券 是 类 似 的 。 因 为 它们 都 是 有 固定 收入 而 无 
偿还 期 的 证 券 。 故 其 价格 必须 等 于 未 来 永久 的 分 红 或 息 票 的 现时 
值 ， 即 分 红 或 息 票 形成 一 永久 年 金 。 公 式 (7.1) 在 此 情形 下 成 为 

P= 至 . (7.31) 

读者 应 留心 有 些 优先 股 是 有 偿还 期 的 。 对 这 种 优先 股 就 要 象 
前 几 节 叙述 的 那样 ， 当 作 债券 去 处 理 。 

普通 股 

普通 股 提出 了 与 以 前 不 同 的 问题 ， 因 为 它 不 是 一 种 固定 收入 
的 证 券 ， 即 分 红 并 不 预先 知道 ， 它 们 也 不 是 等 额 的 。 在 实践 中 ， 
普通 股 在 股票 市 场 上 的 价 客 常 常会 因 一 些小 小 的 表面 的 理由 而 上 
下 波动 。 

在 理论 上 ， 普 通 股 的 价格 应 该 代表 其 未 来 分 红 的 现时 值 。 按 
此 形式 计算 的 值 可 以 用 所 谓 分 红 贴 现 模型 来 表征 。 当然， 这 种 计 
算 应 该 计 及 分 红 规模 的 预期 变化 。 

考虑 这 样 的 情形 : 一 家 企业 打算 在 当前 时 期 之 末 支 付 红 利 
D 。 假设 分 红 预 期 会 按 公 比 为 1 + 上 的 几何 级 数 无 限 地 变化 ， 而 
肌 票 购买 的 收益 率 为 每 时 期 i 其 中 -1< 尿 <i。 

于 是 ， 股 票 的 理论 价格 可 由 公式 (4.39) 取 极 限 ”一 co 而 得 
到 ， 即 






































P=D 





x (7.32) 


例 7.13 是 这 种 类 型 理论 计算 的 一 个 例子 。 请 读者 注意 ,符号 也 
在 6.4 节 中 曾 用 来 表示 偿 债 基金 储 莹 。 

要 预计 分 红 在 未 来 无 限 增长 的 常数 百分比 可 能 不 太 现 实 ， 随 
荐 企业 规模 的 增 关 和 日 益 老化 ,其 增长 率 一 般 会 下 降 。 钢 7.14 提 
供 了 一 个 在 这 些 条 件 下 用 分 红 贴现 模型 的 例子 。 


























在 实践 中 ， 美 国 优先 股 和 普通 股 最 常见 的 分 红 频 率 是 每 季度 
一 次 。 这 与 通常 债券 息 票 半年 支付 一 次 是 不 同 的 。 

例 7.13 ”一 项 普通 股 当前 利润 为 每 股 $4, 而 在 当年 年 底 将 
支付 每 股 $2 的 分 红 。 假 设 该 企业 的 利润 以 每 年 5% 的 速度 无 限 
增长 ， 且 企业 打算 一 直 以 50 儿 的 利润 作为 分 红 ， 如 果 投 资 者 要 有 
(1) 10 兄 , (2) 8 咒 及 (3) 6%% 的 年 实质 收益 率 ， 求 理论 价格 。 

1. 分 红 的 现时 值 为 


1 
2 [a 一 ma = $40, 





这 样 ， 理 论 价格 为 当前 利润 的 10 倍 。 
2. 分 红 的 现时 和 慎 为 

1 1 2 

2 [ss T0085| = 8663， 

即 理论 价格 为 当前 利润 的 163 倍 。 
3. 分 红 的 现时 信 为 


1 
~- =$2| 
2 [a —0.05] $200, 


即 理论 价格 为 当前 利润 的 50 和 倍 。 
例 7.14 如果 企业 利润 的 增长 在 头 5 年 为 5 铝 , 其 次 5 年 为 

23%, 以 后 为 0%, 并 假设 年 度 实质 收益 率 为 10%, 重 做 例 7.13 。 
逐次 应 用 (4.39) 式 给 出 


0.10 —0.05 {1.10 |0.10 一 0.025 











总 5 
21.05) (1.025) 1 _ $25.72. 
{1.10)® 10 
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它 大 约 为 例 7.13(1) 中 假设 等 速 无 限 增长 情形 所 得 答案 的 64 和 % 。 
在 此 情形 下 ， 理 论 价格 为 当前 利润 的 6.43 倍 。 


87.11 ”证 汰 价值 的 确定 


在 7.1 节 中 已 提 到 过 , 本 章 要 讨论 的 三 个 基本 问题 之 一 是 , 当 
购买 证 券 后 如 何 确 定 其 价值 。 投 资 于 证 券 的 团体 投资 人 ， 诸 如 保 
险 公司 和 养老 基金 ， 必 须 在 财务 报告 中 对 他 们 持 有 的 证 券 正 值 。 
对 这 些 证 券 的 资产 值 的 评估 各 人 常 有 不 同 的 做 法 。 

资产 值 的 确定 常 反映 所 使 用 的 会 计 原理 ， 法 律 限制 ， 以 及 传 
统 方法 , 还 有 理论 的 考虑 。 确定 价值 的 方法 常 苦 出 现 的 情况 而 变 。 
例如， 同样 的 证 券 对 一 项 养老 基金 和 对 一 家 保险 公司 可 能 有 不 同 
的 报告 资产 值 。 定 值 方法 也 常 随 需要 定 值 的 证 券 的 类 型 而 变化 
例如 对 债券 和 对 普通 股 所 用 的 方法 就 可 能 不 同 。 

在 实践 中 已 建立 了 三 种 主要 的 确定 资产 值 的 方法 。 每 种 方法 
都 有 各 种 改进 和 修正 。 所 有 三 种 方法 在 当前 确定 各 种 情况 下 的 证 
券 价值 中 都 被 使 用 。 

本 节 的 目的 并 不 是 要 对 各 种 方法 及 其 修正 给 出 完整 的 描述 
也 并 不 是 要 对 任何 给 定 的 情况 确定 该 使 用 哪 种 方法 ， 而 只 是 要 让 
读者 简单 地 知道 一 下 在 实践 中 会 磁 到 的 这 三 种 主要 方法 。 

第 一 种 方法 是 用 市 场 价值 作为 资产 值 的 度量 。 有 几 种 观点 相 
信 市 场 价 信和 是 一 种 证 券 当 前 价值 的 唯一 正确 的 上 度量。 他 们 也 认为 
市 场 价值 是 客观 存在 的 且 易于 理解 。 该 者 应 注意 “市 场 价值 ”这 
一 词 在 这 里 与 在 7.5 节 中 有 不 同 的 用 法 。 

市 场 价值 的 一 个 大 缺点 是 它 经 常 表现 出 可 观 的 波动 。 这 种 资 
产值 的 不 稳定 常会 带 来 严重 的 和 问题。 因此 产生 了 所 谓 收 正 市 场 价 
值 方法 . 这 些 方法 试图 把 纯 市 场 方法 中 出 现 的 那些 波峰 和 波 兴 加 
以 平滑 。 当然 ， 这 种 修正 市 场 价值 方法 会 有 一 些 任意 性 并 且 没 有 
原来 那样 简明 。 市 场 价值 方法 对 某 些 证 券 的 另 一 个 缺点 是 可 能 根 




















“271 


本 不 存在 市 场 。 例 如 所 谓 私募 债券 或 抵押 债券 就 根本 不 在 市 场 上 
公开 交易 。 

第 二 种 方法 是 用 原始 成 本 作为 资产 值 的 度量 。 对 于 可 偿还 
债券 经 常 使 用 一 种 称 为 调整 成 本 方法 。 这 种 调整 成 本 方法 相当 
于 7.4 节 中 所 叙述 的 分 期 涂 价 或 分 期 折扣 的 分 期 值 。 

一 项 资产 的 实际 成 本 或 调整 成 本 常 称 为 此 项 资产 的 帐 面值 
因为 这 是 在 投资 者 的 帐 面 上 赋予 这 项 资产 的 值 。 市 场 值 超过 帐 面 
值 的 部 分 称 为 未 实现 许 本 盟 利 , 而 帐 面 值 超过 市 场 值 的 部 分 称 为 
未 实现 资本 亏损 。 如 果 一 项 资产 以 超过 帐 面值 的 价格 出 售 ， 则 其 
利润 称 为 实现 资本 盈利 , 而 如 果 价 格 小 于 帐 面值 ， 其 损失 称 为 实 
现 资本 亏损 。 

分 期 偿还 使 券 的 未 实现 资本 盈利 和 亏损 在 抽 资 者 的 帐 面 上 常 
被 忽略 ， 因 为 在 理论 上 债券 总 是 要 持 有 到 到 期 为 止 。 在 高 利率 时 
期 ， 债 券 的 帐 面值 实质 上 超过 市 场 值 ， 而 在 低 利率 时 期 则 相反 。 

未 实现 和 实现 的 资本 至 利 或 亏损 之 间 的 区 别 是 重要 的 ， 因 为 
在 交 税 时 就 会 有 不 同 的 处 理 。 例 如 在 美国 ， 实 现 资本 盈利 与 亏损 
会 对 投资 者 的 所 得 税 返回 发 生 影 响 ， 而 未 实现 资本 一 利 与 亏损 则 
并 不 如 此 。 

帐 面值 产生 稳定 的 、 窜 观 的 ， 且 易于 理解 的 资产 值 。 当 市 场 
价值 大 于 帐 面值 时 ， 用 帐 面值 也 体现 了 保守 性 。 然而， 如 果 市 场 
价值 与 帐 面值 分 离 ， 当 市 场 价 值 大 于 帐 面值 时 ， 则 帐 面值 确实 也 
倾向 于 越 来 越 成 为 资产 值 的 不 现实 知 计 ， 而 且 如 果 帐 面值 大 于 市 
场 价 值 时 ， 帐 面值 是 非 保守 的 。 

第 三 种 方法 可 称 为 现时 秆 方法 。 按 照 此 种 方法 ,资产 值 等 于 
该 证 券 所 有 未 来 付款 的 现时 值 ， 其 中 现时 值 是 按 某 个 适当 的 利率 
计算 。 本 章 中 己 经 对 债券 ， 优 先 股 和 普通 股 进行 过 这 种 类 型 的 计 
算 。 






























































现时 值 方法 有 一 优点 ， 即 整 批 业务 可 以 在 统一 的 基础 上 确定 
价值 ， 因 为 在 取 所 有 现时 值 时 可 用 相同 的 利率 。 当 猥 设 利率 以 计 
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算 抵消 资产 的 负债 时 ， 这 一 点 特别 重要 。 这 些 类 型 的 例子 有 保险 
公司 与 养老 基金 ， 它 们 在 计算 许多 债务 价值 时 都 要 假设 利率 。 资 
产 与 负债 之 间 的 关系 是 很 重要 的 它 将 在 第 九 章 中 进一步 讨论 。 

现时 值 方 法 对 于 取现 时 信 时 所 用 利率 的 选择 十 分 敏感 。 它 既 
是 这 个 方法 的 优点 也 是 缺点 。 这 个 方法 是 柔性 的 ， 但 确实 也 由 于 
计算 现时 值 时 利率 的 选择 而 有 某 种 程度 的 任意 性 。 现 时 值 方法 产 
生 的 资产 值 可 与 市 场 价值 及 幅面 值 明 显 不 同 。 此 方法 与 市 场 价值 
及 帐 面值 相 比 也 较 难 理解 。 

总 之 ， 没有 一 种 证 券 定 值 方法 是 在 所 有 情况 下 都 使 用 的 。 读 
者 在 实践 中 遇 到 资产 值 时 应 仔细 地 确定 计算 方法 。 

证 券 定 值 方法 的 选 定 会 影响 计算 的 收益 率 。 例如， 在 5.5 节 
中 曾 指 出 公式 (5.14), 即 

















27 上 
i= HTB-i. (5.14) 
在 计算 一 项 投资 基金 所 得 的 收益 率 时 是 经 常 使 用 的 。 A 和 了 的 
人 就 依赖 于 所 用 的 资产 定 值 方法 ， 而 工 也 会 因 资本 盈利 是 否 包含 
在 了 中 而 有 所 变化 。 




















习 题 

§7.2 ”证 券 类 型 

1. 斌 确定 一 种 无 息 票 债券 的 价格 , 该 债券 在 10 年 内 按 $1000 
到 期 ， 并 且 

a) 产生 10%% 的 实质 收益 率 - 

hb) 产生 9% 的 实质 收益 率 - 

c) 如 收益 率 减 少 10 公 , 价格 将 增长 多 少 百分比 ? 

2. 一 项 10 年 期 积累 债券 的 票面 值 为 81000, 并 有 半年 度 转 
换 复 利 8%% 。 求 使 投资 者 得 到 40 多 实质 收益 率 的 购买 价格 。 
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3. 一 项 26 周 短期 国库 券 在 发 行 时 以 $9600 购买 ， 到 期 偿还 
$10000 。 求 收益 率 : 

a) 按 贴现 率 计算 ， 利 用 短期 国库 券 的 正规 计 点 天 数 方法 。 

b) 按 年 度 实质 利率 计算 ， 假设 投资 时 期 怡 为 半年 。 

4 短期 国库 券 在 到 期 时 按 贴现 率 计算 收益 8% 。 求 52 周 短 
期 国库 券 的 年 实质 利率 与 13 周 短期 国库 券 年 实质 利率 之 比 。 使 
用 不 包括 计 点 天 数 的 方法 。 - 

87.3 ”债券 的 价格 

5. 有 一 项 10 年 期 票面 为 $100 的 债券 ， 附 有 半年 度 支付 的 
10% 的 息 票 , 偿还 值 为 $105 。 购买 此 债券 可 产生 半年 度 转换 8 名 
的 收益 率 。 求 购买 价格 。 并 校 核 所 有 四 种 公式 是 否 得 到 同样 答案 。 

6. 对 例 7.3, 求 以 下 各 项 : 

a) 基于 面值 的 名 义 收益 率 。 

b) 基于 偿还 值 的 名 义 收益 率 。 

<) 当前 收益 率 。 

d) 到 期 收益 率 。 

7， 两 种 面值 均 为 $100 的 僵 券 都 橱 有 半年 度 支 付 的 8%% 息 
票 , 现 按 面值 出 售 。 债券 A 在 5 年 后 按 面值 偿还 , 债券 BB 在 10 年 
后 按 面值 偿还 。 假 定 市 场 通行 利率 突然 改变 为 半年 度 转换 10 匈 ， 

a) 求 债券 A 价格 改变 的 百分比 。 

b) 求 债券 B 价格 改变 的 百分比 。 

c) 按 通常 推理 来 比较 a) 与 b) 答案 的 相对 大 小 。 

8. 两 种 $1000 的 债券 在 相同 时 期 之 末 按 票面 偿还 ， 购 买 它 
们 的 收益 率 均 为 半年 度 转换 4 和 6 。 第 一 种 债券 售 价 为 $1136.78， 
半年 度 支 付 的 息 票 率 为 5%; 第 二 种 债券 的 息 票 率 为 半年 度 支 付 
23%, 求 第 二 种 债券 的 价格 。 

9. 一 项 $1000 债券 有 半年 度 支付 9% 的 息 票 率 ,在 经 过 未 规 
定 的 年 份 后 以 $1125 偿还 。 购 买 本 债券 产生 半年 度 转换 10% 的 
收益 率 。 倘 车 按 此 收益 率 偿还 值 的 现时 值 为 8225, 求购 买 价格 。 









































274 - 


10. 一 项 票面 值 $1000 的 ?年 期 债券 将 在 到 期 时 按 面值 偿 
还 ,并 有 $100 的 年 度 息 票 , 此 项 债券 的 价格 为 81110 。 若 K 一 450， 
求 基 价 G 。 

11. 一 位 投资 者 拥有 票面 值 $1000, 附 半 年 户 息 紧 的 10% 债 
券 。 此 债券 将 在 第 10 年 之 末 以 面值 到 期 偿还 。 投 资 者 决定 更 情 
是 要 一 项 8 年 期 的 债券 。 到 期 收益 率 为 半年 度 转换 7% 。 投 资 者 
用 出 售 10 色 债券 的 收入 去 购买 一 项 6% 人 箔 券 ， 它 附 有 半年 度 息 
票 ， 在 第 8 年 之 末 按 面值 到 期 。 求 8 年 期 债券 的 面值 。 

12. 一 项 nt 年 期 $1000 票面 的 债券 到 期 按 面值 偿还 ， 且 有 半 
年 度 转换 息 票 率 12% 。 购买 价 使 得 可 产生 半年 度 转换 10% 的 收 
益 率 。 如 债券 期 限 加 倍 ， 售 价 将 增加 $50 。 求 此 n 年 期 债券 的 售 
价 














$7.4 溢价 和 折扣 

13. 证 明 公式 (7.9) 当 i = j 时 回复 到 (7.1) 式 。 

14. 用 代数 方法 证 明 表 7.1 中 支付 利息 一 列 的 和 等 于 ng 一 p 。 

15, 在 表 7,1 中 第 一 时 期 的 本 金 调整 金额 为 (9 一 i 让 jv*。 试 从 
偿 债 基金 的 观点 ， 从 字面 上 和 代数 上 证 明 





[(g — Dw"]sa = p. 


16. 对 于 一 项 $1 的 债券 ， 其 息 票 率 为 收益 率 的 150%, 而 滋 
价 为 p 。 对 另 一 项 81 的 债券 ， 它 有 相同 的 息 票数 和 同样 的 收益 
率 ， 息 票 宰 则 是 收益 率 的 75%, 求 第 二 种 债券 的 价格 。 

17. 对 一 确定 的 时 期 ， 一 项 慎 券 的 分 期 偿还 表 显 示 滋 价 分 期 
的 金额 为 $5, 而 需要 的 利息 为 息 票 的 75%, 求 息 票 金额 。 

18. 一 项 10 年 期 附 半年 度 息 票 的 债券 以 折扣 购买 ， 产 生 半 
年 度 转换 9% 的 收益 率 。 如 果 倒 数 第 2 期 息 票 折 扣 分 期 的 金额 为 
$8, 求 债券 分 期 偿还 表 中 头 4 年 折扣 分 期 的 总 金额 。 

19. 有 一 项 面值 $1000 的 5 年 期 债券 ， 附 有 半年 度 支付 的 息 
票 率 为 10%, 按 面 值 偿 还 。 购 买 该 债券 产生 的 收益 率 为 半年 度 转 











* 27$ ， 


换 12 名 。 求 分 期 偿还 表 上 利息 支付 列 的 总 和 。 


的 市 








20. a) 用 直线 方法 求 表 7.2 中 债券 的 帐 面值 。 
b) 用 直线 方法 求 表 7.3 中 债券 的 帐 面值 。 
c) 如 将 a) 和 b) 的 答案 同 表 7.2 和 7.3 中 的 真实 值 相 比 














， 你 能 得 到 什么 结论 ? 


87.5 息 付 日 之 间 的 价值 确定 

21. 导出 公式 (7.10) 。 

22. 证 明 Blk = (Biti + Frjv!l-* 。 

23. 证 明 公式 (7.15) 与 (7.16) 等 价 。 

24. 求 表 7.3 中 债券 的 无 息 价 格 ， 应 计 票 息 及 购买 后 2 个 月 
场 价 格 ( 帐 面 值 ) 。 用 所 有 三 种 方法 。 

25. 对 三 种 中 阿 债 券 价 格 方法 按 大 小 的 上 升 次 序 排列 : 

a) 无 息 价格 。 

b) 市 场 价格 { 帐 面值 ) 。 

37.6 ”收益 率 的 确定 

26. 推导 公式 (7.26) 

27. 一 项 票面 值 $100, 附 有 10% 半年 度 息 票 的 12 年 期 债券 


以 $110 出 眩 。 求 半年 度 转换 政 益 率 。 


半年 








28. 对 一 位 购买 27 题 中 的 债券 的 投资 者 ， 如果 其 息 票 仅 能 以 
度 转换 7% 再 投资 ， 重 新 计算 其 总 体 收益 率 。 
29. 一 位 投资 者 买 了 两 项 20 年 期 债券 ， 每 项 都 有 半年 度 息 


票 ， 也 都 是 到 期 按 面值 偿还 。 对 每 种 债券 其 购买 价 产生 同样 的 收 


蔓 率 。 





一 种 债券 票面 值 为 $500 而 息 票 为 $45, 另 一 种 惠 票面 值 为 


$1000 而 息 票 为 $30 。 第 一 种 债券 的 溢价 金额 (元 ) 为 第 二 种 债券 


的 折 


扣 人 金额 (元 ) 的 两 倍 。 求 半年 度 转 换 收 益 率 。 
39. 一 项 $100 稍 年 度 息 票 的 俊 券 在 第 15 年 之 末 按 票面 屡 








还 。 若 购买 价 为 $92, 则 收益 率 恰 比 息 票 率 高 1% 。 求 此 债券 的 收 
益 率 。 


$7.7 ”通知 偿还 债券 
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31. 一 项 票面 值 $1000 的 债券 附 有 8 名 半年 度 息 票 ， 并 可 在 
第 10 年 之 末 到 第 15 年 之 末 间 通知 偿还 ， 

a) 求 产 生 半 年 度 转换 6%% 收益 率 的 购买 价格 。 

b) 求 产生 半年 度 转换 10% 收益 率 的 购买 价格 。 

32. 如 果 习 题 31 b) 的 债券 实际 上 在 第 10 年 之 末 通 知 偿还 ， 
求 债 券 持 有 人 的 收益 率 。 

33. 一 项 票面 值 $1000 附 季度 意 票 的 8% 债券 在 发 行 后 5 年 
可 通知 偿还 。 债 券 在 第 10 年 之 末 到 期 偿还 $1000, 而 出 售 时 在 不 
通知 偿还 的 假设 下 产生 季度 转换 6 名 的 名 义 收 益 率 。 求 第 5 年 之 
末 的 偿还 值 ， 使 得 购买 者 得 到 同样 的 收益 率 。 

34. 一 项 票面 值 $1000 附 半年 度 息 票 的 4%% 债券 将 在 第 10 
年 之 末 到 期 。 此 债券 可 在 第 4 年 之 末 到 6 年 之 末 以 $1050 通知 偿 
还 ， 在 第 7 年 之 末 到 第 9 年 之 末 以 $1025 通知 偿还 ， 在 第 10 年 
之 末 以 $1000 偿还 。 求 一 投资 者 能 确保 半年 度 5% 收益 率 愿 付 的 
最 大 价格 。 

35. 一 项 票面 值 $1000 附 半 年 度 息 票 的 6 名 债券 在 发 行 后 5 
年 可 按 面值 通知 偿还 。 出 售 时 假定 将 通知 偿还 ， 则 有 7%5 的 收益 
率 。 此 债券 并 未 通知 偿还 而 在 第 10 年 之 末 到 期 。 俩 券 发 行人 偿还 
金额 为 1000 + 头 , 使 得 购买 者 收益 率 仍 有 半年 度 转换 7%% 不 变 ， 
求 瑟 。 

87.8 ”分 期 偿还 债券 

36. 一 项 $10000 的 分 期 偿还 债券 以 在 今后 5 年 内 每 半年 支 
付 本 金 $1000 的 分 期 付款 来 偿还 。 对 未 偿还 余额 按 年 利率 12%% 每 
半年 支付 一 次 利息 。 如 要 此 债券 产生 半年 度 转 换 8 名 的 收益 率 ， 
问 投资 者 应 付 多 少 ? 

37. 一 项 $10000 .的 分 期 偿还 债券 ， 从 发 行 日 起 第 6 年 之 未 
至 第 25 年 之 未 每 年 支付 本 金 $500 来 偿还 。 对 未 偿还 余额 按 利率 
6 久 来 每 年 支付 利息 。 若 投资 者 有 10% 的 实质 收益 率 ， 问 购买 此 
俩 券 的 价格 为 多 少 ? 
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38. 有 一 项 金额 为 $100000 的 分 期 馆 还 债券 ， 若 其 收益 率 为 
息 票 率 的 125%, 此 债券 按照 下 表 以 面值 偿还 


年 末 ”偿还 金额 

5, 8, 11 $10000 

14, 17 20090 
20 30000 





所 有 利率 为 半年 度 ， 求 此 项 愤 券 现时 值 的 表达 式 ， 需 将 答案 
表示 为 对 各 个 n 的 an 的 函数 。 

39， 一 项 金额 为 $78000 的 分 期 偿还 债券 ， 对 未 屡 还 余额 附 
有 4% 的 年 度 息 票 ， 从 第 5 年 之 末 开 始 以 12 次 年 度 分 期 付款 来 
偿还 。 第 5 年 之 末 偿 还 金额 为 $12000, 第 6 年 之 末 为 $11000, 如 
此 继续 下 去 ， 直 到 全 部 馆 还 完毕 。 求 使 投资 考 有 5% 实质 收益 率 
的 价格 表达 式 。 

87.9 ” 某 些 推广 

40. 推导 (7.29) 式 的 下 列 变形 : 

a) P=C+ 供 - 中 = 





bP= 名 +|c- 呈 vr 


P=Kt+ 才 (CO -K). 

41. 推导 (7.30) 式 的 下 列 变形 : 

a P=CO+(Fr -Cima 。 

b) 已 = Ga +(C— Ge or 。 

P=K+((C 一下) 。 

42. 一 项 票面 值 $1000 的 10 年 期 债券 ， 按 面值 到 期 偿还 ， 并 
有 每 年 3% 的 息 票 (季度 支付 ) 。 购 买 时 产生 每 年 6% 的 半年 上 度 转 
换 收 益 率 。 求购 买 价格 。 

43. 有 一 项 $100 的 债券 ， 在 m 年 到 期 后 偿还 $105, 并 有 $4 
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的 半年 度 息 票 ， 购 买 后 产生 实质 收益 率 i, 其 价格 可 表示 为 
Av*+B 
1(2) 





求 4 和 忆 。 

44. 有 一 项 票面 值 $1000 的 20 年 期 债券 ， 它 按 面 值 到 期 偿 
还 ， 头 10 年 有 550 的 年 度 息 票 ， 后 10 年 有 4% 的 年 度 息 票 。 试 
确定 购买 此 项 债券 后 产生 季度 转换 收益 率 的 伟 券 价格 表达 式 。 

45. 一 项 10 年 期 债券 的 年 度 息 票 按 10,9, 8,…,1 变化 ， 而 
它 到 期 偿还 $1090 。 假 若 购买 此 合 券 后 产生 实质 收益 率 i 求 以 下 
表达 式 : 

a) 第 5 次 息 票 金额 中 支付 利息 的 部 分 ， 

b) 第 5 次 息 票 金额 中 用 以 分 期 偿还 帐 面值 的 部 分 。 

46. 一 位 投资 者 购买 了 一 项 票面 值 $100 附 半 年 度 息 票 的 3%% 
债券 ， 此 僻 券 中 的 $50 在 9 年 内 以 $51 到 期 偿还 ， 而 另外 $50 则 
在 10 年 内 以 $50 到 期 偿还 。 试 证 明 产 生 实质 收益 率 i 的 购买 价 
格 为 























(2) i (2) ,10 
3ad 十 (101 + 51 — 1.5s3 Jo™. 


87.10 ”其 他 证 券 

47. 若 收益 率 为 5 锅 或 更 少 ， 例 7.13 的 答案 将 是 什么 ? 

48. 一 项 优先 股 在 第 1 年 之 末 付 $10 的 分 红 ， 以 后 每 一 次 分 
红 比 前 一 次 多 5% 。 如 果 i = 二 12 锅 , 问 什 么 样 的 等 额 年 度 分 红 可 
与 此 等 价 ? 

49. 一 项 普通 股 在 每 年 之 末 支 付 年 度 分 红 。 每 股利 润 在 刚 结 
束 的 那 年 为 $6 。 未 来 利润 假定 每 年 增加 8% 。 所 得 中 用 于 分 红 的 
百分比 在 今后 5 年 将 为 0%, 而 在 此 后 为 50% 。 求 此 股票 使 投资 
者 得 到 15%% 的 实质 收益 率 的 理论 价格 。 

50. 一 项 普通 股 的 购买 价 为 当前 利润 的 10 倍 。 在 此 后 的 6 年 
中 股票 不 支付 分 红 ， 但 利润 增加 60 铝 。 在 第 6 年 之 末 此 股票 以 
15 倍 于 利润 的 价格 出 此 。 求 此 项 投资 得 到 的 年 度 实质 收益 率 。 
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51. 求 一 项 在 每 年 底 支 付 年 度 分 红 的 普通 股 的 理论 价格 表达 
式 。 在 刚 结束 的 1 年 中 利 海 为 互 。 假设 利润 在 第 t 年 的 增长 率 为 
Ks, 第 上 年 的 收益 率 为 tt 而 在 第 t+ 年 企业 打算 用 来 支付 分 红 的 
利润 的 百分比 为 pt,0 < pe <1。 

$7.11 ”证 券 价值 的 确定 

52. 5 年 以 前 一 项 养老 基金 投资 $1000000 于 团体 债券 及 
$1000000 于 优先 股 。 对 俩 券 的 投资 是 购买 1000 份 20 年 后 到 期 
的 债券 ,每 份 的 票面 值 为 $81000, 且 附 有 4% 的 年 度 息 票 ， 对 优先 
股 的 投资 是 购买 10000 般 ， 每 股票 面值 为 $100, 附 有 6% 的 年 度 
分 红 。 债券 现在 以 每 份 $900 出 售 ， 而 优先 股 以 每 股 $115 出 售 。 
假设 在 过 去 5 年 中 投资 组 合 没有 变化 ， 且 所 有 投资 收入 一 经 赚 得 
即 估 基金 中 抽出 ， 试 在 以 下 各 种 假设 下 求 此 养老 基金 当前 的 资产 
值 。 

a) 所 有 资产 按 市 场 值 定 值 。 

b) 所 有 资产 技 帐 面值 定 值 。 

¢) 债券 按 帐 面值 定 值 ， 而 股票 按 市 场 值 定 值 。 

d) 所 有 资产 用 现时 值 方法 按 5% 的 实质 收益 率 定 值 。 

杂 题 

53. 若 己 是 (7.1) 给 出 的 债券 价格 ， 证 明 

a) 圭 = -Cvlg(Te)n + nv"] 。 

b) 医 =C-an。 

54. 一 项 $1 的 债券 从 发 行 之 日 起 第 11 年 之 末 至 第 25 年 之 
末 有 年 度 息 票 g, 此 债券 在 第 25 年 之 末 到 期 以 $1 偿还 ， 购 买 此 
债券 的 实质 收益 率 为 i 。 求 按 修正 Makeham 形式 的 价格 表示 式 


K'+ gC — K’). 
































确定 Ki 和 0'。 
55. 一 项 $100 面值 的 12 年 期 俩 券 附 有 连续 支付 的 年 率 为 
9% 的 息 票 。 若 购买 此 会 券 的 收益 率 为 i, 相当 于 5, 试 将 此 债券 的 
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价格 表示 为 5 的 函数 。 

56. 一 项 票面 值 为 1 的 债券 按 某 固定 收益 率 以 1 十 p 出 售 。 
如 果 此 债券 的 息 票 率 减 半 ， 则 价格 为 1 + 4 。 若 债券 的 息 票 率 加 
倍 ， 则 价格 可 表示 为 1+A4p+Bc- 求 4 和 已 。 

57. 一 家 企业 发 行 一 种 债券 附 有 6%% 的 年 度 息 票 ， 在 5 年 内 
到 期 偿还 ， 它 按 产生 4% 的 实质 收益 率 来 开价 。 假 设 将 此 债券 用 
另 一 项 附 年 度 息 票 的 5% 债券 来 代替 。 问 新 债券 期 限 应 多 长 才能 
使 债券 持 有 人 仍 能 有 4%% 的 实质 收益 率 ? 算 到 年 为 止 。 

58. 有 一 项 $1000 的 20 年 期 侦 券 ， 附 有 年 度 息 票 按 面值 
偿还 ， 此 债券 第 20 年 所 支付 的 利息 等 于 同一 年 本 金 调整 金额 的 
70 咒 。 车 ?= 二 i 二 0.03, 其 中 为 息 票 率 ， 而 :为 收益 率 ， 求 此 债 
券 的 原始 价格 。 

59. a) 求证 P+ 挟 Be 一 PEFr+C。 


b) 给 浊 a) 中 得 到 结果 的 字面 解释 。 
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第 八 章 ”实际 应 用 


381 引言 


第 八 章 包含 了 利息 理论 在 几 个 方面 的 实际 应 用 ， 这 些 应 用 在 
前 几 章 中 均 未 涉及 。 8.2 节 到 8.4 节 所 涉及 的 领域 是 消费 信贷 ， 
其 中 包括 对 所 谓 “借贷 忠诚 ” 的 讨论 。 

8.5 节 和 8.6 节 处 理 以 前 未 讨论 过 的 对 国定 资产 投资 的 金融 
分 析 。 8.5 节 向 读者 介绍 几 种 常用 的 拆 旧 方 法 。 8.6 节 讨 论 一 种 
称 为 核定 资本 值 的 金融 分 析 ， 这 是 一 个 与 5.8 节 中 讨论 的 资金 预 
算 有 关连 的 概念 。 

8.7 节 分 析 卖 空 的 收益 率 计 算 ， 这 是 一 种 以 前 未 考虑 过 的 金 
融 业 务 。 这 项 计算 会 出 现 一 些 不 常见 的 困难 。 

最 后 ， 8.8 节 给 出 了 对 当今 存在 的 各 种 各 样 现代 金融 手段 的 
综述 。 这 部 分 材料 是 很 有 价值 的 ， 它 会 介绍 给 读者 一 些 不 熟悉 的 
投资 工具 。 这 也 为 第 九 章 和 第 十 章 中 的 进一步 分 析 打 下 了 基础 。 








38.2 ”和 借贷 忠诚 

1968 年 美国 国会 通过 了 “消费 信贷 保护 法 ”。 这 项 法 律 的 第 
一 章 就 是 众所周知 的 “借贷 忠诚 法 "(15USC1601) 

这 一 法 律 的 基本 目的 是 要 贷款 人 向 借款 人 公正 而 准确 地 公开 
清 费 贷款 的 各 项 条 救 。 此 法 律 并 不 试图 控制 贷款 人 对 贷款 开价 的 
金额 ， 它 只 是 要 求 适当 的 公开 。 此 法 律 也 只 用 于 消费 贷款 ， 而 不 
用 于 商业 贷款 。 

此 项 法 律 要 求 公开 两 个 关键 的 金融 数值 ， 即 所 谓 资金 筹 异 费 
与 年 百 分 半 ( 常 称 为 “APR”) 。 前 者 是 表示 贷款 期 间 所 索要 的 利 
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息 金额 (元 ), 后 者 则 是 应 付 利息 的 年 率 。 除 了 这 两 个 金融 数值 之 
外 ， 还 需要 用 和 叙述 形式 公开 一 些 其 他 内 容 。 

一 旦 贷款 开始 ， 借 款 人 可 能 要 承担 某 些 与 获得 贷款 相 联系 的 
费用 。 例如 百分点 (在 8.3 节 中 将 会 定义 ), 其 他 贷款 费 ， 服务 费 ， 
信贷 报告 费 ， 及 信贷 溢价 保险 。 
展 贷 忠诚 法 中 规定 的 资金 筹措 费 包 括 所 有 应 付 的 利息 。 不 仅 
如 此 , 它 还 包括 上 面 这 段 中 所 提 到 的 某 些 (不 一 定 是 全 部 ) 费用 。 
详细 条 例 是 由 负责 实施 借贷 忠诚 法 的 联邦 储备 局 制定 的 ， 其 中 规 
定 了 哪些 费用 应 包括 在 资金 筹措 费 中 ， 层 些 则 不 必 。 

年 百分率 的 计算 规定 要 用 精算 方法 。 此 方法 的 基础 是 铅 复 
利 理论 一 致 的 .使 用 精算 方法 要 将 付款 划分 为 本 金 和 利息 ， 这 同 
6.3 节 中 讨论 的 分 期 翌 还 表 是 一 致 的 。 

关于 年 百分率 有 趣 的 一 点 是 : 它 是 按照 与 付款 相同 频率 转换 
的 名 义 利 率 来 给 出 的 ， 而 不 是 实质 利率 。 例如， 两 项 贷款 可 能 都 
开价 “4PR = 12%”, 但 如 果 一 项 是 按 月 度 分 期 付款 来 偿还 ， 而 
另 一 项 是 按 季 度 分 期 付款 来 偿还 ， 则 这 两 个 利率 不 是 等 价 的 。 所 
以 对 不 同 贷 款 的 年 百分率 不 能 有 效 地 进行 直接 比较 ， 除 非 它们 的 
转换 频率 相同 。 在 此 法 律 中 付款 区 段 的 长 度 称 为 单位 时 期 。 

借贷 忠诚 的 要 求 使 得 不 限期 信贷 和 限期 信贷 产生 区 别 。 循 环 
收费 帐户 或 信用 卡 是 不 限期 售 委 的 例子 。 对 于 不 限期 信贷 ， 资 
金 筹措 费 只 需要 按 计 算 的 一 个 时 期 公开 。 年 百分率 只 是 对 未 偿还 
贷款 余额 收取 的 名 义 年 利率 。 钢 如 ， 一 家 信用 卡 公司 对 未 偿还 余 
额 按 每 月 1.75% 收 利 息 ， 则 必须 开价 为 “4PR= 21%”。 

限期 信贷 的 一 个 例子 是 用 分 期 付款 偿还 的 典型 贷款 。 为 了 展 
示 借 贷 忠 诚 应 用 于 标准 的 贷款 交易 ， 我 们 给 出 下 述 定义 : 

工 二 支付 预付 款 以 后 的 原始 贷款 余额 
五 一 资金 筹措 费 

下 二分 期 付款 

m 二 每 年 支付 次 数 
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nn 二 贷款 期 间 支 付 的 总 次 数 
i 二 年 百分率 
了 = 每 个 付款 时 期 的 利率 
请 读者 注意 ， 符 号 K 在 第 七 章 中 曾 被 用 来 表示 债券 偿还 值 
的 现时 值 。 
分 期 付款 由 下 式 给 出 
L+EK 
R= (8.1) 
因为 分 期 付款 的 现时 值 必须 等 于 贷款 的 党 始 金额 ， 放 有 求 值 方程 
Roanj = 5, (8.2) 


它 对 了 求解 。 于 是 年 百分率 为 





i 二 7m {8.3) 


更 复杂 的 贷款 可 能 包含 贷款 人 向 借款 人 的 多 重 付款 ， 称 为 在 
各 时 刻 的 预付 。 而 借款 人 的 分 期 付款 也 可 能 不 是 等 额 的 或 按 同 
样 频率 支付 。 象 这 些 情形 可 以 用 (5.3) 式 来 处 理 


PO) = SR =0, (5.3) 
t=0 


其 中 v= {1 十 用 -1 。 在 应 用 公式 (5.3) 时 必须 记 住 ， 所 有 由 贷款 
大 作出 的 预付 应 有 同一 符 导 ， 而 所 有 由 借款 人 作出 的 付款 则 有 相 
反 的 符号 。 

对 于 这 些 较 复杂 的 贷款 ， 5.3 节 中 的 结果 曾经 表明 ， 如 果 未 
偿还 贷款 余额 在 贷款 期 限 中 某 时 刻 改变 符号 ， 则 收益 率 可 能 不 唯 
一 。 借贷 忠 诚 程序 承认 这 个 问题 ， 但 不 能 适当 地 处 理 。 幸而 ， 损 
失 并 不 太 大 ， 因 为 对 消费 贷款 来 说 ， 这 样 的 情况 是 十 分 少见 的 。 

借贷 忠诚 认为 , 非 唯 一 收益 率 是 由 多 重 预付 的 存在 所 引起 的 。 
它 用 来 解决 此 问题 的 方法 是 用 一 次 预付 取代 多 重 预付 。 这 一 次 预 
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付 是 用 2.6 节 中 定义 的 等 时 间 方 法 来 计算 的 。 然 而 ， 正 如 我 们 在 
2.6 节 中 曾经 说 过 的 ， 采 用 等 时 间 方 法 会 在 答案 中 引入 偏差 。 不 
私 如此， 甚至 在 只 有 一 次 预付 时 仍 可 能 存在 多 重 收 益 率 ， 这 是 一 
种 借贷 患 诚 不 承认 的 可 能 性 。 

对 于 限期 信贷 向 借款 人 公开 的 年 百分率 ， 是 假设 了 贷款 将 按 
其 一 开始 给 出 的 时 间 表 来 偿还 。 然 而 , 许多 借款 人 往往 比 计划 偿还 
得 更 快 ， 他 们 的 办 法 是 通过 一 次 集中 付款 还 清 未 偿还 贷款 余额 ， 
或 者 是 为 未 偿还 贷款 余额 重新 筹集 资金 。 重 新 筹集 贷款 自然 就 等 
于 实施 一 项 新 的 贷款 。 

当 一 笔 贷 款 被 提早 偿还 ， 虽 原来 资金 筹措 费 的 一 部 分 ， 经 党 
称 为 未 获 资 金 筹措 黄 , 就 妇 借 款 人 所 有 了 。 这 里 “未 获 ” 一 词 反映 
这 样 的 事实 : 贷款 人 并 未 “获得 ”从 偿还 日 起 到 原 定 贷款 期 限 结 
束 为 止 这 段 时 间 的 利息 。 在 8.4 节 中 将 讨论 正规 计算 未 获 资金 筹 
措 帆 的 方法 。 在 某 些 情 形 下 ， 此 项 计算 与 原始 年 百分率 计算 所 依 
据 的 基础 并 不 完全 一 致 。 在 此 情形 下 ， 借 款 人 实际 承担 的 利率 与 
贷款 开始 时 开价 的 年 百分率 将 会 不 同 。 

有 些 贷款 在 提前 偿还 贷款 时 有 各 种 类 型 的 罚金 。 借贷 趾 诚 法 
规定 这 些 条 款 必须 用 叙述 形式 公开 。 但 它们 不 影响 年 百分率 在 
这 种 情形 下 分 期 借款 人 所 得 明显 地 小 于 未 获 资金 筹措 费 。 在 极端 
情形 下 ， 借 款 人 根本 得 不 到 什么 ， 即 贷款 人 将 保留 全 部 资金 筹措 
费 。 由 此 ， 一 位 提早 付 清 贷款 并 被 处 罚金 的 借款 人 实际 上 将 承担 
超过 开价 年 百分率 的 利率 。 

在 1969 年 ， 联 邦 储备 局 出 版 了 “年 百分率 表 ” 第 工 卷 和 第 
I 开卷。 这 两 卷 包括 了 大 量 的 表格 ,它们 可 直接 应 用 于 实际 上 所 有 
由 分 期 付款 偿还 的 单 金额 贷款 。 它们 也 包括 了 各 种 平均 和 插值 方 
法 ， 可 用 于 其 他 特殊 的 或 非 正 规 的 业务 。 同时， 它们 还 包括 异常 
情况 下 单位 时 期 的 定义 及 计算 程序 中 精确 度 的 水 平 。 

这 些 表 可 用 于 履行 借贷 忠诚 法 的 需要 。 然 而 ， 随 着 1969 年 
以 来 计算 机 应 用 水 平 的 提高 ， 如 今 一 般 的 团体 赏 款 人 都 会 正规 地 
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运用 那些 特别 设计 的 计算 机 软件 ， 以 此 常规 地 形成 为 履行 借贷 忠 
诚 法 所 需要 的 那些 公开 条 款 。 

以 上 简单 讨论 的 目的 是 要 读者 对 “借贷 忠诚 法 ”及 其 在 正规 
条 件 下 的 应 用 有 一 个 一 般 的 了 解 。 然而 , 讨论 是 很 不 完全 的 。 读者 
如 要 了 解 关 于 借贷 忠诚 的 更 多 详情 可 参阅 联邦 储备 局 出 版 的 “ 借 
货 忠 诚 孔 条例"(12 CFR 226) 。 还 出 版 了 一 本 “借贷 忠诚 Z 条 例 
官方 解释 ”以 对 该 条 例 作 详细 说 明 。 

看 看 贷款 利率 计算 的 历史 会 很 有 启发 .直到 十 九 进 纪 初 为 止 , 
最 常用 的 方法 是 所 谓 贸易 高 规则 , 它 实 质 上 相当 于 单 利 。 贸 易 商 
规则 用 于 短期 货款 令 人 满意 ， 但 对 长 期 贷款 则 会 得 出 不 合理 的 结 
果 。 

在 1795 年 争论 阑 上 了 弗 吉 尼 亚 州 法 庭 。 作 为 里 程 碑 的 Ross 
VY. Pleasants 案件 包 合 了 一 项 惊人 的 结果 。 当 贸易 商 规则 用 到 一 
个 延长 的 时 期 中 时 负债 人 和 贷款 人 的 角色 竟然 出 现 了 互 换 。 不 用 
说 ， 变 成 了 负债 人 的 那 位 贷款 人 对 发 生 这 种 事 是 不 会 太 高 兴 的 ! 

这 项 争论 最 后 于 1839 年 由 美国 最 高 法 院 Story v. Livingston 
的 判决 而 解决 。 法 院 决 定 借款 人 的 付款 应 当 首 先 用 来 支付 任何 应 
计 及 的 利息 , 超过 的 部 分 再 用 来 抵消 未 偿还 贷款 余额 。 这 一 决定 同 
6.3 节 中 建立 的 分 期 偿还 表 和 复 利 理论 是 一 致 的 。 作 为 表彰 最 高 
法 院 的 这 次 判 天， 上 述 将 分 期 付款 分 割 为 利息 和 本 金 两 部 分 的 做 
法 通常 称 为 合众国 规则 , 这 是 一 个 与 贸易 商 规则 相对 立 的 术语 。 

下 面 一 段 是 Justice Wayne 先生 所 写 的 Story v. Livingston 
判决 的 摘要 : 

“一 般 的 正确 规则 是 贷款 人 对 每 一 次 付款 应 先 计算 利息 。 此 
项 付款 应 首先 用 于 支付 利息 ; 如 果 付 款 金额 超过 了 应 付 的 利息 ， 
则 其 余额 将 用 来 抵消 本 金 。 如果 付款 金额 不 够 付 利 息 ， 则 利息 余 
额 并 不 加 到 本 金 上 去 以 产生 利息 。 因 此， 不 论 债 务 是 清楚 地 抽取 
利息 ， 或 是 利息 以 费用 的 名 义 支付 ， 都 可 同样 地 应 用 这 项 规则 。” 

对 此 兰 决 有 两 个 方面 值得 评论 .。 首先 ， 合众国 规则 在 分 期 付 
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教 时 会 产生 利 意 的 复合 。 如 果 分 期 付款 以 正规 的 频率 支付 ， 则 利 
息 将 以 与 付款 同样 的 正规 频率 来 转换 。 然 而 ， 如 果 分 期 付款 以 非 
正规 的 频率 支付 ， 出 合众国 规则 产生 一 个 较为 奇特 的 结果 ， 即 标 
出 的 利率 会 以 与 付款 的 非 正规 频率 相同 的 频率 转换 。 此 结果 可 见 
例 8.3 。 

其 次 ， 人 们 经 常 说 合众国 规则 与 精算 方法 是 等 价 的 。 在 大 多 
数 情况 下 , 它们 确 是 等 价 的 。 然而, 当 付 款 金额 不 够 支付 利息 时 ， 
合众国 规则 与 精算 方法 是 不 一 致 的 。 在 合众国 规则 下 ， 任 何 这 种 
缺额 并 不 加 到 未 偿还 贷款 祭 额 上 去 以 产生 利息 。 但 对 精算 方法 (与 
复 利 理论 一 致 ), 这 种 缺额 必须 本 金 化 ， 即 加 到 未 偿还 贷款 余额 上 
去 以 产生 附加 的 利息 。 

例 8.1 ”一 天 $1000 的 消费 贷款 在 1 年 内 以 每 月 之 末 付 款 
$90 来 偿还 。 求 年 百分率 (APR) 。 

资金 筹措 费 为 


K = (12)(90) — 1000 = 80. 





















































由 应 用 公式 (8.2) 可 确定 月 率 了 


90a75; = 1000 


或 

am) = 11.1111. 
在 Z 条 例 下 公布 的 联邦 情 备 局 表 给 出 本 例 的 答案 为 127 一 14.50%， 
此 表 的 答案 仅仅 精确 到 .25% 为 止 ， 这 是 借贷 忠诚 所 要 求 的 精确 
度 的 最 小 值 。 

如 果 用 3.8 节 讨 论 过 的 确定 未 知 利率 的 迭代 法 可 以 得 到 更 精 
确 的 答案 。 此 种 和 欠 代 产生 了 j = 0.012043, 故 APR = 127 = 0.1445 
或 14.45% 。 

在 借贷 忠诚 法 通过 以 前 ， 这 种 类 型 的 贷款 安排 常 称 为 “附加 
8%”, 因为 1 年 的 资金 筹措 费 为 贷款 金额 的 8% 。 这 种 使 人 误解 
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的 叙述 意味 着 其 利率 出 APR 所 给 定 的 真实 利率 要 低 得 多 。 正 是 
这 种 广泛 传播 的 曲解 引出 了 借贷 忠诚 法 的 制定 。 

例 8.2 ”一 位 新 汽车 的 购买 者 要 为 购车 筹措 $10000 的 资金 ， 
一 位 商人 提供 了 两 种 选择 以 在 4 年 内 通过 月 度 付款 来 筹措 这 笔 贷 
款 。 选 择 A 的 APR 是 9%, 选择 B 提供 一 笔 $8600 的 “现金 返 
回 ”, 而 APR 是 12%%, 假设 此 “现金 返回 ”用 于 减少 贷款 金额 ， 问 
哪 一 种 选择 对 购买 者 更 有 吸引 力 ? 




















选择 A 的 每 月 付款 为 
10000 10000 
R= 二 = $248.85. 
a50.0075 40.1848 
选择 B 的 每 月 付款 为 
RS = -0 一 -00 247.54. 


ago0ol 37.9740 


这 样 ， 购 买 者 会 接受 选择 B, 因 其 每 月 付款 略 少 。 

然而 ， 请 注意 这 一 分 析 假 设 了 在 选择 B 中 购买 者 是 将 “现金 
返回 ”用 于 减少 贷款 金额 , 这 相当 于 将 $600 按 月 度 转换 12% 的 利 
率 投资 。 如果 购买 者 拿 了 “现金 返回 ", 而 并 不 将 它 按 差不多 12%% 
这 样 高 的 利率 投资 ， 那 末 选 择 A 将 是 一 种 更 好 的 选择 。 因 为 这 两 
种 选择 的 月 度 付 款 如 此 接近 ， 故 使 得 两 种 选择 精确 等 价 的 “不 分 
胜 负 ”利率 必然 非常 接近 于 12%% 。 

例 8.3 ”一 位 借款 人 按 10% 利率 借 到 一 笔 $1000 的 贷款 ， 
为 期 12 个 月 。 如果 借款 人 在 第 3 个 月 之 末 偿 还 $200, 在 第 8 个 
月 之 末 偿 还 $300, 求 第 12 个 月 之 末 应 付 的 金额 。 (1) 用 真实 的 
实质 利率 ， {2) 用 贸易 商 规则 ( 单 利 ), (3) 用 合众国 规则 。 

1. 最 后 一 次 付款 的 求 值 方程 为 



































1000(1.1) — 200(1.1)3/4 — 300(1.1)13 = $575.50. 
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2. 最 后 一 次 付款 的 求 值 方程 为 
1000(1.1) — 200(1.075) — 300(1.03333) = $575.00. 
3. 在 第 3 个 月 之 末 ， 应 计 利息 为 
1000(0.10)(174) = $25.00. 


这 样 ， $25.00 用 于 支付 利息 ， 而 $175.00 则 用 于 本 金 ， 将 未 
偿还 余额 减少 为 $825.00 。 在 第 8 个 月 之 末 应 付 利息 为 


825.00(0.10)(5/12) = $34.38. 





这 样 ，$34.38 用 于 支付 利息 ， 而 $265.62 用 于 本 金 ， 将 未 偿还 余 
额 减少 为 8$559.38 。 在 第 12 个 月 之 末 ， 未 偿还 余额 为 


559.38[1 + (0.10)(1/3)] = $578.03. 


应 当 注 意 , 合众国 规则 既 不 假设 10% 的 实质 利率 .也 不 假设 
深 任 何 正规 频率 转换 的 10% 名 义 利率 ; 而 是 假设 在 第 3 个 月 之 
末 和 第 8 个 月 之 末 转 换 的 10% 利率 。 从 这 个 例子 可 以 看 到 合 众 
规则 的 一 个 不 平常 的 特性 。 




















88.3 ”不 动产 抵押 


不 动产 抵押 是 一 种 特别 重要 的 贷款 类 型 ， 所 借 金 额 通 常 很 
大 ， 对 多 数 家 庭 是 最 大 的 单 笔 债务 。 不 动产 抵押 的 期 限 也 很 长 
通常 为 15 到 30 年 。 

对 于 非 商 业 的 不 动产 抵押 需要 应 用 借贷 忠诚 法 ， 就 象 它 应 用 
于 其 他 消费 贷款 那样 。 然 而 ， 不 动产 抵押 也 有 某 些 特点 值得 加 以 
讨论 。 由 于 其 重要 性 ， 本 节 将 专门 致力 于 考虑 这 种 贷款 。 

由 于 不 动产 抵押 需 付 的 总 金额 通常 很 大 ， 故 付款 频率 常 为 月 
度 计 付 。 付 款 日 期 通常 是 每 个 日 历 月 的 第 一 天 。 当 抵押 贷款 的 开 
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始 日 期 不 是 一 个 日 历 月 的 第 一 天 时 ， 就 应 按 贷款 金额 的 单 利 失 开 
始 日 到 该 日 历 月 之 未 向 借款 人 收取 利息 。 天 数 一 般 按 2.3 节 中 所 
定义 的 实际 /365 计算 。 在 分 数 时 期 内 不 付 本 金 ， 而 基于 贷款 总 
金额 的 正常 分 期 偿还 贷款 将 从 下 一 个 日 历 月 的 第 一 天 开始 。 

不 动产 的 所 有 权 在 法 律 上 从 出 售 者 转 给 购买 者 的 那 一 天 称 为 
转帐 日 。 这 一 个 时 期 一 般 也 是 贷款 开始 的 日 期 。 

对 于 不 动产 抵押 在 转帐 日 会 收取 若干 种 费用 。 最 大 的 一 笔 一 
般 是 贷款 开创 费 。 这 项 费用 常 以 百分点 来 开价 ， 其 中 一 个 百分点 
是 原始 贷款 金额 的 1% 。 这 样 ， 对 一 御 8100000 的 抵押 贷款 ， 当 
开价 两 个 百分点 时 ， 购 买 者 就 必须 支付 $2000 以 得 到 这 笔 贷款 。 
通常 还 有 各 种 其 他 费用 ， 它 们 的 名 目 有 信用 报告 估价， 测量 ， 
文件 准备 ， 契 据 检查 ， 记 录 费 ， 印 花 税 ， 等 等 。 

接 照 借贷 忠诚 法 ， 上 述 费 用 中 有 些 必须 反映 在 年 百分率 的 计 
算 中 ， 另 一 些 则 不 必 。 这 样 ， 按 借贷 忠诚 法 开价 的 年 百分率 将 高 
于 所 称 的 贷款 利率 。 后 一 利率 是 用 来 决定 月 度 付款 和 构造 分 期 偿 
还 表 。 然 而 ,年 百分率 一 般 并 不 反映 在 转帐 时 向 借款 人 收取 的 全 
部 费用 。 

下 列 程 序 是 用 来 按 借贷 忠诚 法 对 不 动产 抵押 计算 资金 筹措 费 
和 年 百分率 。 按 8.2 节 定义 ,KK, RR,n,i 和 了 并 置 m = 12 。 再 
给 出 以 下 附加 定义 : 

Q = 必须 反映 在 APR 中 的 转帐 费用 
"二 按 借贷 忠诚 目的 计算 的 借贷 金额 ， 即 反 明了 















































QQ 的 金额 
了 = 贷款 月 利率 
好 = 贷款 开价 年 利率 
于 是 就 有 下 列 的 关系 。 贷 款 开价 年 利率 为 





一 127°. (8.4) 
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对 贷款 的 月 度 付 款 为 
L 
= 区 (8.5) 
Qj 
按 借贷 忠诚 目的 计算 的 借贷 金额 为 贷款 金额 减 去 必须 反映 的 
转帐 费用 ， 即 


r=L-0Q. (8.6) 


资金 筹措 费 为 付款 总 额 与 按 借贷 忠诚 目的 计算 的 借贷 金额 之 
差 ， 即 
K=nR-I". (8.7) 


为 了 得 到 按 借贷 忠诚 计算 的 月 利率 ,可 解 下 列 关 于 了 的 方 笠 





Raai = L*. (8.8) 
. 最 后 ， 借 贷 忠诚 的 年 百分率 为 
i = 127. (8.9) 


六 章 中 考虑 的 贷款 分 期 偿还 表 包 含 了 相对 短期 的 贷款 。 读 
者 会 发 现 看 一 下 附录 本 中 对 一 项 不 动产 抵押 的 30 年 分 期 偿还 表 
是 很 有 启发 的 ,早期 的 一 些 付 款 几乎 全 是 利息 , 而 末期 的 一 些 付 款 
则 几乎 全 是 本 金 。 许 多 人 发 现 买 房子 没有 好 处 ， 付 了 几 年 的 钱 ， 
然后 发 现 不 动产 抵押 的 未 偿还 贷款 余额 减少 得 非常 少 。 
近年 来 出 现 了 一 种 新 的 抵押 贷款 ， 称 为 调整 率 抵押 。 这 一 术 
语 同 传统 的 抵押 相对 立 ， 后 者 常 称 为 国定 率 芍 扣 。 对 于 调整 率 抵 
押 ， 贷 款 收 取 的 利率 可 以 由 贷款 人 在 某 些 条 件 下 和 受到 某 些 约束 
进行 周期 性 的 向 上 或 向 下 调整 。 
推动 这 种 调整 率 抵押 发 展 起 来 的 动力 是 某 些 贷款 人 愿意 提供 
这 种 与 传统 固定 率 抵押 相 比 初始 利率 较 低 的 抵押 。 贷 款 人 的 这 种 
反应 是 可 以 理解 的 ， 因 为 在 固定 率 抵 押 中 贷款 人 必须 在 15 至 30 
年 的 长 时 期 内 对 收取 的 利率 承担 确定 的 义务 。 这 样 ， 在 利率 上 升 
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时 斯， 贷款 人 被 锁定 在 固定 的 利率 上 : 这 就 造成 其 收益 率 低 于 市 
场 通行 利率 。 而 另 一 方面 ， 在 利率 下 降 时 期 ， 借款 人 却 可 以 用 较 
低 的 利率 另外 筹集 贷款 。 

区 借款 人 的 角度 看 ， 调 整 率 抵 押 可 能 是 有 吸引 力 的 ， 因 为 其 
初始 利率 和 初始 月 度 付款 低 于 固定 率 抵押 。 不 仅 如 此 ， 如 果 利 率 
下 降 ， 月 度 付款 还 可 能 调整 到 更 低 。 

然而 ， 调 整 率 抵押 有 一 个 很 大 的 风险 ， 那 就 是 利率 和 月 度 付 
款 可 能 增加 并 超过 国定 率 抵押 原先 选 定 的 相应 数值 。 这 样 ， 对 于 
固定 率 抵押 ,利率 波动 的 风险 主要 由 贷款 人 承受 ; 而 对 调整 率 抵 
押 ， 则 此 风险 大 多 转 到 借款 人 头 上 。 

在 调整 率 抵押 中 , 贷款 人 可 以 调整 利率 的 时 段 称 为 调整 期 。 
这 一 时 段 经 常 为 每 1 年 ， 每 3 年 或 每 5 年 。 

调整 率 抵押 的 利率 常 与 一 标志 六 以 公式 相 联 系 。 它 防止 贷 
款 人 在 市 场 通行 利率 并 没有 怎样 增 1 长 的 时 候 随意 地 将 利率 调 高 。 
可 能 采用 的 标志 率 的 一 个 例子 是 美国 国库 证 券 在 指定 到 期 日 的 收 
关 夫 。 第 二 个 例子 是 基于 支付 给 储户 利率 的 标志 率 ， 以 便 保 证 由 
较 广 的 机 构 贷 款 人 借贷 的 基金 .调整 率 抵押 的 利率 一 般 是 在 
ea margin (幅度 ) 来 计算 的 。 此 幅度 在 原始 的 
抵押 契约 上 加 以 规定 。 

大 多 数 调整 率 抵押 对 利率 和 / 或 付款 的 增加 额度 有 一 定 的 限 
制 ， 称 为 限额 。 有 一 种 限额 是 利率 限额 。 这 种 限额 安置 一 个 极 
限 慎 ， 以 限制 利率 任 一 次 周期 性 增加 的 额度 ， 或 者 限制 整个 贷款 
期 限 内 总 增加 的 额度 ， 或 对 两 者 均 加 以 限制 。 第 二 种 限额 是 支付 
限 牢 。 这 种 限额 对 任 一 次 调整 日 期 可 能 发 生 的 月 度 支付 金额 的 增 
加 给 出 一 个 百分比 的 限制 。 

支付 限额 的 一 个 有 趣 的 方面 是 它 并 不 必须 对 收取 利率 的 增加 
额度 提出 一 个 可 比较 的 极限 信 ， 因 此 ， 有 可 能 修正 的 支付 额 不 足 
以 支付 贷款 的 利息 ， 这 就 造成 了 负 分 期 偿还 ， 即 未 偿还 贷款 余额 
的 增加 。 负 分 期 偿还 在 6.6 节 中 曾 讨论 过 。 不 用 说 ， 调 整 率 抵押 
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对 借款 人 的 吸引 力 在 负 分 期 偿还 发 生 时 很 快 消 失 了 。 

可 以 预料 ， 借 贷 忠诚 法 对 调整 率 抵 押 有 特殊 的 要 求 。 要求 有 
效 的 叙述 公开 ,包括 由 联邦 鱼 备 局 和 联邦 家 庭 贷款 银行 董事 会 出 
版 的 一 个 文件 ， 名 为 “调整 率 抵押 的 消费 者 手册 ”。 然而， 年 百 分 
率 的 确定 是 基于 原始 的 贷款 利率 ， 这 样 ， 调 整 率 抵押 的 年 百分率 
并 不 在 数值 上 传递 未 来 的 利率 变化 。 

近年 来 还 出 现 了 一 些 其 他 类 型 的 不 动产 抵押 。 下 面 对 其 中 的 
一 部 分 作 简 单 介绍 。 然 而 ， 只 是 作 简 单 叙 述 ， 列 举 也 不 完全 。 对 
现存 各 种 不 动产 抵押 的 信息 可 从 任何 主要 的 不 动产 商行 或 抵押 公 
司 得 到 。 

1. 渐进 付款 抵押 ”这 是 一 种 国定 率 或 调整 率 抵押 ， 其 付款 
在 某 一 个 时 期 (例如 5 年 ) 内 是 增加 的 ， 然 后 变 成 等 额 。 这 种 抵押 
是 专 为 一 些 年 轻 的 刚 找 到 职业 不 久 的 房 主 设 计 的 ， 他 们 预计 在 今 
后 几 年 内 收入 将 很 快 增长 。 对 这 种 抵押 出 现 负 分 期 偿还 是 很 普通 
的 。 - 

2. 共享 增值 扳 押 ”这 是 一 种 固定 率 抵押 ， 其 利率 比 常规 的 
固定 率 抵押 要 低 。 作 为 对 低 利率 的 交换 ， 借 款 人 同意 与 贷款 人 分 
享 基本 财产 的 增值 。 

3. “转移 ” 皂 反 ”这 是 一 种 固定 率 抵押 ， 它 需要 存在 一 个 对 
基本 财产 的 可 继承 的 抵押。 所谓“ 可 继承 ”的 抵押 是 指 它 可 以 由 
原 拥有 人 转 给 新 拥有 人 。 假 如 原 抵押 的 利率 比 当前 利率 为 低 ， 则 
原 抵 押 与 新 “转移 ”抵押 的 组 合 可 使 新 拥有 人 得 到 一 个 比 完全 新 
抵押 为 低 的 总 价格 。 然 而 ，“ 转 移 ” 抵押 用 处 有 限 ， 因 为 许多 抵押 
是 不 可 继承 的 。 

4. 这 向 年 爹 皂 抒 ”这 是 一 种 固定 率 或 调整 率 抵押 ， 在 其 中 
房屋 拥有 人 从 抵押 资产 净值 中 接受 一 项 年 金 。 这 里 “抵押 资产 净 
值 ”是 资产 的 价值 与 抵押 中 未 偿还 贷款 余额 的 差 。 这 种 类 型 的 抵 
押 是 专 为 老年 的 房屋 拥有 者 设计 的 ， 他 们 的 房子 有 很 大 的 净值 ， 
但 需要 收入 作为 退休 之 用 。 当 然 ， 在 这 样 的 安排 下 ， 未 偿还 贷款 
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余额 的 增长 对 许多 退休 者 来 说 是 不 吸引 人 的 。 

例 8.4 ”一 个 家 庭 购 买 了 一 幢 $150000 的 房子 。 他 们 同意 预 
付 20%, 而 用 一 项 30 年 期 利率 9.9% 的 固定 率 抵 光 来 偿付 余 
额 , 为 了 保证 此 项 贷款 ,他们 必须 在 转帐 时 付 2 个 百分点 。 此 外 ， 
在 转帐 时 还 有 $800 的 其 他 费用 。 在 转帐 时 的 所 有 总 费用 中 ， 1 
点 和 其 他 费用 的 一 半 必 须 反映 在 APR 中 。 此 房子 是 在 7 月 12 日 
驳 买 的 。 试 按 本 节 所 述 进 行 转帐 时 所 需 的 各 项 计算 。 

预付 金额 为 .2(150000) = 830000 。 故 初始 贷款 金额 为 

















L= 150000 — 30000 = $120000. 


然后 计算 7 月 份 余下 日 子 的 利息 。 每 天 收取 的 利息 为 


0.099(120000) 
365 


从 7 月 12 日 到 7 月 31 日 为 止 共 有 20 天 ， 故 利息 金额 为 


= $32.5479. 


20(32.5479) = $650.96. 


这 一 金额 必须 在 7 月 12 日 转帐 那天 支付 , 尽管 按照 利息 理论 应 该 
是 在 7 月 之 末 支 付 的 。 当 然 ， 必 须 在 转帐 日 支付 对 贷款 人 有 利 。 
我 们 有 人 二 0.099, 故 7 二 0.099/12 = 0.00825, 这 样 ， 贷 款 
的 月 度 付款 为 
120000 


R= 一 = $1044.23. 
L360)0.00825 


第 一 次 正规 付款 是 在 9 月 1 日 支付 (不 是 8 月 1 日)。 

转帐 费用 为 2 个 百分点 加 上 $800, 即 .02(120000) + 800 = 
$3200 .在 此 笔 避 用 中 1 个 百分点 加 上 $400 必须 反映 在 APR 
中 ， 即 





@ = 0.015(120000) + 400 = $2200 
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这 样 ， 按 借贷 忠诚 目的 计算 的 借贷 金额 为 
L* = 120000 — 2200 = $117800. 
资金 筹措 费 等 于 总 付款 减 去 借贷 金额 ， 即 
K = (360)(1044.23) — 117800 


= 375992.80 — 117800 = $258122.80. 


注意 30 年 的 总 付款 超过 了 贷款 金额 的 三 倍 ! 长 时 期 复 利 的 效应 
确 是 惊人 的 。 
最 后 ， 需 计算 APR 。 由 (8.8) 式 得 








1044.23a565j = 117800. 
利用 3.8 节 叙 述 的 迭代 法 ， 可 得 了 = 0.008433 。 这样 ， APR 为 
APR = i = 12(0.008433) = 0.1012, 或 10.12%. 


APR 大 于 9.9%, 这 正如 所 预料 的 。 
例 8.5 ”一 位 借款 人 取得 一 项 $865000 的 30 年 期 调整 率 托 
押 。 第 一 年 利率 为 8 中 。 假 定 利率 在 第 二 年 增加 到 10 狗 , 试 确定 
月 度 付 款 的 增加 。 
第 一 年 的 胃 度 付款 为 
65000 65000 
56000s/l2 136.2835 


一 年 后 的 未 偿还 贷款 余额 为 
476.9505450.08/12 一 476.95(135.1450) = $64457.42. 


第 二 年 的 收 正 月 度 付款 为 
64457.42 _ 64457.42 
dsad0.10/12 113.3174 





= $476.95. 





= $568.82. 





这 样 ， 月 度 件 款 的 增长 为 
568.82 — 476.95 = $91.87, 
它 是 增长 19.3% 。 


884 ”近似 方法 

计算 精确 的 年 百分率 是 较为 复杂 的 一 件 事 ， 因 为 其 中 包含 有 
先 代 。 现 已 发 展 了 几 种 对 分 期 偿还 贷款 计算 未 知 利率 的 近似 方 
法 。 这 些 方法 不 用 到 任何 利息 函数 ， 并 可 直接 计算 。 

由 于 带 有 现成 金融 函数 的 袖珍 计算 器 的 发 展 ， 这 些 方法 现 已 
不 象 以 前 那样 重要 。 虽 然 如 此 ， 它 们 仍然 具有 相当 大 的 教育 和 概 
念 上 的 价值 。 除 此 之 外 ， 它 们 在 为 计算 8.2 节 中 定义 的 未 获 资 金 
筹措 费 和 8.5 节 中 将 考虑 的 各 种 折旧 方法 提供 需要 的 背景 方面 是 
有 用 的 。 最 后 ， 这 些 方法 中 的 一 个 有 这 样 高 的 精确 度 ， 以 致 它 在 
其 他 场合 也 有 价值 。 

我 们 将 考虑 四 种 近似 方法 。 所 有 这 四 个 方法 在 有 一 个 方面 是 
彼此 相似 的 : 即 它们 都 将 分 期 付款 中 本 金 与 利息 的 真实 划分 用 一 
个 任意 的 划分 去 代替 。 假 设 在 一 年 中 的 每 1/m, 投资 的 本 金 金额 
为 按 对 这 年 的 那个 1/m 利率 为 tmm 去 投资 的 。 这 样 ， 如 记 在 时 
刻 tf/m 的 未 偿还 投资 余额 为 Bijm, 则 有 


























i = 一 一 一 一 . (8.10) 


(8.10) 式 的 导出 反映 了 这 样 的 事实 , 即 资金 筹措 费 五 必须 等 
于 在 一 年 中 的 每 个 1/m 在 未 偿还 贷款 余额 上 得 到 的 利息 之 和 .各 
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种 方式 的 不 同 仅 仅 是 分 期 付款 在 本 金 与 利息 之 间 的 任意 划分 上 ， 


这 将 反映 在 (8.10) 式 的 分 母 中 。 


第 一 种 方法 常 称 为 最 大 收益 方法 ， 














为 它 产生 比 任 何其 他 方 


法 为 大 的 答案 。 由 此 方法 产生 的 i 记 为 四“ 。 这 一 方法 假设 所 有 
分 期 付款 完全 用 在 本 金 上 ,直到 它 完全 付 足 为 止 ， 然 后 再 完全 用 
于 利息 。 我 们 也 假设 资金 筹措 费 小 于 一 次 分 期 付款 ， 即 





天 么 一 一 一 


一 个 假设 导致 这 样 的 结果 ， 到 所 有 分 期 付款 除开 最 后 一 次 的 


新 分册 外 都 用 子供 还 本 金 。 





在 这 些 急 定 下 ， 表 8.1 是 一 个 这 种 方法 的 修正 分 期 偿还 表 。 
请 读者 校 核 表 8.1 中 的 各 项 ， 并 注意 表 中 的 各 种 关系 。 
我 们 现在 需要 将 未 偿还 贷款 余额 这 一 列 求 和 以 计算 (8.10) 式 





nl 
Bon = Ln 
t=0 


mkK 


2mK 


_L+k 人 一世 
n 2 


Ln—(L+K)Ys! 


Lint+1)— K(n—1) 
表 8.1 “用 最 大 收益 方法 的 分 期 偿还 表 


(8.11) 
































时 期 | 付款 金额 | 支付 利息 | 偿还 本 金 未 佬 还 名 款 全 才 
0 
1 EL4K 0 了 下 于 一 Tn 
有 | ez 0 sk 5 
宇 | 过 | 。 | 全 |eo7D 党 
| i | kK | -Kr o 
总 数 L+K EK I 
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有 一 点 很 有 趣 ， 公 式 (8.11) 也 可 从 另 一 角度 导出 ， 只 要 假设 
在 整个 贷款 期 各 使 用 单 利 。 这 一 推导 留 作 习 题 。 对 资金 筹措 费 大 
于 一 次 分 期 付款 的 情形 ， 更 一 般 公式 的 推导 也 留 作 习题 。 

第 二 种 方法 常 称 为 最 小 收益 方法 , 因为 它 产 生 比 其 他 任何 方 
法 都 小 的 答案 。 由 此 方法 产 行 的 i 值 记 为 i* 。 这 一 方法 假定 所 
有 分 期 付款 完全 用 于 利息 直到 它 完全 付 足 为止 , 然后 完全 用 于 本 
金 。 我 们 仍 假设 资金 筹措 费 小 于 一 次 分 期 付款 ， 这 样 第 一 次 付款 
至 少 够 付 整个 利息 金额 。 表 8.2 是 这 种 方法 的 修正 分 期 偿还 表 。 
请 读者 校 核 表 8.2 中 的 各 项 ， 并 注意 表 中 的 各 种 关系 。 

我 们 现在 对 未 偿还 贷款 余额 列 求 和 以 计算 (8.10) 式 











L+K n(nt+1) 
Dm 
故 
imi 一 mk 
全 二 如 ) 于 二 下 
2mEK 
.12 
Imi +Rm1) (8.12) 





对 资金 筹措 费 大 于 一 次 分 期 付款 的 情形 可 导出 更 一 般 的 公式 ， 这 
可 留 作 习 题 。 


表 8.2 ”用 最 小 收益 方法 的 分 期 偿还 衣 




















时 期 | 付款 金额 | 支付 利息 | 偿还 本 金 未 嵌 还 贷款 余额 
0 MEE-K=L 
i L+K KE LtK KK (n— Dt 
| | 9 | | me 
| 
至 LK 0 Ler 9 
[E+E K 到 




















最 大 和 最 小 收益 方法 受到 了 合理 的 批评 ， 因 为 它们 并 不 反映 
每 次 分 期 付款 一 部 分 是 本 金 ， 另 一 部 分 是 利息 这 一 事实 。 另 外 两 
种 方法 则 是 反映 了 这 一 事实 。 

第 三 种 ， 也 是 最 简单 的 方法 称 汐 常数 比例 方法 。 由 此 方法 产 
生 的 宇 值 记 为 i 。 这 一 方法 假定 每 次 分 期 付款 中 有 一 常数 百 分 
比 为 本 金 ， 而 另 一 上 常数 百分比 为 利息 。 表 8.3 是 这 种 方法 的 修正 
分 期 偿还 表 。 请 读者 校 核 表 8.3 中 的 各 项 ， 并 注意 表 中 的 各 种 关 
系 。 

现在 要 对 未 偿还 贷款 余额 列 求 和 以 计算 (8.10) 式 








ntn+1) 
2 Bm Lr py 
故 
jr 2 mK 
去 本 
2mK 
7 (8.13) 


表 3.3 ”用 常数 比例 方法 的 分 期 偿还 表 









































时 期 | 付款 金额 | 支付 利 意 | 偿还 本 金 | 未 偿还 贷款 余额 

了 L+K 起 £ "LEY 

至 Pr EE 2 2 了 

| i | 5 二 

| Lex 下 三 轴 

[a 工 十 下 充 1 这 
有 趣 的 是 ， 公 式 (8.13) 也 可 从 另 一 角度 导出 。 每 年 的 利息 金 

额 是 mK/n 。 平均 未 偿还 贷款 余额 可 以 由 将 第 一 个 时 期 和 最 后 
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一 个 时 期 的 未 偿还 贷款 余额 加 以 平均 而 得 到 ， 导 


二 1 
2n “ 





1 n 1 1 
3 Li+t3 Li=L: 





利率 则 由 年 度 利 息 金 客 除 以 平均 未 偿还 贷款 余额 来 计算 ， 即 








(8.13) 





这 两 个 方法 是 等 价 的 ， 因 为 在 这 些 假设 下 ， 未 偿还 贷款 余额 是 线 
性 的 。 

偶而 还 会 碰 到 常数 比例 方法 的 更 简单 形式 ， 那 就 是 平均 未 偿 
还 贷款 余额 取 为 贷款 开始 时 余额 和 结束 时 余额 的 平均 ， 即 

















1 上 1 
l.prt.o=l.L. 
5 + 


在 此 假设 下 ， 利 率 为 
er 2mK 
和 二 
公式 (8.14) 用 1/2 代替 了 (nn 二 1)/2n 这 一 项 ,请 读者 注意 ，(8.13) 
和 (8.14) 间 的 关系 类 秘 于 (7.24) 与 (7.25), 即 债券 推销 员 公式 的 
两 个 版 本 之 启 的 关系 。 一 般 说 来 ， (8.14) 式 的 精度 低 于 (8.13) 
式 。 
很 有 趣 的 一 侍 事 是 i 等 于 imez 和 im” 的 调和 平均 。 此 事 
的 证 明 留 作 习题 。 
第 四 种 方法 是 正比 例 方法 。 由 此 方法 产生 的 i 信 记 为 > 。 
这 种 方法 在 本 金 与 利息 间作 一 种 近似 划分 ， 此 划分 是 最 靠近 于 由 
精算 方法 所 得 的 精确 划分 的 。 在 真实 的 分 期 偿还 表 中 支付 利息 列 
随时 间 而 下 降 ， 而 偿还 本 金 列 则 随时 间 上 升 。 正 比例 方法 就 反映 


{8.14) 
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了 这 种 形式 ， 而 其 他 近似 方法 均 非 如 此 。 一 般 说 来 ， 正 比例 方法 
比 其 他 几 种 近似 方法 更 为 准确 。 

最 好 用 例子 来 看 正比 例 方法 。 考 虑 一 项 用 12 次 月 度 分 期 付 
款 来 偿还 的 一 年 期 贷款 。 从 1 到 12 的 正 整 数 之 和 为 78 。 正 比例 
方法 假定 ， 第 一 个 月 所 付 利息 为 资金 筹措 费 的 12/78, 第 二 个 月 
为 11/78, …, 最 后 一 个 月 为 1/78 。 这 种 支付 利息 的 递减 形式 将 
产生 偿还 本 金 的 对 应 的 递增 形式 。 这 种 正比 例 方法 常 被 称 为 78 
规则 , 尽管 78 这 个 数 其 实 仅 对 期 限 为 12 个 月 才 有 效 。 

表 8.4 是 此 方法 的 修正 分 期 偿还 表 。 我 们 定义 Sr 为 头 " 个 
正 整数 之 和 ， 即 ， 






































5 14+2+ +r 一 二 (8.15) 
请 读者 校 核 表 8.4 中 的 各 项 ， 并 注意 表 中 的 各 种 关系 。 

表 8.4 ”用 正比 例 方法 的 分 期 偿还 表 
时 期 | 付款 金额 | 支付 利 意 偿还 本 金 未 偿还 贷款 余额 
0 (于 一下- 襄 一 工 
1 LiK .对 上 士 开 -下 如 (一 Dt _K 号 = 
于 LE 天 .时 LK _K. el | (nD) K. S22 
nl ig 下 .人 LtK 所 .这 ES _K.S 
总 数 | 工 十 其 


























我 们 现在 以 求 未 偿还 贷款 余额 列 之 和 来 计算 (8.10) 式 。 在 此 
之 前 先 需 求 鲜 对 7 从 1 到 交 之 和 ， 即 有 


。 a 
> = i 于 l= 83 +n 
= 1 [ino + D2n+ D+ det | 
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一 ne Dn + 2). 














利用 此 结果 可 得 
Ey Li+Kk n(n+1) n(n + Dn + 2) 
Byun = . — KE 
学 Wm nn 2 Km 
故 有 
jr 一 mk 
人 上 + 天) 于 一天 于 
mK 
#3(L + Kn +1)— 2K(n+2) 
mEK 
$BLn+1)+ Km -一切 
2mK 


7 END+tIRm DT (8.16) 


公式 (8.16) 产生 极 准确 的 解答 。 表 8.5 给 出 了 一 些 情 况 下 结果 的 
比较 。 
表 8.5 ”精确 APR 与 用 (8.16) 式 近 供 值 的 比较 


频率 ”期 限 资金 筹措 费用 公式 (8.16), 近似 + APR, 精确 











月 度 台 个 胃 2% 6.82 拖 6.82 兄 
™ 机 4 13.58 13.58 
™ ™ 6 20.28 20.29 
是 1 年 4 7.30 7.31 
” 了 8 14.44 14.45 
™ M 12 21.43 21.45 
了 2 年 8 7 了 .50 了 .50 
™ 了 16 14.64 - 14.67 
” 24 21.46 21.58 
机 5 年 20 7.39 了 .42 
机 机 40 13.94 14.12 
” ” 60 19.78 20.32 

季度 1 年 8 12.60 12.60 
财 2 年 16 13.66 13.69 
出 5 年 40 13.60 13.77 
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没有 哪 种 情况 会 使 这 两 种 方法 的 计算 结果 差 到 1% 的 ， 只 有 
对 高 利率 的 长 期 贷款 才 会 相差 到 大 于 .1%, 而 借贷 忠诚 法 所 要 求 
的 计算 年 百分率 的 允许 误差 是 .25%%, 公式 (8.16) 对 于 表 8.5 中 的 
所 有 例子 都 达到 这 样 的 精度 ， 只 有 最 高 资金 筹措 费 的 5 年 期 贷款 
鲍 外 。 

(8.16) 式 对 于 求 年 金 未 知 利率 的 迭代 提供 很 好 的 初始 值 。 在 
3.8 节 中 曾 为 此 种 送 代 导 洗 (3.29) 式 作为 初 值 


. .2(n 一 她 
一 二 1 




















(3.29) 
(3.29) 和 (8.13) 式 是 等 价 的 ， 此 结果 的 证 明 留 作 习题 。 
(8.16) 式 产生 下 列 类 似 的 初始 值 公式 (用 第 三 章 的 符号 ) 


2(m — k) 
k(nt+l)+#n—o Eno1) 





(8.17) 


公式 (8.17) 的 导出 留 作 习题 。 一 般 说 来 ， (8.17) 式 的 结果 优 于 
{3.29) 式 的 结果 。 

在 8.2 节 中 曾 讨 论 过 提早 付 清 的 贷款 未 获 资 金 筹 措 费 的 计 
算 。 有 两 种 方法 是 广泛 使 用 的 。 第 一 种 基于 精确 地 应 用 精算 方 
法 。 第 二 种 则 基于 78 规则 。 例 8.8 中 会 看 到 贷款 人 喜欢 用 78 规 
则 。 读 者 应 小 心 不 要 把 78 规则 的 这 种 应 用 和 (8.16) 的 推导 混 诺 
起 来 。 两 种 情况 是 完全 不 同 的 。 

例 8.6 ” 求 例 8.1 中 分 期 付款 贷款 的 利率 。 (1) 用 最 大 收益 
方法 ， (2) 用 最 小 收益 方法 ， (3) 用 常数 比 钢 方法 ， 及 (4) 用 正 
比例 方法 (78 规则 ) 。 

1. 用 (8.11) 式 

(2)(12)(80) 


imax 一 C000)013) — (BT) 二 0.1584 或 15.84 作 、 














303 


2. 用 (8.12) 式 


;min 一 (2)(12){80) 。 
一 0 (80j07) 一 和 1383 或 13.83% 
3. 用 (8.13) 式 
ior _ (2)(12)(80) _ , 
一 000j013) 一 1477 或 14.77%. 
4. 用 (8.16) 式 
ij 人 {2)(12)(80) 











(1000)(13) + #80)(11) 0.1444 歌 14.44 咒 ， 

由 例 8.1 知 用 精算 方法 得 到 的 精确 答案 为 14.45 铝 。 正 比例 
方法 产生 的 答案 比 其 他 任何 近似 方法 都 更 靠近 精算 方法 得 到 的 答 
案 。 事 实 上 ， 它 已 达到 了 很 高 的 精度 。 

例 8.7 车 ni = 8.5136, 需 从 中 解 i, 试 比较 用 公式 (3.29)， 
(3.32) 及 (8.17) 得 到 初始 值 的 准确 性 。 

预先 可 知道 i = 10%, 用 一 个 预先 设计 好 的 数 可 以 更 容易 比 
较 三 种 方法 的 有 效 性 。 

(3.29) 式 给 出 
2(n—k) 2(20 一 8.5136) 
Etn + 1) 8.5136(21) 














20 0.1285 或 12.85%. 

















(3.32) 式 给 出 
2 2 
1 上 1- | 
to 本 B5136 0.0962 或 9.62%%. 
(8.17) 式 给 出 


2(n 一 如 
k(n+1)+ $n — kn 一 1 





io 一 
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2(20 — 8.5136) 
8.5136(21) + 1(20 — 8.5136)(19) 
二 0.0913 或 9.13%. 








这 样 , 被 高 度 吹捧 的 正比 例 方法 (78 规则 ) 公式 (8.17) 正如 预期 地 
那样 打败 了 常数 比例 方法 {3.29), 但 却 负 于 无 名 的 公式 (3.32) 。 

然而 , 如 果 我 们 对 例 8.1 和 8.6 中 考虑 的 贷款 应 用 公式 (3.32)， 
则 得 到 





1 一 nl 
L111 

这 一 结果 明显 地 差 于 由 正比 例 方法 所 产生 的 结果 。 这 样 ， 没 
有 哪 一 个 合适 的 公式 在 解 年 金 的 未 知 利率 问题 时 永远 产生 最 好 的 
初 值 。 

然而 ， 经 验 表 明 ， 对 于 “ 较 短 的 ”时 期 ， 正 比例 方法 通常 提供 
最 好 的 结果 ; 而 对 于 “ 较 长 的 ” 时期, 则 (3.32) 公式 的 效果 最 好 。 
这 一 差异 归 因 于 这 样 的 事实 ， 即 (3.32) 公式 更 精确 地 反映 了 在 较 
长 时 间 自 的 复 利 。 

例 8.8 ”对 于 例 8.1 中 的 消费 贷款 ， 如 果 贷 款 在 6 次 正规 分 
期 付款 以 后 一 次 还 清 ， 试 计算 由 借款 人 收回 的 未 获 资 金 筹 措 费 。 
(1) 用 精算 方法 ， (2) 用 78 规则 。 

1. 在 第 6 个 月 之 末 的 未 偿还 贷款 余额 应 为 


i= 12 二 0.1541 或 15.41%. 




















90aao.12043 一 $517.95. 
按照 原始 分 期 偿还 表 在 最 后 6 个 月 内 原 应 村 款 为 
6 . 90 = $540.00. 
故 未 获 资 金 筹措 费 为 
540.00 一 517.95 = $22.05. 
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2. 用 78 规则, 有 56 = 21 及 512 = 78 。 资金 筹措 费 总 额 为 
$80 。 故 未 获 资 金 筹措 费 为 


21 
38 80 = $21.54. 





这 样 ， 与 精算 方法 相 比 ， 78 规则 产生 一 较 小 的 未 获 资 金 筹 
措 费 。 借 款 人 提早 付 清 贷款 并 基于 78 规则 接受 这 笔 款 项 显然 不 
如 按 精 算 方 法 处 理 合算 。 借贷 忠诚 法 并 不 禁止 以 这 样 形式 使 用 78 
规则 ， 两 种 方法 都 是 广泛 使 用 的 。 





88.5 ” 减 值 方法 
利息 理论 药 一 个 重要 应 用 是 国定 资产 的 金融 分 析 。 这 种 资产 
的 有 用 寿命 多 于 一 年 。 固定 资产 的 例子 有 装置 , 设备 , 不动产, 汽 
车 等 等 。 固定 资产 由 个 人 或 公司 根据 商业 与 投资 的 需要 而 购置 。 
给 出 下 列 定义 : 
n 三 所 考虑 期 限 内 利息 转换 时 期 的 个 数 
妇 二 资产 在 7 个 时 期 开始 时 的 值 
3= 资产 在 ”个 时 期 结束 时 的 残 值 (5 可 以 为 零 或 负 值 ) 
玉 二 扣除 资产 开支 后 的 等 额 周 期 返回 值 
i 二 每 个 利息 转换 时 期 的 投资 收益 率 
了 = 每 个 利息 转换 时 期 的 懂 货 基金 利率 
请 读者 注意 符号 4 在 5.5 节 中 曾 被 用 来 表示 初始 基金 余额 。 
如 果 4 = 5S, 即 资 产 既 不 随时 间 增 值 也 不 随时 间 减 值 ， 则 每 
个 时 期 的 收益 率 是 周期 净 返 回 值 除 以 资产 值 ， 即 

















一天. (8.18) 











般 4 关 5, 因为 资产 值 常 随 时 间 而 变化 。 若 4 < 5, 此 资 
产 称 为 增值 资产 ; 若 4 > 5, 此 资产 称 为 威 鸽 资产 。 前 者 的 例子 
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可 以 是 不 动产 ， 而 后 者 的 例子 可 以 是 工厂 的 机 器 。 我 们 一 般 讨论 

减 值 资产 ， 虽 然 所 得 的 许多 结论 在 两 种 情形 都 可 以 
若 和 4 到 SS, 公式 (8.18) 将 无 效 ， 为 它 不 认为 资产 值 是 变化 

的 。 在 此 情形 下 ， 需 要 在 我 们 的 分 析 中 用 偿 债 基金 去 代替 资本 ， 

这 样 根据 6.4 节 中 的 原理 ， 基 本 求 值 方程 为 

A-5 


Sj 


如 果 4 = 5，(8.19) 式 回复 到 (8.18) 。 在 实践 中 ， 常 假设 
i 二 j, 特 别 是 如 果实 际 上 没有 建立 偿 债 基金 的 话 。 (8.19) 式 不 一 
定 要 4 > 3, 它 对 4< 5 也 有 效 。 

请 读者 注意 上 述 讨 论 与 第 七 章 中 对 债券 的 分 析 是 相似 的 。 用 
折扣 购买 的 债券 奖 似 于 增值 资产 ， 而 用 溢价 购买 的 债券 则 类 似 于 
减 值 资产 。 事实 上 ， (8.19) 式 对 债券 也 可 用 , 注意 4 起 着 价格 的 
作用 ，S 为 楼 还 值 ， 而 RR 为 息 票 。 此 事 的 证 明 留 作 习 题 。 

减 值 资产 的 价值 大 时 间 的 减少 称 为 减 值 。 这 种 减 值 很 大 程 
度 上 是 由 于 东西 的 变 坏 和 报废。 正确 的 会 计 实践 都 规定 资产 的 价 
值 必 须 在 投资 者 的 帐 目 上 随时 写 下 来 。 任 何 时 刻写 在 投资 者 帐 目 
中 的 资产 值 称 为 在 该 时 刻 的 帐 面 值 。 在 每 一 时 期 中 帐 面 值 减少 
的 金额 称 为 在 该 时 期 的 减 值 鞠 。 

在 实践 中 ， 有 几 种 计算 帐 面 值 和 减 值 费 的 方法 。 除 了 会 计 土 
的 考虑 以 外 ， 选 择 减 值 方法 的 另 一 个 重要 因素 是 税法 。 减 值 费 是 
可 以 作为 所 得 税 的 事业 费用 而 子 以 扣除 的 ， 直 到 遇 到 某 种 需要 为 
止 。 在 美国 ,为 税务 目的 的 减 值 费 的 规则 在 某 些 场合 已 有 改变 , 这 
不 属 本 节 讨 论 范围 。 然 而 ， 的 确 需要 分 析 各 种 广泛 使 用 的 方法 。 
这 里 讲 四 种 方法 。 

设 Be 为 资产 在 第 t 个 时 期 末 的 帐 面值 ，0 <+<n。 显然 
Bo = 4, 而 Ba = S 。 设 D; 为 第 t 个 时 期 的 碱 值 费 ,1 < + 全。 
则 有 


























民 = .4 十 





(8.19) 









































De = Be 1— Be. {8.20) 
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第 一 种 方法 是 偿 俩 基金 方法 或 复 利 方 法 。 此 方法 与 公式 
(8.19) 一 致 。 任 何 时 刻 的 帐 面值 必须 等 于 资产 的 原始 值 减 去 偿 俩 
基金 的 金额 ， 即 





A—S 
=A- | ~|s,. . 
Br | 5 | (8.21) 


注意 (8.21) 产生 合理 的 Bo 和 Bo 的 值 。 而 减 值 费 为 





D: = Bi—B 
A-5 A-5 
-上 (把 到 -上 -( 扎 时 
A-5 
一 | Sj |®% -se 


| 气 引 (1 + i). (8.22) 








从 (8-22) 式 显然 可 见 ， 由 偿 债 基金 方法 产生 的 减 值 费 在 整个 
资产 的 寿命 期 间 是 递增 的 。 这 可 能 是 也 可 能 不 是 减 值 费 的 合理 形 
式 , 要 看 资产 的 狂 质 而 定 。 例如， 对 一 幢 办 公 大 楼 ， 它 开始 时 慢 慢 
地 减 值 ， 随 后 则 更 快 地 减 值 ， 此 时 这 种 减 值 费 的 形式 是 合理 的 。 
但 这 种 形式 对 一 辆 汽车 可 能 就 是 不 合理 的 。 

但 要 强调 ， 减 值 方 法 的 选择 常常 不 在 于 分 析 哪 种 方法 产生 更 
合理 的 资产 帐 面 值 。 对 许多 个 人 和 企业 来 说 更 重要 的 考虑 是 要 用 
一 种 允许 的 方法 使 付 税 方面 最 为 合算 。 某 人 或 某 公司 如 想 在 资产 
寿命 的 早期 就 得 到 高 额 的 减 税 ， 那 悬 不 会 去 选择 偿 债 基金 方法 
的 。 

不 要 认为 偿 俩 基金 法 实际 上 需要 用 一 项 偿 债 基金 。 它 只 不 过 
是 计算 帐 面值 和 减 值 费 的 一 种 方法 。 实 际 上 ， 可 以 积累 一 笔 偿 债 
基金 以 代替 资本 的 损失 ， 也 可 以 不 积累 这 样 一 笔 基金 。 
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第 二 种 ， 也 是 最 简单 的 方法 ， 是 直线 方法 。 这 一 方法 由 于 简 
单 而 在 实践 中 被 广泛 使 用 。 这 种 方法 的 减 值 费 是 常数 ， 即 
A—5S 


D: = . 8.23 
‘= 全 (8.23) 








从 而 帐 面值 是 线性 的 

B: = EF 一 | A+ £5. (8.24) 
注意 (8.24) 产生 合理 的 Bo 和 Bn 的 值 。 有 趣 的 是 ， 直 线 方 法 是 
偿 债 基金 方法 当 了 = 0 时 的 一 种 特殊 情形 。 

第 三 种 方法 称 为 下 降 结 欠 方 法 ， 常 数 百分比 方法 或 复 贴 现 
方法 。 这 种 方法 产生 的 减 值 费 是 在 整个 资产 寿命 期 间 为 下 降 的 ， 
这 与 偿 债 基金 方法 和 直线 方法 都 不 同 ， 在 那 两 种 方法 中 减 值 费 分 
别 为 上 升 和 等 于 常数 。 

下 降 结 欠 方法 的 特征 是 : 减 值 费 是 该 时 期 初 帐 面值 的 一 个 常 
数 百 分 比 ， 即 








De=d. Bi. (8.25) 
今 D: 三 Biel 一 B:, 故 有 


B: = Bei(1—d). 


叉 此 事 对 所 有 t 均 成 立 ， 故 有 


Bo = A 
Pi= Boi-d) = A(i-d) 
B= Bill-@) = A(l—d) 


Ba= Bell- 作 A(1 — ad) 


: : : (8.26) 
Bi= Bll—d) = A(l-a)t 


Bn= Brai(l-d) = A(l-d*=5 





由 于 人 4 与 9 均 已 给 出 ， 故 可 按 下 式 求 忌 


40-adr = 5 
Gd" = 5, 
人 
d = :1-9 (8.27) 


“ 复 贴现 方法 ”这 个 名 称 从 (8.26) 式 可 以 明显 地 看 出 其 意义 ， 其 
中 d 可 以 解释 为 贴现 率 。 应 该 注意 此 方法 假设 5 为 正 。 如 果 9 为 
零 或 负 ， 这 种 方法 不 能 应 用 。 

下 降 结 欠 方 法 的 一 种 通常 的 变形 是 基于 一 个 与 (8.27) 式 中 定 
义 的 4d 不 同 的 因子 。 该 因子 是 基于 直线 方法 中 比率 的 倍数 ， 例 如 
125 听 , 150% 或 200%% 。 通 常 该 因子 是 在 第 一 年 作用 于 整个 4, 而 
忽略 5 。 我 们 记 此 因子 为 四, 它 定义 为 












































w=&, (8.28) 


nn 


其 中 大 为 直线 方法 中 所 用 的 百分比 ， 如 1.25, 1.5 或 2。 

因而 下 降 结 欠 方 法 就 用 这 个 修正 因子 来 做 减 值 表 。 然而 ， 资 
产值 不 会 减 值 到 5S 以 下 ,所 以 减 值 表 中 最 后 一 行 的 减 值 费 是 一 个 
任意 值 ， 它 要 把 帐 面值 精确 地 调整 到 3 。 下 降 结 欠 方 法 的 这 种 变 
形 见 例 8.19 所 示 。 

第 四 种 方法 是 年 数 和 方法 。 此 种 方法 基于 78 规则 ， 并 且 也 
产生 在 整个 资产 寿命 期 间 为 递减 的 减 值 费 。 这 一 方法 的 推理 类 似 
于 8.4 节 中 对 计算 分 期 偿还 贷款 收益 率 正 比例 方法 的 推理 。 

同 以 前 一 样 ， 记 Sr 为 头 > 个 正 整数 的 和 

rr 十 1 


Sr=1+2+.+r= a (8.15) 
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减 值 费 序列 如 下 : 


路 
Di = 豆 (4 一 3) 
多 一 1 
Dp = 04- 
nt+l 
D: = +14a_s, 
Sn 
1 
Ds = L(A4-5) (8.29). 


Eo 


减 值 费 之 和 等 于 4 一 5, 正 该 如 此 。 帐 面值 则 为 
t 
Be = A-YD. 
r=1 


= 全 + bp Dr;, 因为 DD, -4-5 


T=t+1 T=1 


= 5 二 Sat (4 — SS). {8.30) 
Sn 


折 耗 是 指 自然 资源 供应 的 耗竭 ， 如 煤 和 油 。 在 数学 上 它 与 减 
值 是 类 似 的 ， 因 为 一 座 煤矿 或 油田 是 一 项 随 煤 各 油 被 开采 而 减 值 
的 资产 。 故 上 述 计算 减 值 费 的 方法 也 可 用 来 计算 折 耗 费 。 

例 8.9 ”一 台 机 器 价值 $10000, 可 用 5 年 , 在 5 年 之 末 有 
残 值 81000 。 试 计算 帐 面 值 与 减 值 费 : (1) 用 偿 债 基金 方法 ， 取 
了 一 人 05， (2) 用 直线 方法 ， (3) 用 下 降 结 欠 方法 ， 及 (4) 用 年 数 
和 方法 。 

1. 用 公式 (8.21) 及 (8.22) 得 

A-S 9000 
Sa} 一 5 本 











= 1628.775 


t D  B 

加 10000 
1 1629 8371 
2 1710 6661 
3 1796 4865 
4 1886 2979 
5 1979 1000 

2. 用 公式 (8.23) 及 (8.24) 得 

tf D. Be 

0 10000 
1 1800 8200 
2 1800 6400 
3 1800 4600 
4 1800 2800 
5 1800 1000 


3. 用 公式 (8.27) 得 








d=1— (0.1)?=1— 0.631 = 0.369. 





8 (8.25) 式 和 (8.26) 式 有 





t DD: Be 

0 10000 
1 3690 6310 

2 2328 3982 

3 1470 2512 

4 927 1585 
5 585 _1000 





4. 用 公式 (8.29) 与 (8.30) 得 
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t 了 五 : 

0 10000 
1 3000 7000 
2 2400 4600 
3 1800 2800 
4 1200 1600 
5 600 1000 


例 8.10 用 200% 下 降 结 欠 方法 重 做 例 8.9 。 
由 公式 (8.28), 我 们 有 


d= 2 -04. 
此 事 易 由 通常 推理 而 得 ,在 使 用 直线 方法 时 5 年 内 减 值 因子 应 当 
是 每 年 20% (忽略 残 值 ) 。 200% 下 降 结 欠 因子 必须 是 此 数 的 2 
依 ， 即 40% 。 
由 (8.25) 式 和 (8.26) 式 ， 有 

南京 


























t 

0 10000 
1 4000 6000 
2 2400 3600 


3 1440 2160 
4 864 1296 
5 296 1000 


为 了 确保 Bs = 1000, 注意 Ds = 296 是 任意 取 的 。 如 果 和 忽略 5， 
则 Ds 应 当 是 .4(1296) = 518.40 。 


88.6 ”核定 成 本 
本 节 讨 论 另 一 种 类 型 与 加 定 资产 有 关 的 分 析 。 在 实践 中 有 一 


件 很 重要 的 事 是 要 比较 供 选择 的 可 能 的 固定 资产 的 成 本 。 拥 有 一 
项 固定 资产 需 有 三 方面 的 成 本 : 























1. 原始 购买 价 的 利息 损失 , 因为 这 笔 钱 原本 可 投资 在 别处 以 
产生 利息 。 

2. 减 值 损 耗 。 

3. 维修 费 。 

一 项 资产 的 周期 费 定义 为 拥有 此 项 资产 每 个 时 期 的 成 本 。 
如 设 五 为 周期 费 ， M 为 周期 维修 费 ， 则 基本 求 值 方程 为 


H=Ai+—— 








+M. (8.31) 
Sj 

(8.31) 式 类 似 于 (8.19) 式 。 4i 这 一 项 是 原始 购买 价 的 利息 损 
失 。 4 这 项 是 周期 减 值 损 新 而 M 则 是 周期 维修 鼻 。 回忆 在 
(8.19) 式 M 这 一 项 不 需要 ， 因 为 R 只 是 纯 耗费 。 

一 项 资产 的 核定 成 本 是 指 该 资产 的 无 限期 的 周期 费 的 现时 
人 入， 即 金额 为 周期 费 的 永久 年 金 的 现时 值 。 核 定 成 本 也 可 视 为 维 
持 一 项 无 限期 运转 的 恒 等 财 产 的 现时 值 。 记 核定 成 本 为 KK, 则 有 

H 4-3 M 


玫 = 二 =4+ 二 一 -+ 一. (8.32) 
全 25 及 2 



































在 对 可 供 选 择 的 可 能 资产 进行 比较 时 ， 既 可 以 用 周期 费 来 比 
较 ， 也 可 以 用 核定 成 本 来 比较 。 请 读者 注意 ,符号 KK 曾 在 第 七 章 
中 用 来 表示 债券 偿还 值 的 现时 值 ， 并 在 8.2 节 中 用 来 表示 借贷 忠 
诚 的 资金 筹措 费 。 

一 个 复杂 之 处 是 不 同 的 资产 在 单位 时 间 里 可 能 产生 数量 不 等 
的 物件 。 在 这 种 情形 下 ， 就 要 除 以 单位 时 间 产 生 的 物件 数 ， 这 祥 
才能 使 比较 标准 化 。 例 如, 机 器 1 在 单位 时 间 里 生产 太 样 物件 
而 机 器 2 则 在 单位 时 间 里 生产 U2 样 物件 。 这样， 如 果 

AT 和 + Mi Azit Pe + Me 


UU Uz ” 


则 机 器 1 与 机 器 2 就 是 等 价 的 。 在 上 式 所 有 带 足 标 1 的 符号 对 应 
于 机 器 1, 带 足 标 2 的 符号 对 应 于 机 器 2 。 











(8.33) 
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在 许多 情形 下 假设 i= 7 。 倘 车 如 此 ， 则 (8.33) 变 为 








AL SI A2 _ 35; 
Ci + A i + M2 (8.34) 
UU Us - 


另 一 个 复杂 性 是 以 上 讨论 忽略 了 通货 膨胀 。 一 种 更 复杂 的 分 析 可 
以 考虑 通货 膨胀 。 假设 通货 脱 腾 率 为 每 时 期 7, 固定 资产 成 本 为 A 
及 经 过 头 n 个 时 期 残 值 为 5 。 可 以 假设 第 二 个 nn 个 时 期 成 本 为 
4(1 十 7)* 及 残 值 为 S{1 十 7)”。 这 一 过 程 可 以 对 相继 的 一 个 个 
n 个 时 期 一 直 继 续 下 去 ， 也 可 以 很 设 维修 费 按 每 时 期 乘 上 (1 十 7) 
因子 来 增长 。 金 融 计算 对 通货 膨胀 的 考虑 将 在 9.4 节 中 进一步 讨 
论 。 

把 核定 成 本 的 概念 和 5.8 节 中 讨论 过 的 资金 预算 概念 相 联 系 
是 很 有 意思 的 。 如 同上 面 (8.33) 和 (8.34) 式 所 展示 的 ， 核 定 成 本 
可 用 来 比较 可 供 选 择 的 投资 项 目 。 这 样 ， 核 定 成 本 分 析 就 成 为 资 
金 预算 的 一 种 方法 。 

例 8.11 机 器 1 以 $100000 出售， 年度 维 修 费 为 82500, 寿 
命 25 年 ， 残 值 为 $2000 。 机 器 2 的 年 度 维 收费 为 $5000, 寿命 20 
年 ， 无 残 值 . 假设 实质 利率 为 5 久 , 机 器 2 的 生产 效率 3 倍 于 机 器 
1, 求 机 器 2 的 价格 使 购买 者 买 这 两 种 机 器 并 无 差别 。 

用 公式 (8.34), 有 




















:2000 _ 2000 -2500 = 1 关 + so00| . 
058 355 3 [a 
4z = {3[100000(0.070952) - 2000(0.020952) + 2500] - 5000} 
12.4622 


二 $294854 或 $295000, 算 到 $31000 为 止 。 


例 8.12 一 家 电话 公司 使 用 价值 每 根 $10 的 电话 杆 . 此 种 电 
话 杆 的 寿命 为 14 年 。 如 果 通 过 防护 措施 可 使 杆 的 寿命 延长 到 22 
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年 ， 间 电话 公司 信 得 为 此 为 每 根 电话 杆 花 多 少 钱 ? 假设 电话 杆 无 
残 值 ， 两 种 类 型 的 电话 杆 维修 费 相 等 ， 实 质 利率 为 4% 。 
利用 (8.34) 式 有 








10 10+z 
a4 a 
z= 10 至 -并 
a 
14.4511 
10 [Sa -| 
= $3.68. 
88.7 卖 空 


某 些 证 券 投 资 者 认为 证 券 价 格 大 概 会 下 降 时 , 就 进行 卖 空 或 
空头 交易 。 对 于 卖 空 ， 是 先 发 生 出 售 ， 然 后 发 生 买 进 。 通 常 的 先 
买 进 后 卖 出 的 交易 则 称 为 买 空 交易 (多 头 交易 ) 。 “做空 ” 或 “做 
多 ”这 两 个 词 常 常 与 这 两 种 交易 相 联系 。 

有 趣 的 一 点 是 卖 空 这 种 看 来 是 逆向 的 交易 怎么 会 是 可 能 的 。 
实际 上 .做 卖 空 交易 的 投资 者 是 先 从 第 二 方 借 来 证 券 ， 并 在 市 场 
上 将 其 卖 给 第 三 方 。 过 了 一 些 日 子 ， 投资 者 再 从 市 场 上 买 回 这 些 
证 券 (希望 是 以 较 低 的 价格 ) 以 还 给 第 二 方 。 买 全 证 券 这 一 返回 党 
称 为 “ 卖 空 补 进 ”。 

卖 空 交易 的 收益 率 计算 存在 某 些 不 可 预料 的 困难 。 考 虞 一 种 
情形 : 一 位 卖 空 的 投资 者 出 售 $1000 的 股票 而 在 一 年 后 以 $800 
将 其 买 回 。 显然 ， 赚 到 了 $200 的 利润 ， 问 收益 率 是 多 少 ? 

求 值 方程 好 象 应 该 是 











1008(1 + 2) = 800. 
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然而 ， 此 方程 产生 的 收益 率 为 1 = 一 20%, 这 显然 不 合理 
实 赚 到 了 利润 。 
可 能 试图 将 此 业务 反 过 来 敌 ， 而 解 求 值 方程 











为 确 








800(1 + i) = 1000, 


它 得 到 一 个 正 的 答案 ， 即 i = 25% 。 然 而 ， 此 管 案 也 无 法 证 明 是 
正确 的 。 因 为 它 是 说 从 $800 投资 中 产生 $200 利润 ， 但 事实 上 从 
来 也 不 曾 有 过 $800 的 投资 。 

事实 上 ， 如 果 这 笔 交 易 确 象 刚 才 叙 述 的 那样 发 生 了 ， 那么 收 
益 率 是 不 存在 的 。 有 人 可 能 更 愿意 说 收益 率 为 无 穷 大 ， 因 为 没有 
投资 却 得 到 了 利润 。 这 一 点 在 以 前 的 例 5.3 中 曾经 见 到 过 。 

在 实践 中 ， 卖 空 交易 通常 并 不 象 上 面 例 子 中 那样 发 生 。 美 
政府 有 规定 ， 凡 卖 空 者 在 进行 卖 空 时 必须 将 出 售 价 糙 的 一 定 百 分 
比 , 例如 50% 进行 鳍 车 。 此 项 情 蔷 称 为 margin( 保 证 全 ), 在 卖 空 补 
进 以 前 此 项 合营 不 能 收 铝 , 保证 金 的 百分比 可 以 随时 间 而 变化 , 由 
政府 规定 。 读 者 应 注意 ， 这 里 的 margin 与 8.3 节 中 的 margin( 幅 
度 ), 其 意义 完全 不 同 。 

这 样 ， 在 上 述 的 例子 中 ， 如 果 保证 金 百分比 为 50%%, 则 卖 空 
者 必须 在 卖 空 时 存款 $500 。 现 在 就 可 以 计算 收益 率 了 。 获 得 利 
润 $200, 而 存 入 $500 为 期 1 年 ， 故 收益 率 为 40%% 。 

实际 上 情况 比 刚才 描述 的 还 稍为 复杂 一 点 。 卖 空 者 还 可 从 保 
证 金 储蓄 中 收取 利息 ， 这 将 使 收益 率 增 加 。 如 果 卖 空 者 在 保证 金 
储 蔷 中 可 收 8 色 利息 ， 则 得 到 的 利息 为 .08(500) = 40 。 计 入 这 
些 利息 后 的 收益 率 应 为 240/500 = 48 咒 。 

精明 的 读者 可 能 会 问 到 原始 卖 空 收入 的 利息 。 在 上 面 的 例子 
中 卖 空 者 是 否 也 可 以 从 卖 空 的 $1000 收入 中 得 到 利息 ? 回答 是 否 
定 的 。 疏 府 规定 这 些 卖 空 收入 需 保 留 在 一 个 不 带 利 意 的 特殊 帐户 
中 , 直到 卖 空 补 进 时 这 笔 基 金 将 被 用 于 为 卖 空 补 进 所 作 的 购买 。 任 
何 正 的 余额 将 是 这 笔 交 易 的 利润 ， 而 负 的 余额 则 是 交易 的 损失 。 
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在 实践 中 ， 如 果 卖 空 产 生 损失 ， 则 可 能 在 卖 空 补 进 前 需要 附 
加 的 保证 金 。 反 过 来 ， 如 果 产 生 利润 ， 则 部 分 保证 金 可 以 解除 
客 许 抽 回 或 用 于 其 他 目的 。 这 些 调 整 均 由 政府 规定 加 以 控制 。 

卖 空 还 有 一 个 重要 的 方面 。 如 果 所 论 的 证 券 支付 分 红 (如 股 
票 ) 或 利息 (如 债券 ), 则 卖 空 者 将 被 要 求 向 证 券 购 买 者 支付 这 些 
分 红 或 利息 ， 这 会 减少 实现 的 收益 率 。 

例如 ,在 上 例 中 若 卖 空 售 出 的 股票 要 支付 该 年 的 分 红 $60, 则 
卖 空 者 的 净利 润 如 下 : 


卖 空 收 入 十 200 
保证 金利 息 ”+40 
股票 分 红 一 60 
净利 酒 +180 




















静 在 收益 率 变 为 180/500 = 36 久 。 这 种 要 求 对 于 卖 空 那些 
有 较 大 金额 分 红 或 利息 的 证 券 起 着 重要 的 抑制 作用 。 

卖 空 交易 本 身 是 一 种 投机 企图 ， 不 应 轻率 进入 。 卖 空 者 指望 
证 券 值 有 重大 下 降 而 他 自己 可 提前 解脱 。 投 机 于 卖 空 交易 通常 在 
较 短 的 时 期 内 进行 ， 故 若 在 较 长 时 期 内 停留 在 卖 空 地 位 是 不 常见 
的 。 

然而 ， 现 已 发 展 了 一 些 包 含有 证 券 的 多 头 交 易 与 空头 交易 的 
组 合 的 投资 策略 ， 它 们 大 大 降低 了 风险 ， 并且 也 有 得 到 投资 的 合 
理 回 报 的 很 好 前 景 。 此 种 类 型 交易 的 一 个 通用 名 称 叫 套 期 保值 ， 
许多 这 类 交易 变 得 相当 复杂 。 事 实 上 ， 偶 而 会 磁 到 这 类 交易 确定 
有 利润 的 情形 。 这 种 利润 有 保证 的 交易 称 为 科 。 一 般 说 来 ， 这 
种 套利 的 机 会 是 稍 纵 奴 逝 的 ， 因 为 市 场 价格 总 是 会 很 快 地 作出 反 
应 以 消除 这 种 黄金 般 的 机 会 。 





88.8 ”现代 金融 手段 
曾经 有 一 个 时 期 ， 金 融 手 段 的 全 部 比 本 书 中 已 经 讨论 过 的 多 
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不 了 多 少 ， 也 就 是 债券 , 优先 股 ， 普 通 股 ， 不 动产 抵押 等 然而 ， 
在 七 十 年 代 和 八 十 年 代 出 现 了 大 量 新 的 、 创 造 性 的 金融 手段 。 

在 本 节 中 我 们 将 向 读者 简要 地 介绍 一 些 已 发 展 的 较 重 要 的 金 
融 手 段 。 这 里 所 列举 的 当然 远 远 不 是 完全 的 。 有 兴趣 要 了 解 更 多 
详情 的 读者 可 以 参看 有 关 人 金融 或 证 券 的 一 些 标准 教科 书 。 许 多 经 
纪 业 者 ， 银 行 ， 保 险 公司 也 会 提供 与 这 些 手段 有 关 信 息 的 手册 与 
资料 。 

最 后 ， 本 节 中 的 材料 都 是 描述 性 的 ， 而 不 是 详尽 的 分 析 ， 
为 其 些 的 只 是 要 使 读者 对 这 些 手段 的 性 质 有 所 了 解 。 其 中 许多 手 
眉 实 际 上 可 以 根据 本 节 前 几 章 建立 的 基本 原理 来 进行 分 析 。 在 第 
九 章 和 第 十 章 中 也 包括 了 某 些 进一步 的 分 析 。 还 有 一 些 内 容 则 已 
超出 了 本 书 的 范围 。 

有 趣 的 是 ， 我 们 已 经 讨论 过 的 某 些 证 券 ， 其 特征 类 似 于 本 节 
中 将 要 涉及 的 一 些 金融 手段 。 在 第 七 章 中 我 们 描述 过 通知 偿还 债 
券 和 可 转换 债券 。 前 者 提供 债券 发 行人 (借款 人 ) 以 选择 的 机 会 
他 可 以 在 未 来 选择 偿还 或 不 偿还 ， 依 当时 条 件 而 定 。 后 者 则 在 未 
来 提供 债券 持 有 人 (贷款 人 ) 以 选择 的 机 会 ， 他 可 以 选择 在 将 来 把 
舍 券 换 成 或 不 换 成 普通 股 。 作 出 选择 要 看 这 样 做 是 否 有 好 处 。 

货币 市 场 基金 

货币 市 场 基金 给 投资 者 提供 了 一 种 具有 高 度 流 动 性 和 吸引 
人 的 收益 的 安全 投资 。 有 些 货币 市 场 基 金 甚至 还 提供 开支 票 的 便 
利 ， 使 这 样 的 帐户 实际 上 等 价 于 具有 吸引 人 利率 的 支票 活期 存款 
帐户 。 

货币 市 场 基金 所 作 的 投资 是 多 种 多 样 的 ， 有 的 由 政府 发 行 
有 的 由 秘 营 部 门 改行 ， 通 常 都 是 短期 的 ， 有 固定 的 收入 。 因 为 它 
们 都 是 短期 的 ， 故 货币 市 场 基金 的 利率 常 随 社会 上 短期 利率 的 变 
化 而 频繁 波动 。 

为 货币 市 场 基金 一 般 允 许 抽 回 而 不 需 付 罚 金 ， 故 有 些 投资 
者 当 正在 考虑 各 种 投资 可 能 性 的 时 候 往往 把 它 当 作 一 个 临时 “ 存 
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放 ” 基 金 的 地 方 。 

存款 单 

看 款 音 (CDs) 是 另 一 种 由 银行 发 行 的 短期 至 中 期 投资 手段 ， 
它 的 利率 是 确定 的 ， 期 限 也 是 固定 的 ， 通 常 为 30 天 到 6 个 月 。 
有 时 也 发 行 长 期 的 CDs, 但 其 利率 可 以 变化 。 CDs 可 以 有 各 种 
面额 ， 较 高 的 面额 (例如 $100000) 会 有 较 高 的 利率 ， 而 较 低 面额 
(例如 $5000) 则 利率 较 低 。 

CDs 比 货币 市 场 基金 有 更 稳定 的 收益 率 ， 因 为 其 支付 的 利率 
是 固定 的 而 不 是 变化 的 。 但 它 牺牲 了 流动 性 ， 因为 许多 CDs 对 提 
前 抽 回 是 有 罚金 的 。 投 资 者 避免 罚金 的 一 种 办 法 是 在 二 手 市 场 上 
将 其 卖 给 另 一 位 投资 者 。 

CDs 的 价值 并 不 随 利率 水 平 的 变化 而 波动 , 这 与 债券 不 同 。 而 
且 投 资 于 CDs 可 得 到 一 个 联邦 机 构 即 联邦 情 著 保险 公司 (FDIC) 
的 保障 ， 其 最 大 金额 为 $100000 。 

保证 投资 契约 

保证 投资 契约 {GICs) 是 保险 公司 为 大 型 投资 者 (如 养老 基 
金 ) 发 行 的 金融 手段 。 它 们 类 似 于 CDs, 可 以 在 一 个 讲 明 的 时 间 
内 (例如 1 年 至 5 年 ) 保证 本 金 和 利息 。 故 其 市 场 价 不 随 利 率 水 
平 的 变化 而 波动 。 

然而 ， 某 些 GICs 比 CDs 有 更 大 的 弹性 ,它们 容许 在 1 年 的 
头 3 个 月 内 存 附加 的 存款 。 到 期 前 从 GICs 抽 回 资金 则 是 被 限制 
的 。 GICs 还 常 具 有 保险 扯 约 的 特征 ， 诸 如 当 其 用 于 养老 基金 投 
资 时 的 年 金 购买 选择 。 

GICs 通常 有 比 CDs 为 高 的 利率 ， 与 国库 券 的 收益 率 基本 相 
当 , 但 GICs 并 不 由 FDIC 给 以 保障 。 

近来 ， 为 了 与 保险 公司 竞争 ， 一 些 银行 也 发 展 了 一 种 非常 类 
似 的 投资 手段 称 为 银行 投资 契约 (BIC) 。 BIC 中 的 帐户 余额 可 
由 FDIC 给 以 保障 ， 最 高 额 为 $100000 。 

共同 基金 
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共同 基金 是 由 若干 单个 投资 者 分 别 购买 份额 而 共用 的 投资 
帐户 。 其 基本 好 处 是 比 省 投资 者 单独 投资 有 更 大 程度 的 多 样 化 。 

起 先 共同 基金 主要 是 投资 于 普通 股 。 近来 则 共同 基金 也 出 现 
了 一 些 其 他 的 投资 选择 .即使 是 在 那些 传统 的 普通 股 共 同 基 金 中 ， 
各 种 不 同 的 基金 做 法 也 有 不 同 ， 如 有 的 侧重 于 本 金 的 安全 性 ， 有 
的 则 侧重 于 收入 和 增长 等 。 

抵押 返回 证 券 

拆 反 返回 证 养 (MBS) 是 用 来 实现 不 动产 抵押 共享 的 一 种 证 
券 。 这 类 证 券 由 三 家 持 有 大 晤 抵押 的 政府 所 有 或 政府 特许 设立 的 
公司 所 发 行 。 投 资 者 接受 包括 本 金 和 利息 的 周期 性 付款 。 本 金 的 
偿还 率 是 变化 的 ， 它 依赖 于 基础 抵押 的 清偿 率 。 这 三 家 公司 是 : 

4. 美国 政府 全 国 抵押 协会 (GNMA) 发 行 一 种 称 为 “Ginnie 
Maes.” 的 MBS 。GNMA 是 由 美国 政府 拥有 的 ， 其 本 金 和 利息 
的 付款 由 美国 政府 保证 。 

2， 美 国联 邦 住房 贷款 抵押 公司 (FHLMC) 发 行 一 种 称 为 
“Freddie Maes.” 的 MBS 。FHLMC 是 美国 政府 特许 设立 的 公 
司 。 该 公司 (不 是 政府 ) 保证 本 金 和 利息 的 付款 。 

3. 美国 联邦 全 国 抵押 协会 (FNMA) 发 行 一 种 称 为 “Fannie 
Maes.” 的 MBS 。FNMA 是 美国 政府 特许 设立 的 公司 ， 该 公司 
(不 是 政府 ) 保证 本 金 和 利息 的 付款 。 

担保 抵押 债券 

担保 抵押 债券 {CMOs) 是 一 种 设计 来 改进 传统 的 MBS 的 新 
型 金融 手段 。 CMOs 包含 有 与 MBS 同样 类 型 的 不 动产 抵押 投 
资 ， 但 它 还 包含 其 他 复杂 结构 的 投资 组 合 ， 后 者 是 设计 用 来 威 少 
传统 MBS 中 常会 出 现 的 资金 流 的 不 确定 性 。 

然而 , 它们 并 没有 特定 的 到 期 日 , 而 是 按 其 “平均 寿命 ”为 基 
础 来 出 售 的 。 所 谓 平 均 寿命 是 指 每 1 元 本 金 预期 处 于 未 偿还 的 平 
均 时 间 (假设 一 张 共用 抵押 的 合理 的 预付 款 时 间 表 ) 。 CMOs 的 
构成 使 平均 寿命 范围 较 广 ， 这 样 投资 者 可 以 有 较 多 的 选择 。 
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CMOs 通常 有 上 比 团体 债券 更 高 的 收益 率 , 这 是 用 以 抵消 偿还 
时 间 表 的 不 确定 性 及 随 之 而 来 的 再 投资 风险 。 CMOs 为 月 度 或 
季度 付款 ， 硬 不 是 象 债券 那样 半年 度 付款 。 

CMOs 有 较 大 的 流动 性 ， 因 为 对 它 存 在 着 一 个 活跃 的 市 场 。 
市 场 上 现 有 CMOs 的 价格 变化 趋势 与 通行 利率 的 变化 趋势 正 相 
反 ， 这 同 偿 券 价格 类 似 。 

期 权 

期 权 是 一 种 金融 手段 , 它 的 持 有 人 有 权 在 将 来 的 某 一 日 期 按 
某 一 固定 价格 ( 称 为 协定 价格 或 议定 价格 ) 买 进 或 卖 出 某 一 证 
券 。 有 两 种 类 型 的 期 权 : 看 涨 期 权 和 看 跌 期 权 。 看 涨 期 权 的 持 有 
人 有 权 按 协定 价格 购 进 证 券 ， 而 看 跌 期 权 的 持 有 人 有 权 按 协定 
价格 出 售 证 券 。 在 欧式 期 权 中 ， 期 权 的 运用 必须 在 一 个 固定 的 日 
子 ， 而 这 一 天 也 就 是 期 权 的 截止 日 。 而 美式 期 权 则 不 同 ， 它 可 以 
在 未 来 的 任何 一 天 运用 ， 直 至 截止 日 为 止 。 

投资 者 可 以 买 进 或 卖 出 期 权 。 这 样 ， 如 果 投 资 者 认为 证 券 价 
客 大 概 会 上 升 ， 他 就 应 购 进 看 涨 期 权 或 出 售 看 跌 期 权 。 反之， 如 
果 投 资 者 认为 证 券 价格 将 会 下 跌 ， 则 就 买 进 看 跌 期 权 或 出 售 看 王 
期 权 。 

有 两 项 买 进 或 卖 出 期 权 的 基本 动力 ， 它们 正 处 于 所 讨论 范 
的 两 个 相反 极端 , 一 个 动力 是 投机 .期 权 价格 是 非常 容易 变化 的 ， 
这 既 带 来 了 获 利 的 可 能 ， 也 带 来 了 损失 的 风险 。 例如， 一 项 债券 
售 价 为 $50, 同时 有 一 项 以 $45 购买 此 证 券 的 看 涨 期 权 。 则 这 项 
期 权 至 少 值 $5 (在 截止 期 前 它 将 以 高 于 $5 出 售 ) 。 假如 此 证 券 价 
格 上 涨 到 $55, 则 此 期 权 至 少 值 $10 。 这 样 ， 基 础 证 券 价 略 上 涨 
10% 带 来 期 权 价 值 增加 几乎 100%%, 这 种 效应 称 为 村 村 作用 。 

第 二 个 动力 则 正 相 反 。 期 权 提供 了 很 大 的 弹性 来 发 展 减 少 投 
资 风险 的 套 期 保值 策略 。 套 期 保值 在 8.7 节 中 曾 简短 地 讨论 过 。 
许多 用 期 权 来 套 期 保值 的 投资 策略 已 成 为 相当 复杂 ， 需 要 用 计算 
机 分 析 才 能 有 效 地 实现 。 
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开始 的 时 候 员 是 对 普通 股 才 有 期 权 。 但 近来 期 权 已 发 展 到 包 
括 债 券 的 其 他 证 券 。 甚 至 对 未 来 的 利率 也 有 期 权 。 

保证 是 一 种 先 于 看 跌 期 权 和 看 涨 期 权 而 发 展 起 来 的 证 券 。 保 
证 很 类 似 于 看 涨 期 权 ， 只 是 它 的 截止 日 期 可 比 看 涨 期 权 更 远 。 还 
有 一 些 其 他 的 差别 ， 因 为 保证 是 由 发 行 基础 证 券 的 企业 发 行 的 ， 
而 企业 一 般 与 它 所 发 行 证 券 的 期 权 并 无 联系 。 还 有 一 件 有 意思 的 
事 是 ， 一 项 可 转换 债券 可 以 等 价 于 一 项 正规 债券 各 一 项 保证 放 在 
一 起 的 组 合 。 

期 货 

期 贫 是 一 项 契约 ， 在 其 中 投资 者 承诺 在 某 一 未 来 日 期 买 进 或 
卖 出 一 项 资产 。 价 格 在 文件 中 锐 定 下 来 ,但 付款 则 要 到 契约 到 期 
之 日 ， 即 交 刘 日 本 支付 。 期 货 是 在 商品 市 场 上 开始 出 现 的 。 但 近 
年 来 期 货 市 场 已 发 展 到 各 种 各 样 的 金融 资产 如 僻 券 ， 外 币 及 股票 
市 场 指 数 。 

一 项 资产 的 当前 价格 称 为 现货 价格 , 而 期 货 契 约 中 交割 日 的 
价格 称 为 期 货 价 格 。 如果 一 位 投资 者 要 购买 一 种 证 券 ， 他 有 两 
种 选择 。 第 一 种 是 立即 以 现货 价格 购买 。 第 二 种 是 买 一 项 期 货 四 
约 。 按 此 契约 规定 ， 期 货 价 格 在 交割 日 之 前 不 必 支 付 ， 而 在 交割 
日 则 必须 按 此 支付 ， 不 管 当时 市 场 价格 为 多 少 。 在 后 一 种 情形 
投资 者 可 以 按 购买 价 赚 取 延期 支付 这 段 时 间 内 的 利息 。 然 而 ， 投 
资 者 不 能 收取 证 券 在 此 时 期 内 的 分 红 或 利息 。 

私下 期 货 

私下 期 货 非常 类 似 于 期 货 。 主要 的 差别 是 期 货 契 约 是 标准 化 
的 并 在 活跃 的 市 场 上 出 售 。 私 下 期 货 扯 约 则 是 在 某 两 方 之 间 特 制 
的 ， 并 不 在 公开 市 场 上 交易 。 

私下 期 货 契 约 主 要 在 两 个 领域 中 使 用 ， 第 一 个 领域 是 保护 企 
业 免 受 外 币 汇率 波动 的 影响 。 许多 银行 愿意 买卖 为 期 长 达 1 年 或 
更 长 的 私下 期 货 货币 。 

第 二 个 领域 是 锁定 期 货 的 利率 。 例 如， 一 家 企业 要 在 6 个 月 
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后 借 一 大 笔 钱 ， 则 它 可 以 从 银行 购买 一 项 私下 期 货 契 约 以 立即 锁 
定 利率 。 这 种 契约 提供 保护 使 其 在 今后 6 个 月 内 免 受 利率 增加 的 
影响 。 当 然 ， 如 果 利 率 下 降 了 ， 则 此 企业 不 得 不 在 6 个 月 之 末 以 
高 于 市 场 的 利率 来 借 钱 。 

交换 

交接 是 两 种 表现 不 同 的 类 似 金 融 量 之 间 的 互 换 。 有 一 个 例子 
是 货币 交换 , 即 借款 人 在 归还 贷款 时 不 用 原来 的 货币 ， 而 用 另 一 
种 货币 来 偿还 。 借 款 人 是 否 欢迎 这 种 交换 取决 于 贷款 余下 部 分 的 
交换 比率 。 

第 二 个 例子 是 利率 交 按 。 商 业 贷 款 有 两 种 情况 , 即 固 定 率 展 
贷 与 浮动 率 借贷 。 固 定 率 借贷 有 预先 确定 的 利率 ， 相 当 于 本 书 中 
前 面部 分 所 考虑 的 借贷 。 浮 动 率 借贷 的 利率 则 按照 金融 市 场 上 利 
率 的 某 些 外 在 指标 而 变动 。 利 率 交 换 就 是 固定 率 借 贷 与 浮动 率 借 
贷 之 间 的 一 种 交换 。 

上 面 所 叙述 的 商业 贷款 是 元 担保 与 无 限制 的 ， 直 到 某 个 最 大 
极限 为 止 , 称 为 贷款 最 高 限额 。 在 贷款 最 高 限额 下 企业 可 以 视 需 
要 随时 借款 与 还 款 ， 仅 受 最 大 极限 的 限制 。 

以 土 所 讨论 的 最 后 四 种 金融 手段 ， 即 期 权 ， 期 货 ， 私 下 期 货 
及 交换 ,都 是 行 生 手段 的 例子 。 这 些 手 段 的 价值 依赖 于 市 场 上 的 
其 他 金融 价值 。 这 些 手段 都 不 是 直接 的 所 有 权 或 债务 ， 在 此 意义 
上 ， 它 们 不 是 基本 手段 。 它 们 只 是 代表 一 些 由 诸如 证 券 价 格 、 利 
率 以 及 货币 兑换 率 等 值 去 决定 其 价值 的 手段 。 




















习 题 
88.2 ”借贷 忠诚 
1. 一 家 财务 公司 对 一 项 用 月 度 付款 来 归还 的 18 个 月 贷款 收 
取 12% 的 筹措 费 。 
a) 按 借贷 忠诚 所 要 求 的 精度 求 APR 。 
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b) 求 APR, 要 求 精确 到 与 答案 a) 同样 的 小 数 点 位 数 。 

2. 一 家 财务 公司 要 求 对 每 $100 的 原始 贷款 按 16 个 月 内 每 
月 末 付 款 $7.66 来 偿还 。 求 此 项 贷款 的 实质 利率 。 

3. 一 笔 $12000 的 一 年 期 贷款 按 下 列 两 种 安排 之 一 来 偿还 : 

A. 每 月 末 付 款 $1000, 再 加 上 在 该 贷款 批准 时 


资金 筹措 费 。 


B. 按照 2 = 12% 的 分 期 偿还 表 在 每 月 末 偿 


求 选择 A 与 选择 B 支付 利息 金额 之 差 。 
4. 对 习题 3 中 的 选择 A 与 B 求 APR 。 





支付 的 $1000 


还 。 


5. 一 位 借款 人 走访 三 家 银行 ， 请 他 们 对 一 项 以 24 次 月 度 分 
期 付款 来 偿还 的 汽车 贷款 开价 。 第 一 家 银行 开价 月 度 付款 X, 它 











是 基于 总 筹措 费 等 于 初始 余额 ， 偿 还 年 数 与 6.5 咒 
家 银行 开价 月 度 付款 Y, 它 基 于 年 度 实质 利率 12.6 久 。 第 三 家 银 
行 开价 月 度 付款 Z, 它 基 于 月 度 转换 利率 12% 。 试 排列 义 , Y, 2 





值 的 顺序 。 


6. 一 笔 $38000 年 利率 12%% 的 贷款 以 三 次 付款 





* 在 3 个 月 之 末 付 款 $2000 。 
。 在 9 个 月 之 末 付 款 $34000 。 
。 在 12 个 月 之 末 付 款 义 。 


求 XX。 
a) 用 合 众 

















规则 ， 


b) 用 贸易 商 规 则 。 
7. 菜 A 按 10% 的 实质 利率 借款 $10000, 为 期 二 年 。 A 愿 
意 每 年 末 支 付 利息 ， 第 二 年 末 支 付 本 金 。 在 第 一 入 
$500 。 求 在 第 二 年 末 完 全 还 清 贷 款 所 需 付 的 金额 。 
a) 用 精算 方法 。 





b) 用 合 众 


的 乘积 。 第 二 





来 偿还 : 


FE 末 A 只 能 付 




















规则 。 


8. 一 位 借款 人 立即 存 入 $200 以 保证 能 在 一 年 后 借款 $1000， 
借款 人 必须 在 两 年 后 偿还 $1000 。 

a) 求 这 笔 业务 的 两 个 正 的 收益 率 。 

b) 借贷 忠诚 不 能 判定 这 一 状况 ， 因 为 只 有 一 次 预付 。 

用 等 时 间 方 法 于 异 款 人 的 付款 而 不 是 贷款 人 的 预付 来 计算 
APR 。 
9， 借 贷 忠 减 在 处 理 非 正 规 业 务 时 公布 的 表 阁 中 定义 了 以 下 
三 项 : 











A 一 正规 付款 的 次 数 。 
B 一 等 价 的 单 次 付款 时 刻 (精确 的 并非 由 等 时 间 方 
法 而 得 ) 。 
C 一 每 $1000 付款 的 资金 筹措 费 {与 借款 人 的 付款 而 
不 是 预付 相关 ) 。 
试 证 明 以 下 恒等式 成 立 
A og =A- Al+i)S =c[ 坷 | . 
88.3 ”不 动产 抵押 
10， 一 个 家 庭 购 买 了 价值 $160000 的 房屋 。 他 们 先 付 25 色 
而 其 余额 册 以 9% 的 30 年 国定 率 抵押 来 归还 。 为 了 保证 这 项 党 
数 须 在 转帐 时 付 2 个 百分点 。 他 们 在 9 月 6 日 转帐 。 如 果 1/2 点 
视 为 利息 ， 此 家 庭 在 每 月 第 一 天 付款 ， 求 抵押 的 第 一 个 日 历年 内 
所 支付 的 总 利息 。 
11. 在 习题 10 中 ， 如 果 另 外 的 1/2 点 和 所 有 其 他 手续 费 均 
不 必 反 映 在 APR 中 ， 求 此 项 抵押 贷款 的 APR 。 
12. 一 项 15 年 抵押 每 月 付款 $1000, 利息 为 月 度 转换 。 在 每 
月 之 未 ,借款 考 付款 $1000 。 除 了 正规 的 月 度 付款 之 外 ， 借 款 者 
还 附加 付 一 笔 等 于 下 一 次 正规 付款 中 应 偿还 的 本 金 金额 之 款 。 在 
这 样 的 安排 下 ， 整 个 贷款 经 过 90 次 付款 就 全 部 还 清 了 。 证 明 在 
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整个 贷款 期 间 省 下 的 利息 金额 为 


90000 _ 1000 2 到， 
5 


13. 一 位 营造 商 到 得 由 三 次 分 期 付款 来 支付 的 $2000000 的 
建筑 贷款 ， 第 一 次 是 立即 付款 $1000000, 接着 是 两 次 各 相隔 6 个 
月 的 $500000 的 付款 。 贷 款 利 息 按 半 年 度 转换 15%%, 且 积 累 到 第 
二 年 末 。 到 那 时 ， 贷 款 及 积累 的 利息 以 一 项 有 月 度 转换 利率 12%% 
的 30 年 期 抵押 来 代 符 。 头 5 年 的 月 度 抵押 付款 金额 为 第 6 年 及 
议 后 各 年 付款 金额 的 一 半 。 第 一 次 月 度 抵押 付款 应 该 正在 建筑 贷 
款 初 次 支付 的 两 年 之 后 。 求 第 12 次 抵押 付款 的 金额 。 算 到 元 为 
止 。 

14. 一 项 $100000 的 贷款 用 每 年 末 支 付 的 30 次 等 额 付款 来 
偿还 。 贷 款 的 实质 利率 为 8 中 。 除 掉 年 度 付款 之 外 ， 借 款 者 还 必 
须 在 贷款 开始 付 一 笔 初始 费 。 此 项 初始 费 为 贷款 的 2% 但 不 因而 
减少 贷款 的 余额 。 当 作出 第 二 次 付款 时 ， 借 喜人 将 剩余 的 贷款 余 
额 全 部 还 清 。 在 考虑 到 原始 费 和 提早 还 清 贷款 的 前 提 下 求 贷款 人 
的 收益 率 。 

15. 一 项 10 年 期 调整 率 抵押 贷款 由 $1000 的 季度 分 期 付款 
来 偿还 ， 其 原始 利率 为 季度 转换 12 狗 。 在 第 12 次 付款 后 利率 立 
即 上 升 到 季度 转换 14%, 而 季度 分 期 付款 仍 为 $1000 。 试 计算 第 
24 次 付款 后 的 贷款 余额 。 算 到 元 为 止 。 

16. 一 项 $100000 的 30 年 期 渐进 付款 抵押 由 每 年 末 的 年 度 
付款 来 偿还 。 头 5 年 内 的 每 次 付款 比 前 1 年 增加 5 名, 以 后 的 每 
次 付款 则 与 第 5 年 末 的 付款 相等 。 贷 款 实质 利率 为 9% 。 

a) 求 第 1 年 末 的 初始 付款 。 算 到 元 为 止 

b) 这 项 贷款 是 否 发 生 负 分 期 偿还 ? 

17. 一 个 家 庭 购买 一 入 $120000 的 房子 ， 且 先 付 15% 。 他 们 
能 够 接受 一 项 现 有 的 30 年 期 3% 抵 摆 ， 其 年 度 付款 是 怡 好 10 年 
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前 原 为 $60000 而 制定 的 。 他 们 取得 了 一 项 新 的 每 年 付款 的 “图 
移 ” 抵 押 ， 其 利率 为 10 品 , 此 项 抵押 将 与 前 面 所 接受 的 抵押 同时 
完全 付 清 。 试 确定 为 购买 此 房子 所 需 的 年 度 抵 押 付 款 总 客 。 算 到 
元 为 止 。 

18. 一 对 退休 夫妇 拥有 一 幢 $100000 的 房子 ， 且 其 中 没有 债 
务 。 他 们 取得 一 项 月 度 转换 12 吕 的 北向 年 金 抵押 ,这 项 抵押 将 每 
月 付 给 他 们 8500 的 额外 退休 收入 。 假 如 这 幢 房 子 每 年 增值 6%， 
求 五 年 后 这 幢 房 子 的 抵押 资产 净值 。 算 到 元 为 止 。 

§8.4 ”近似 方法 

19, 假设 单 利 ， 推 导 (8.11) 式 。 

20. 试 证 i? 是 ime* 与 ii 的 调和 平均 。 

21. 导出 公式 (8.17) 。 

22, 一 笔 $1200 的 贷款 连同 $108 的 附加 利息 支出 用 12 次 等 
额 的 月 度 分 期 付款 来 偿还 。 求 第 四 次 付款 后 的 未 偿还 贷款 余额 。 
使 用 方法 分 别 为 : 

a)j 最 大 收益 率 方法 。 

b) 最 小 收益 率 方法 。 

<) 常数 比例 方法 。 

d) 正比 例 方 法 。 

23. 一 笔 9 个 月 期 的 分 期 付款 贷款 按 正比 例 方法 来 偿还 。 若 
第 二 次 付款 的 利息 金额 为 $20, 求 第 八 次 付款 的 利息 金额 。 

24. 一 项 $690 的 分 期 付款 贷款 由 6 次 $50 的 月 度 付款 随 之 
以 6 次 875 的 月 度 付款 来 偿还 。 用 常数 比例 方法 求 此 贷款 利率 的 
近似 值 。 

25. 有 一 项 分 期 付款 贷款 ， 若 用 最 大 收益 率 方法 其 收益 率 为 
20 兄 . 用 最 小 收益 率 方法 其 收益 率 为 12.5%, 求 用 正比 例 方法 的 收 
益 率 。 

26. 一 项 贷款 年 度 实 质 利率 为 i, 由 5 次 年 度 付款 PP 来 偿还 ， 
此 贷款 按 正比 例 方法 分 期 偿还 。 第 二 项 贷款 也 由 5 次 年 度 付款 忆 














328 - 


来 偿还 ， 但 它 是 用 精算 方法 来 分 期 偿还 ， 而 实质 利率 为 5%% 。 两 
笔 贷款 在 第 2 年 末 的 未 屡 还 余额 相等 ， 求 css 。 
27. 试 证 若 需要 ” > 1 次 付款 以 偿还 资金 筹措 费 ， 则 
a) 最 大 收益 率 公式 成 为 
2mnFK 
2n(n—r+lD)L- nr)n rti1ML+E) 


b) 最 小 收益 率 公式 成 为 
2mnkK 
2nrL+{n—rn -rt+li(L+K) 


88.5 ” 减 值 方法 

28. 试 校 验 公式 (8.19) 对 债券 也 成 立 ; 其 中 4 为 价格 ， 3 为 
偿还 值 ， 五 为 息 票 。 提示 : 证 明 (8.19) 还 原 为 (7.9) 式 。 

29. 用 代数 方法 证 明 EP =A—S.。 


30. a) 一 项 资产 在 10 年 期 间 减 值 。 它 在 10 年 之 末 无 残 值 ， 
即 S= 0 。 如 果 第 3 年 的 减 值 费 为 $81000, 求 第 9 年 的 减 值 费 : 

(1) 用 偿 债 基金 方法 ， 设 了 = 0.05 。 

(2) 用 直线 方法 。 

(3) 用 年 数 和 方法 。 

为 什么 下 降 结 从 方法 不 能 用 ? 

b) 在 上 述 三 种 方法 的 每 一 种 求 资产 的 原始 值 。 

31. 同时 购买 的 两 台 机 器 在 20 年 卡 减 值 。 机 器 5 购买 价 为 
$40000, 由 年 数 和 方法 减 值 到 残 值 为 85000 。 机 器 下 购买 价 也 是 
$340000, 它 由 了 = 3%% 的 偿 债 方法 减 值 到 残 值 为 9 。 在 第 18 年 
未 ， 两 台 机 器 的 帐 面值 相等 。 求 9 。 

32. 用 $15000 买 入 的 一 件 设备 经 过 15 年 后 有 残 值 $2000 。 
它 的 帐 面值 按 复 利 方法 进行 减 值 计算 而 决定 , 其 中 年 利率 为 5% 。 
在 第 10 年 末 ,， 减 值 方法 改变 为 对 最 后 5 年 用 直线 方法 。 试 确定 
第 12 年 末 的 帐 面值 。 算 到 元 为 止 。 
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33. 一 家 公司 购买 了 两 台 机 器 。 这 两 台 机 器 预期 都 可 使 用 14 
年 ， 且 均 有 残 值 $1050 。 机 器 A 价值 $2450, 而 机 器 B 价值 $Y 
。 机 器 A 用 的 减 值 方法 是 直线 方法 ， 而 机 器 B 用 的 减 值 方法 是 
年 数 和 方法 。 每 年 未 为 机 器 A 与 B 所 付 减 值 费 的 现时 值 相等 。 
车 实质 利率 为 10%, 计算 了 。 

34. 一 部 价值 $11000 的 新 机 器 有 残 值 $9900 。 此 机 器 寿命 为 
100 年 。 设 

BVSLi = 此 项 资产 在 t 年末 按 直线 减 值 方法 的 帐 面值 ; 

BVSDt = 此 项 资产 在 上 年 末 按 年 数 和 了 减 值 方法 的 帐 面 值 ， 

对 于 的 何 值 ，BVSLt - BTVSD: 达到 最 大 ? 

35. 假设 一 项 资产 的 帐 面值 为 + 的 连续 函数 。 求 使 直线 方法 
产生 的 Bi 超过 常数 比例 方法 产生 的 Bs 之 值 为 最 大 的 t+ 值 的 表 
达 式 。 

36. 一 项 价值 $5000 的 资产 在 ”年 之 末 有 残 值 $2000 。 假如 
用 年 数 和 方法 在 第 12 年 的 减 值 费 为 $100 。 求 n。 

88.6 ”核定 成 本 

37. 一 台 机 器 售 价 $10000, 在 第 10 年 末 有 残 值 $1000 。 此 
机 器 的 年 度 维修 费 为 $500, 设 利率 为 5%， 

a) 求 此 项 资产 的 周期 费 。 

b) 求 此 项 资产 的 核定 成 本 。 

38. 机 器 1 的 售 价 为 $1000, 在 第 九 年 末 有 残 值 $50 。 机 器 2 
的 售 价 为 $1100, 在 第 九 年 末 有 残 值 $200 。 问 利率 为 多 少 可 使 购 
买 这 两 台 机 器 并 无 差别 ? (假设 两 台 机 器 的 维修 费 相等 ) 

39. 逆 料 盘 可 用 8 年 ,价值 每 个 $20 。 金属 盘 可 用 24 年 ， 价 
值 每 个 8X 。 对 盘 的 需要 将 持续 48 年 ， 通货 膨胀 将 使 盘 的 价格 
每 年 增加 5 色 。 如 果 利 率 为 10.25 狗 , 试 求 X 使 购买 塑料 盘 与 金属 
盘 并 无 差别 。 

40. 重 做 例题 8.12, 其 中 很 设 杆 的 价格 在 未 来 将 按 每 年 增加 
2 色 无 限 增长 。 
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41. 一 家 建筑 公司 购买 了 价值 $1000 的 木材 。 问 公司 最 多 愿 
意 付 多 少 钱 去 处 理 这 些 木材 以 便 其 使 用 寿命 从 10 年 增加 到 15 
年 ? (不 论 是 否 处 理 ， 残 值 均 为 $50) 实质 利率 为 33% 。 

42. 机 器 1 此 价 $100000, 第 一 年 的 年 度 维修 费 为 $3000, 使 
用 寿命 20 年 , 无 残 值 . 机 器 2 第 一 年 的 年 度 维 修 费 为 $10000, 使 
用 寿命 15 年 ， 无 残 值 。 预计 机 器 的 价格 和 年 度 维 修 费 将 按 每 年 
增加 4 吃 在 未 来 无 限 增长 。 机 器 2 的 工作 能 力 为 机 器 1 的 两 倍 。 
维修 费 在 每 年 初 支付 。 设 实质 利率 为 8 名, 问 机 器 2 的 价格 应 为 多 
少 ， 才 能 使 购买 这 两 种 机 器 并 无 差别 ? 算 到 $100 为 上 。 

88.7 ” 卖 空 

43. 在 本 节 的 例子 中 ， 当 保证 金 的 利息 与 分 红 付 款 均 考虑 在 
内 时 收益 率 为 36% 。 问 如 果 需 要 的 保证 金 是 60 入 而 不 是 50%， 
收益 率 应 为 多 少 ? 

44. 在 习题 43 再 向 前 推进 一 步 ， 如 果 需 要 的 保证 金 是 m, 此 
处 0<m < 1, 来 将 收益 率 表示 为 m 的 函数 的 一 般 公式 。 
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第 九 章 ”进一步 金融 分 析 


$9.1 引言 


在 前 面 几 章 中 利息 的 存在 及 其 大 小 都 是 作为 事先 给 定 的 。 这 
几 章 处 理 了 各 种 情况 下 包含 利息 的 金融 计算 。 大体 上 ， 焦 点 集中 
于 对 过 去 实际 交易 或 将 来 交易 的 数学 上 的 分 析 。 

在 第 九 章 中 将 会 提出 一 些 更 基本 的 向 题 ， 它 们 会 把 读者 引 向 
经 济 和 金融 的 世界 中 去 , 一 个 基本 的 问题 是 : 不 论 在 一 般 傅 况 或 特 
殊 情 况 下 ， 是 什么 因素 决定 了 利率 的 水 平 ? 还 有 一 个 相关 的 问题 
是 ， 在 进行 包括 未 来 的 金融 计算 时 ， 应 该 假设 取 什 么 样 的 利率 ? 

在 任何 现时 值 计算 中 着 重点 总 是 在 未 来 。 对 包含 未 来 的 金融 
分 析 与 决策 ， 利 用 现时 信 是 基本 的 方法 。 我 们 还 知道 未 来 常会 带 
来 不 确定 性 。 所 以 在 对 未 来 情形 进行 计算 时 使 用 利息 同 仅仅 为 了 
记录 过 去 的 业务 而 在 计算 时 使 用 利息 ， 其 考虑 问题 的 观点 是 有 些 
不 同 的 。 

当然 ， 在 包含 未 来 的 金融 分 析 与 决策 计算 中 ， 强 调 使 用 利息 
不 是 一 件 全 新 的 事 。 例 如 ， 在 第 五 章 中 对 贴现 资金 流 的 分 析 ， 收 
益 率 与 兆 现 值 计 算 的 讨论 就 包含 了 这 样 一 种 观点 。 第 九 章 和 第 十 
章 将 依靠 这 一 基础 并 将 其 大 大 拓展 。 

基于 过 去 的 实际 经 历 的 利率 常 称 为 居 后 利率 。 相 反 地 ， 巴 期 
在 将 来 发 生 的 利率 称 为 层 前 利率 。 一 个 很 重要 的 问题 是 , 前 者 可 
以 在 多 大 程度 上 用 来 估计 后 者 。 目前 存在 的 利率 则 常 称 为 当前 利 
率 或 市 场 利 率 。 

本 章 中 讨论 的 另 一 个 重要 问题 是 由 资产 和 负债 两 者 所 提出 的 
未 来 资金 流 的 管理 。 近 年 来 人 们 越 来 越 认识 到 资产 与 负债 间 的 相 
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吉 关 系 是 不 能 被 忽视 的 ， 而 过 去 却 经 常会 忽视 。 


§9.2 ”利息 的 经 济 原理 


由 借款 人 支付 利息 给 贷款 人 这 种 现象 在 当代 经 济 生 活 中 是 这 
样 地 普遍 ， 以 致 我 们 认为 利息 的 存在 是 理所当然 的 。 很 难 想象 一 
种 经 济 能 离开 利息 而 运行 。 

但 读者 也 许 不 知道 ， 利 息 在 经 济 活动 中 并 不 始终 是 一 个 理 所 
当然 的 方面 。 事实 上 , 哲学 家 亚 里 斯 多 德 曾经 谴责 取得 利息 是 一 种 
非 生产 性 的 和 不 道德 的 行为 。 在 中 世纪 所 有 的 利息 都 被 Catholic 
教堂 作为 高 利 贷 加 以 禁止 。 在 今天 ， 只 有 “过 多 的 ”利息 被 称 为 
高 利 贷 。 在 伊斯兰 世界 的 许多 地 方 ， 利 息 由 于 宗教 的 原因 而 被 认 
为 是 不 可 接受 的 。 

在 1.1 节 中 我 们 曾经 将 利息 定义 为 借款 人 付 给 贷款 人 的 某 种 
形式 的 租金 ， 用 以 弥补 货款 人 在 贷款 给 借款 人 这 段 时 间 内 由 于 不 
能 使 用 这 笔 资金 而 受到 的 损失 。 更 深入 地 来 看 一 看 为 什么 应 当 付 
这 样 的 租金 将 是 很 有 意义 的 。 已 经 发 展 一 些 不 同 的 理论 来 解释 利 
息 存 在 的 理由 。 然 而 ， 它 们 基本 上 可 分 为 两 大 类 ， 一 类 从 交易 的 
供给 方 出 发 ， 而 另 一 类 从 需求 方 出 发 。 

从 供给 方 来 看 ， 基 本 的 问题 是 时 间 偏 好 。 大 多 数 个 人 或 企业 
都 非常 愿意 今天 就 有 权 使 用 钱 款 ， 而 不 是 明天 有 权 使 用 同样 数量 
的 钱 。 今 天 的 钱 能 够 用 来 满足 即刻 的 需要 。 而 明天 的 钱 则 只 能 用 
来 在 一 个 不 肯定 的 未 来 满足 推迟 了 的 需要 。 于 是 ， 利 息 就 应 是 这 
样 一 种 价格 ， 它 足以 使 个 人 与 企业 克制 他 们 对 保留 今天 的 钱 款 的 
偏好 并 愿意 出 借 这 些 钱 。 甚 至 将 来 确实 很 需要 钱 的 个 人 和 企业 也 
很 容易 通过 储蓄 将 当前 的 钱 转移 为 将 来 的 钱 。 

从 需求 方 来 看 ， 基 本 的 问题 是 资本 的 再 生性 。 实 际 上 所 有 
企业 都 需要 资本 以 保证 成 功 地 运转 。 有些 资 本 是 借 来 的 。 归 根 到 
底 ， 一 家 企业 只 有 当 使 用 资本 后 的 赢利 大 于 借 这 笔 赛 本 所 花费 的 
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成 本 时 才能 算是 成 功 的 。 当 然 并 非 所 有 借款 都 是 企业 借 的 ， 也 有 
个 人 和 政府 的 借款 。 城 然 ， 这 种 借款 有 一 部 分 是 用 来 为 当前 的 消 
耗 筹 措 资 金 。 然 而 ， 也 有 一 部 分 在 某 种 意义 上 是 用 来 投资 的 ， 例 
如 用 个 人 借款 以 购买 房子 及 筹措 高 等 教育 的 费用 ， 用 政府 借款 来 
建造 诸如 公路 和 机 场 之 类 的 基础 设施 。 最 后 ， 一 种 健康 的 经 济 将 
需要 所 借 钱 款 的 相当 大 部 分 用 于 再 生性 的 投资 。 

虽然 这 两 种 主要 的 理论 并 不 相同 ,但 它们 并 不 是 互 不 相 容 
的 。 事实 上 它们 是 互相 补充 的 。 

以 上 的 讨论 只 不 过 大 臻 地 刻 划 了 那些 试图 解释 利息 之 存在 的 
经 济 学 、 心理 学 和 哲学 的 理论 。 然 而 这 些 讨 论 对 于 本 书 的 目的 已 
经 足够 了 。 读 者 如 想 更 完整 地 考察 这 一 领域 ， 可 以 参看 经 济 和 金 
融 方 面 的 相关 文献 。 


























89.3 ”利率 水 准 的 决定 


在 9.2 节 中 提供 了 利息 存在 的 原理 。 但 其 中 很 少 涉及 在 各 个 
时 刻 的 利率 水 准 。 

如 果 回 瑞 一 下 过 去 年 代 的 利率 ， 我 们 会 发 现 它 会 随时 刹 而 发 
生 很 大 的 变化 。 1945 年 美国 短期 国库 券 的 平均 收益 率 为 0.33 狗 ， 
而 在 1981 年 同一 种 证 券 的 平均 收益 率 为 14.71 锅 。 在 1980 年 8 
月 最 低 贷款 利率 为 11%, 到 了 1980 年 12 月 同一 贷款 的 利率 竟 达 
到 21.5 双 , 怎样 解释 如 此 大 的 变化 呢 ? 

在 考察 利率 水 准时 需要 区 分 两 种 不 同 的 变化 类 型 。 第 一 种 变 
化 类 型 是 通常 的 ， 且 从 属于 市 场 上 通行 利率 的 总 体 水 平 。 第 二 种 
变化 类 型 是 特殊 的 ， 且 从 属于 某 一 特定 业务 的 利率 水 蕉 。 

基本 经 济 理论 告诉 我 们 ， 利 率 象 其 他 价格 一 样 ， 建 立 在 供求 
关系 之 上 。 如 果 求 过 于 供 ， 利 率 将 上 升 ， 而 如 果 供 过 于 求 ， 则 利 
率 将 下 降 。 这 听 起 来 很 简单 ， 但 在 实践 中 会 有 大 量 的 因素 以 复杂 
的 形式 合 在 一 起 决定 利率 。 
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下 面 所 列举 的 是 影响 利率 水 准 的 一 些 主要 因素 。 这 里 所 列举 
的 当然 并 非 详 尽 无 遗 ， 但 确 已 包含 了 多 数 主要 的 决定 因素 。 

1. 潜在 “ 兆 ” 利 率 

多 数 经 济 和 金融 理论 家 相信 ， 存 在 着 一 个 作为 基础 的 潜在 
“净利 率 ， 它 与 经 济 的 长 期 再 生性 增长 有 关 。 如 果 没 有 通货 脱 
胀 ， 这 一 利率 将 成 为 无 风险 投资 的 通行 利率 。 这 一 利率 在 长 达 数 
10 年 的 期 间 是 相对 稳定 的 。 在 美国 ， 它 通常 在 2%% 到 3% 之 间 。 

2. 通货 膨 彩 

经 验 也 证 明 ， 通 货 膨胀 对 利率 有 重大 的 影响 。 在 9.4 节 中 将 
详细 讨论 这 一 因素 。 

3. 风险 和 不 确定 性 

经 验 也 证 明 ， 风 险 和 不 确定 性 对 利率 有 重大 的 影响 。 在 9.5 
节 中 将 详细 讨论 这 一 因素 。 

4. 投资 时 间 长 度 

在 市 场 上 通常 短期 与 长 期 的 贷款 和 投资 ,其 利率 是 不 同 的 ， 
而 其 他 方面 都 相同 。 此 种 现象 在 9.6 节 中 将 详细 讨论 。 

5. 信息 特性 

在 金融 理论 中 ，“ 高 效率 ”的 市 场 是 定义 为 那 种 购买 者 和 出 
上 信者 (此 处 为 借款 人 和 贷款 人 ) 具有 同样 信息 的 市 场 。 利 率 的 反常 
更 容易 在 “ 低 效 率 ” 的 市 场 中 发 生 。 在 当今 计算 机 信息 的 时 代 ， 
市 场 比 过 去 更 趋向 于 高 效率 。 然 而 ， 仍 然 保 留 着 某 种 市 场 的 “ 隔 
性 ”, 它 会 对 利率 有 影响 。 

6. 法 律 限 制 

有 些 利率 是 由 政府 控制 的 。 在 美国 ， 近 年 来 有 减少 控制 的 赵 
向 ， 因 此 这 成 为 一 个 比 过 去 较 不 重要 的 因素 。 但 无 论 如 何 ， 有 些 
利率 仍 有 一 定 程度 的 控制 。 

7. 政府 政策 

联邦 政府 通过 其 金融 与 财政 政策 影响 甚至 控制 利率 的 总 体 水 
平 。 基 本 的 控制 是 联邦 储备 局 调整 经 济 中 货币 供应 的 能 力 。 政 府 
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赤字 或 且 余 的 水 平 也 对 信贷 市 场 的 需求 方 有 很 大 影响 。 

8. 随机 波动 

除 上 述 各 项 以 外 , 利率 随时 间 的 变化 还 会 显示 出 随机 的 波动 , 
第 十 章 将 介绍 利息 的 随机 方法 。 

在 任 一 时 刻 ， 在 大 量 包含 利息 的 金融 业务 中 总 会 有 许多 各 种 
各 样 的 利率 。 然 而 ， 其 中 有 几 项 关键 短期 利率 常 被 大 家 看 作 利率 
动向 的 带头 羊 。 这 里 介绍 三 种 这 类 关键 利率 : 

1. 最 低 贷 款 利 率 一 这 是 由 主要 银行 在 给 高 度 合 作 伙伴 提 
供 货 教 时 所 用 的 基础 利率 ， 许 多 贷款 利率 都 参考 最 低 贷款 利率 。 

2. 联邦 基金 利率 一 这 是 商业 银行 之 间隔 夜 交换 的 储备 金 
利率 。 这 项 利率 每 天 变化 并 提供 利率 逐日 变动 的 信息 。 

3. 贴现 率 一 联邦 储备 局 对 成 员 银行 收取 的 贷款 利率 。 这 
项 利率 的 变化 预示 着 联邦 储备 局 金融 政策 的 重大 调整 ， 它 很 可 能 
产生 广泛 传播 的 影响 。 

与 上 述 利率 相 比 ， 长 期 利率 并 没有 单个 的 关键 指标 。 数 年 期 
国库 券 的 收益 率 可 能 是 长 期 利率 动向 的 一 个 合理 的 指 征 。 短 期 利 
率 与 长 期 利率 的 关系 将 在 9.6 节 中 进一步 讨论 。 

与 利率 动向 有 关 的 一 个 常用 术语 是 基点 。 一 百 个 基点 等 于 
百 分 之 一 。 这 样 ， 如 果 某 一 利率 从 9% 上 升 到 9.25%, 在 金融 界 会 
说 “利率 上 升 25 个 基点 ”。 

读者 在 实际 应 用 中 可 能 会 磁 到 的 另 一 个 术语 是 差额 。 这 一 
术语 经 常用 来 比较 两 种 不 同 的 利率 ， 其 中 之 一 常用 于 国库 券 。 例 
如 ， 假 若 一 年 到 期 的 国库 券 收 益 率 为 8.25%, 而 另 一 种 金融 手段 
的 收益 率 为 9.5 铝 , 则 可 以 说 “超过 一 年 期 国库 券 的 差额 为 125 个 
基点 ”。 






































$9.4 ”通货 膨胀 的 认识 
有 充分 证 据 表 明 , 利率 与 通货 膨胀 率 是 正 相关 的 , 也 就 是 说 ,两 
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者 随时 间 按 局 一 方向 变动 。 这 一 现象 从 表面 看 来 当然 是 合理 的 。 
通货 膨胀 意味 着 随时 间 增 长 而 损失 购买 力 。 于 是 贷款 人 当然 会 要 
求 比 原来 用 于 补偿 资金 价值 损失 时 更 高 的 利率 。 类 似 地 ， 借 款 人 
也 会 愿意 付 更 席 的 利率 (尽管 是 勉强 的 ), 因为 他 们 能 够 以 更 “ 便 
宣 ” 的 钱 款 去 偿还 贷款 。 

实际 上 ,我们 需要 更 深入 地 讨论 上 述 问题 。 人 们 可 能 会 想 ， 
这 两 者 之 间 的 关系 是 当前 利率 与 当前 通货 膨胀 率 之 间 的 关系 。 然 
而 ， 在 研究 过 这 种 现象 的 经 济 学 家 们 中 间 流 行 的 观点 是 ， 这 种 关 
系 应 该 是 当前 利率 与 通货 膨胀 的 期 望 率 {而 不 是 当前 通货 膨胀 
率 ) 之 间 的 关系 。 不 幸 , 这 使 得 凭 经 验 来 度量 这 种 关系 更 为 困难 ， 
因为 通货 脱 胀 的 期 户 率 不 能 客观 地 直接 度量 。 无论 如 何 ， 尽 管 期 
望 率 难以 精确 地 度量 ,证 据 表 明 此 种 关系 是 确实 存在 的 。 

扣除 通货 膨胀 后 的 利率 常 称 为 真实 利率 , 并 记 为 守 。 而 市 场 
上 的 实际 利率 常 称 为 表面 利率 , 并 记 为 i 。 我 们 用 不 带 上 标的 字 
母 i 来 记 ， 是 因为 它 就 是 我 们 在 本 书 中 一 直 使 用 的 熟知 的 利率 。 
请 读者 注意 我 们 这 里 用 的 “表面 ”(nominal) 利率 与 1.8 节 中 的 
nominal rate {和 名义 利 率 ) 和 7.3 节 中 的 nominal yield (名 义 收 益 ) 
具有 不 同 的 意义 ， 这 是 一 个 比较 容易 混淆 的 地 方 。 

我 们 将 通货 膨胀 率 记 为 7 并 暂 假 设 其 为 常数 。 这 样 与 上 述 相 
关 的 方程 就 是 




















1+i=(1+i)(1+7), (9.1) 


其 中 > > 0 及 i > > 0, 假设 通货 膨胀 率 是 正 的 。 请 读者 注意 符 
号 了 曾 在 5:9 节 中 用 来 代表 项 目 投资 率 ,而 在 第 七 章 中 又 曾 用 来 
代表 债券 的 息 票 率 。 符 号 ? 也 曾 在 8.3 节 中 用 来 记 不 动产 抵押 的 
开价 年 利率 。 

如 果 解 出 i, 就 得 到 


二 十 ?十 人 7 (9.2) 








这 样 ， 表面 利率 就 等 于 真实 利率 加 上 通货 膨胀 率 再 加 上 这 两 者 的 
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乘积 。 因 为 交叉 乘积 项 通常 为 小 量 ， 故 许多 人 倾向 于 将 其 忽略 而 
认为 表面 利率 就 是 真实 利率 与 通货 膨胀 率 之 和 。 











也 可 以 解 出 让 得 到 
1+¢ = 并， (9.34) 
= 二 (9.35) 


按照 上 面 概 述 的 理论 ，i 随时 间 的 变化 将 是 相对 稳定 的 。 然 
而 ， 守 和 7 将 同时 上 升 或 下 降 。 上 述 关系 并 不 精确 。?i 并 不 总 是 
常数 ， 与 了 间 的 联系 也 并 不 是 精确 的 。 也 存在 度量 与 时 间 延 迟 

”的 双重 问题 , 因为 7 应 当 是 通货 膨胀 的 期 望 率 。 因 此 ， 这 些 公式 
不 应 被 看 作为 精确 的 关系 ， 它 们 更 应 该 被 看 为 经 验 法 则 。 

无 论 如何 , 在 进行 含有 通货 膨胀 率 的 计算 时 公式 (9.3a) 还 是 
相当 有 用 的 。 例如， 假设 对 在 n 个 时 期 中 每 时 期 之 末 支 付 的 一 系 
列 付款 求 其 现时 值 ， 其 中 时 刻 0 的 基础 付款 为 R, 而 其 后 的 每 次 
付款 则 要 反映 通货 膨胀 。 如 果 7 是 周期 通货 膨胀 率 ， 而 i 是 周期 
利率 ， 则 由 应 用 公式 (4.39) 可 得 到 这 一 系列 付款 的 现时 值 为 








1+r (1 十 >)2 .+r 
1+ (+ {1 + i)? 
1-[ 开 ]” 
= R(1 +7)—s . (9.4) 


然而 ， 如 果 我 们 使 用 公式 (9.3a), 则 此 问题 的 解答 应 为 


1 1 1 
四 一 i 9.5 
R [+ + 5 





(9.4) 式 与 (9.5) 式 产生 相同 的 数值 答案 且 有 一 个 有 趣 的 字面 
解释 ， (9.4) 式 表示 上 述 带 有 通货 膨胀 的 付款 按 表面 利率 计算 
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的 现时 值 。 然 而 ， 在 (9.5) 式 中 看 来 这 与 排除 通货 膨 联 的 付款 按 
真实 利率 计算 的 现时 值 相等 。 

上 述 字面 解释 实际 上 向 我 们 提供 了 如 下 的 对 实际 情形 中 计算 
未 来 付款 的 现时 值 的 更 一 般 的 准则 : 

1. 如 果 未 来 付款 不 受 通货 膨胀 影响 ， 则 按 表面 利率 贴现 。 

2. 如 果 未 来 付款 按 反 映 通货 膨胀 率 来 调整 , 旦 调整 是 反映 在 
付款 金额 上 ， 则 也 按 表面 利率 贴现 。 

3. 如 果 未 来 付款 按 反 映 通 货 膨胀 来 调整 , 但 此 调整 并 不 反映 
在 付款 金额 上 ， 则 正确 的 做 法 是 按 真实 利率 贴现 。 

以 上 讨论 包含 了 现时 人 分析。 如 果 将 通货 路 胀 与 积累 值 联系 
起 来 考虑 也 是 很 有 意义 的 。 考 虑 一 种 通常 的 情形 ， 有 一 位 投资 者 
以 利率 i 投资 金额 A, 历时 个 时 期 。 此 项 投资 在 n 个 时 期 之 末 
按 “表面 金额 ”之 值 为 

A(1 + i)”. (9.6) 


然而 ， 在 那个 未 来 的 日 子 这 笔 投 资 实际 上 究竟 值 多 少 呢 ? 如 
末 通 货 膨 胀 率 为 7, 则 此 项 投资 在 ? 个 时 期 之 末 的 购买 力 为 
(+ 
(1+ rr) 








A 一 (ET 十 如) (9.7) 














这 样 ， 因 为 i > 2 此 项 投资 按 “实际 金额 ” 之 值 较 低 。 许 多 投资 
者 会 发 现 既 按 “ 实 际 ”结果 也 按 “表面 ” 结果 来 分 析 其 投资 项 目 是 
很 有 启迪 的 ， 它 比 只 分 析 表 面 结 果 要 好 。 在 上 述 讨论 中 ， 隐 全 着 
一 个 假定 i > r, 即 表面 利率 大 于 通货 膨胀 率 。 一 般 说 来 ， 这 一 关 
系 是 会 成 立 的 ， 特 别 是 对 于 一 个 相当 长 的 时 期 来 说 。 

然而 ， 在 某 些 情形 下 ， 至 少 对 某 些 投资 者 ， 情 况 却 可 能 不 是 
这 样 。 例 如 ， 美 国 在 1979 一 1981 期 间 按 消费 品 价格 指数 (CPI 
这 可 能 是 使 用 最 广泛 的 通货 膨胀 指数 ) 测 得 的 通货 脱 胀 率 为 “两 
位 数 ”( 超 过 10%) 。 而 在 此 期 间 却 有 数 10 亿美 元 按 7% 左右 的 
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利率 投资 于 屠 莱 帐户 。 对 于 这 些 投资 者 来 说 ， 他 们 的 存款 的 “ 吉 
面 价值 ”是 增加 了 ， 而 “实际 价值 ” 却 下 降 了 。 

对 于 利率 与 通货 膨胀 率 之 间 的 关系 的 传统 分 析 感 兴趣 的 读者 
可 以 参看 本 书 末 参考 文献 中 所 列 的 IFisher (1930) 的 著作 。 

例 9.1 一 家 保险 公司 在 支付 条 款 下 为 一 项 个 人 伤害 诉讼 作 
出 年 度 支付 。 第 一 笔 $24000 的 付款 刚 付 出 ， 还 要 付 10 笔 款 。 未 
来 付款 将 按照 消费 品 价 格 指数 进行 ， 即 假设 每 年 增加 5 咒 , 若 利率 
为 8%, 试 求 余 留 债务 的 现时 值 。 

在 此 例 中 表面 利率 为 i = 0.08, 而 通货 膨胀 率 为 7 = 0.05 。 
这 样 ， 按 照 (9.3b) 式 真实 利率 为 

0.08 一 0.05 
+0.05 

在 实践 中 ,许多 人 会 认为 真实 利率 就 是 表面 利率 与 通货 膨胀 
率 之 差 , 即 i 二 0.08 一 0.05 = 0.03 。 虽然 这 是 一 个 容易 使 用 的 经 
验 法 则 ， 但 它 确实 常常 会 夸大 了 正确 的 值 。 

由 公式 (9.4) 可 算出 现时 值 为 
乾 ]” 


1— |1% 
240000.05) 二 上 革 = 


算 到 元 为 止 。 如 果 使 用 公式 {9.5), 可 得 

1— (1.028571)-10 
0.028571 

也 算 到 元 为 止 。 这 也 从 数值 上 验证 了 (9.4) 和 (9.5) 给 出 的 两 种 方 

法 的 等 价 性 。 














= 0.028571. 


$206226, 








24000aTg0.028571 = 24000 $206.226, 


89.5 ”风险 和 不 确定 性 的 反映 


在 本 书 的 以 前 各 章 中 ， 当 我 们 考虑 未 来 的 付款 时 ， 实 际 上 隐 
含 着 一 种 假定 ， 即 这 种 付款 金额 都 是 已 知 和 的， 而 且 肯 定 会 在 已 知 
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的 时 刻 付 款 。 然 后 在 此 前 提 下 继续 进行 分 析 。 在 某 些 包含 利息 的 
金融 业务 中 情况 确实 是 如 此 ， 例 如 ， 购 买 国库 券 并 将 其 保持 到 到 
期 为 止 。 然 而 ， 在 另 一 些 情况 下 会 有 一 种 或 多 种 风险 和 不 确定 性 
因素 。 

在 本 书 中 我 们 使 用 的 “风险 ”和 “不 确定 性 ”这 两 个 术语 是 可 
以 互 换 的 。 然 而 ， 在 会 计 学 的 文献 中 这 二 者 是 有 区 别 的 。 在 那里 ， 
“风险 ”是 不 确定 性 中 可 以 定量 化 的 子 集 。 于 是 ， 风 险 可 以 在 某 些 
条 人 忻 下 写 入 金融 报表 中 去 ， 而 非 定 量化 的 不 确定 性 则 不 能 反映 进 
去 。 在 本 书 中 我 们 将 不 作出 这 样 的 区 别 ， 但 读者 在 别处 可 能 会 碰 
到 这 样 的 区 别 。 

当 我 们 用 贴现 资金 流 的 方法 去 分 析 那 些 包含 有 对 未 来 时 刻 的 

收入 与 或 支出 进行 估计 的 商业 与 金融 业务 时 ， 风 险 与 不 确定 性 的 
水 平 会 大 大 提高 。 然 而 ， 即 使 对 于 范围 较 锋 的 、 意 义 明确 的 借贷 
业务 ， 也 存在 着 可 观 的 风险 与 不 确定 性 。 例 如 拖欠 付款 的 风险 ， 
抵押 贷款 预付 或 再 筹措 资金 的 可 能 性 ， 与 再 投资 率 相 关 的 风险 ， 
及 通知 偿还 债券 不 确定 的 偿还 日 期 等 。 
有 两 类 风险 会 影响 诸如 债券 和 抵押 贷款 之 类 投资 的 市 场 值 。 
第 一 种 叫 市 场 风 位 , 它 是 一 种 由 利率 变化 而 引起 的 未 来 价格 变化 
的 风险 。 正 如 我 们 在 前 面 几 章 中 所 看 到 的 ， 这 些 投 次 市 场 价 格 的 
变化 方向 与 通行 利率 水 准 的 变化 方向 是 相反 的 。 

第 二 种 叫 信用 风 丛 , 它 由 未 来 违约 的 可 能 性 所 引起 。 例 如 考 
目 两 种 倘 券 A 和 B, 它们 有 同样 的 息 票 、 偿 还 值 和 到 期 日 。 债 券 
A 是 由 联邦 国库 发 行 的 ， 而 债券 B 则 是 高 风险 的 公司 债券 。 显 
然 ， 由 于 有 违约 的 风险 ， 偿 券 B 在 市 场 上 的 售 价 要 比 债券 A 低 
得 多 。 这 样 ， 合 券 B 在 到 期 日 的 收益 会 明显 高 于 怀 券 A, 因 其 价 
格 较 低 。 由 于 这 个 缘故 ， 高 风险 债券 也 常常 叫做 高 收益 债券 。 

因此 ， 在 对 债券 进行 估价 时 ， 如 果 将 违约 风险 转 全 为 计算 的 
收益 率 的 变化 ， 则 它 将 导致 收益 率 的 明显 增 大 。 然 而 ， 这 样 算出 
的 收益 率 会 误导 潜在 的 投资 人 。 事 实 上 ， 此 收益 率 只 有 当 所 有 付 
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款 均 由 借款 人 按期 付 给 时 才能 实现 。 另 一 方面 ， 假如 确实 发 生 违 
约 ， 则 投资 人 将 受到 很 大 的 损失 。 
让 我 们 用 一 个 简单 的 例子 来 表述 这 些 概念 。 考 虑 一 笔 $1000 
的 一 年 期 偿 券 ， 它 有 8 叹 的 年 度 息 票 ， 按 票面 到 期 。 假如 市 场 上 
无 风险 投资 的 通行 收益 率 为 8%, 而 市 场 相信 这 种 证 券 没 有 违约 
风险 ， 则 此 债券 将 以 $1000 出 售 。 

读者 可 能 会 问 怎样 才能 确定 “无 风险 " 的 利率 。 在 美国 , 国庆 
券 的 收益 被 认为 是 无 风险 的 ， 所 有 其 他 投资 均 被 看 作 有 一 定 程度 
的 违约 风险 。 

现在 考虑 一 种 在 其 他 方面 完全 相同 的 债券 ， 它 存在 可 观 的 违 
约 风险 。 假 设 此 债券 以 $940 在 市 场 上 出 售 。 价 格 上 $60 的 差别 
是 因为 违约 风险 而 给 债券 购买 者 的 补偿 。 

如 果 我 们 忽略 违约 的 概率 而 计算 此 债券 的 收益 率 ， 则 有 下 列 
求 值 方 程 


























工 十 让 

它 给 出 1 = 0.1489 或 14.89 中 。 这 一 利率 超过 无 风险 利率 的 部 
分 ， 即 14.89 归 一 8 叹 = 6.89%, 常 被 丈 为 利率 中 的 风险 上 溢 。 一 
般 说 来 ， 投 资 的 风险 越 大 ， 风 险 上 溢 就 越 高 。 

然而 ， 这 样 算出 的 收益 率 会 使 人 误解 。 如 果 不 发 生 违 约 ， 此 
债券 的 收益 率 确实 会 是 14.89% .但 如 果 发 生 完全 违约 ， 则 实际 
上 实现 的 收益 率 将 为 -100 又 。 如 果 发 生 部 分 违约 ， 则 实现 的 收 
益 率 将 介 于 上 述 两 者 之 间 。 

人 们 可 能 很 想 知道 在 购买 此 种 高 风险 债券 时 隐 含 的 违约 概 
率 。 我 们 定义 一 次 未 来 付款 的 期 望 现 时 仁 (EPV) 为 其 现时 值 乘 
上 付款 的 概率 。 可 以 计算 隐 含 的 付款 概率 ( 记 为 P)， 
_ 1080 
二 PT08， 
它 给 出 p = 0.94 。 因 而 ， 隐 含 的 违约 概率 为 .06 。 注 意 现时 信和 是 
按 无 风险 利率 8% 计算 的 。 
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以 上 分 析 看 来 是 有 效 的 ， 但 还 需要 修正 。 假 如 债券 购买 人 确 
实 认为 违约 概率 为 高 达 .06 的 话 ， 他 是 不 大 会 愿意 花 8$940 去 买 
这 种 债券 的 。 当 投资 者 能 够 以 8% 收益 率 买 到 无 风险 投资 时 ， 为 
什么 他 还 要 去 买 一 种 仅 有 同样 高 的 期 望 收 益 率 的 高 风险 投资 呢 ? 

因此 ， 用 象 $940 这 样 的 价格 去 购买 这 样 一 种 高 风险 侠 券 的 
一 个 更 合理 的 解释 是 : $60 的 价格 差 部 分 是 代表 违约 的 福 率 ， 部 
分 则 代表 购买 者 有 更 高 收益 作为 对 风险 假设 的 补偿 。 

假定 投资 者 认为 , 象 这 样 程度 的 风险 值 应 增加 3% 的 收益 率 ， 
即 收 益 率 应 为 11%, 而 不 是 8 名 。 这 样 ， 隐 含 的 付款 概率 p 可 由 
下 式 决定 0 _ ne0 

1.11 
它 给 出 p= 二 0.9661 。 因 而 隐 含 的 违约 概率 为 .0339 。 显然 此 答案 
不 是 唯一 的 ， 收 益 率 与 违约 概率 的 其 他 配对 组 合 方式 也 可 以 产生 
3940 的 价格 。 

上 面 的 分 析 是 考虑 孤立 地 购买 一 种 债券 。 现 在 转 而 考虑 多 种 
债券 的 组 合 ， 其 中 每 一 种 都 类 似 于 上 述 的 债券 ， 故 需 应 用 大 数 定 
律 。 如 果 此 组 合 的 实际 违约 率 为 .0339, 则 整个 组 合 的 收益 率 将 为 
11 铬 。 当 然 ， 在 实际 情形 中 违约 率 将 不 是 精确 地 等 于 -0339, 而 是 
遵 笨 某 种 形式 的 概率 分 布 。 可 以 应 用 数理 统计 的 结果 以 作出 对 整 
个 组 合 预 期 的 各 种 可 能 收益 率 的 概率 的 叙述 。 这 将 在 例 9.3 中 阐 
述 























现在 让 我 们 将 上 面 的 例子 转 一 个 方向 ， 用 另 一 种 观点 去 看 
它 。 假 设 我 们 要 将 风险 因素 从 利率 中 分 离 出 来 并 予以 定量 化 。 如 
果 此 债券 的 价格 为 $940, 而 无 风险 利率 为 8 锅 , 则 在 年 末 的 值 应 为 
940(1.08) = $1015.20, 这 种 将 风险 定量 化 的 途径 把 期 望 的 屡 清 值 
从 $1080 下 调 到 $1015.20 以 反映 风险 ， 然 后 按 无 风险 利率 计算 
现时 值 。 

这 第 二 种 方法 展示 了 一 种 有 时 在 金融 分 析 中 会 造成 的 误差 。 
将 风险 定量 化 的 一 种 方法 是 调整 利率 。 将 风险 定量 化 的 第 二 种 方 
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法 是 调整 付款 金额 。 这 是 两 种 不 同 的 ， 但 都 是 有 效 的 将 风险 定量 
化 的 方法 。 有 时 会 犯 的 错误 是 两 者 同时 进行 ， 即 既 降 低 期 望 的 付 
款 金 额 又 提高 利率 。 这 样 做 是 有 缺点 的 ,因为 它 “重复 计 及 ”所 包 
会 的 风险 、 

现在 将 此 结果 推广 到 包含 有 多 次 付款 的 更 复杂 的 情形 。 考 虑 
在 时 刻 1,2,…,n 给 出 的 一 系列 未 来 付款 Ri, R2,… ,Rn 。 例 
如 ， 有 一 种 10 年 期 的 $1000 债券 附 有 8 名 的 年 度 息 票 ， 对 其 有 
RI1= Ro=… 二 Rg = 80 及 Rio = 1080 。 假设 各 次 付款 的 概 
率 分 别 为 p1,p2,… ,Pn 。 则 这 一 系列 付款 的 期 望 现时 值 为 
































EPV = 5 Rl + i) pe, (9.8) 
i#=1 
其 中 i 是 反映 如 上 述 讨论 所 包含 风险 的 适当 的 利率 。 
公式 (9.8) 包括 了 三 个 关键 值 : {1) 期 望 现时 值 PPV, (2) 收 
益 利 率 纪 及 (3) 对 时 刻 t 一 1,2,…n 的 付款 pt 的 概率 。 在 实际 
中 碰 到 的 情形 是 知道 两 个 值 求 第 三 个 值 。 
使 情况 复杂 化 的 一 点 是 存在 着 许多 种 可 以 用 的 概率 pe 的 形 
式 。 常常 使 用 的 一 种 关于 违约 风险 的 假设 是 令 违约 概率 在 每 一 时 
期 中 为 常数 。 设 此 种 在 一 个 时 期 中 的 常数 违约 概率 为 9 。 则 对 应 
的 不 违约 概率 应 为 p = 1 一 9 。 在 此 假设 下 ， 第 + 次 付款 确实 支 
付 的 概率 为 











Pe 一 2， (9.9) 


这 是 因为 第 + 次 付款 只 有 当头 t 个 时 间 区 段 均 不 违约 才 会 支付 。 
在 此 简化 假设 下 ， (9.8) 式 变 为 


EPV = ba [二 | (9.10) 


它 比 一 般 形式 (9.8) 更 便于 应 用 。 当 然 ， 付 款 概率 pt 取 其 他 形式 
也 是 可 能 的 ， 在 这 种 更 复杂 的 情形 下 将 会 用 (9.8) 式 。 
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我 们 现在 来 更 一 般 地 考虑 对 一 系列 未 来 付款 如 何 讨 算 期 一 现 
时 值 。 下 面 是 在 任何 特定 情形 中 可 能 会 遇 到 的 三 类 主要 风险 : 

1. 付款 概率 。 

2- 付款 金额 。 

3. 付款 时 间 的 确定 。 

上 面 所 说 的 违约 风险 的 分 析 属 于 第 一 类 。 这 也 是 我 们 在 本 节 
中 处理 的 基本 风险 。 对 于 诸如 抵押 贷款 和 债券 之 类 的 投资 来 说 ， 
付款 的 金额 和 时 间 看 来 都 是 明确 的 ， 因此 看 起 来 不 象 有 第 二 类 和 
第 三 类 的 风险 。 

但 事实 上 这 些 类 型 的 风险 也 是 确实 存在 的 。 例 如 ， 抵 押 贷 款 
的 预付 款 连同 再 投资 率 的 考虑 会 构成 一 个 值得 注意 的 时 间 确 定 上 
的 风险 。 又 如 贴息 随 偿还 日 期 而 变化 的 通知 偿还 债券 就 兼 有 金额 
与 时 间 的 风险 。 

当 我 们 越 出 正规 借贷 业务 的 范围 ， 而 试图 去 分 析 更 一 般 的 商 
业 与 金融 业务 时 ， 如 果 其 中 需要 估计 在 未 来 不 同时 刻 的 收入 和 
(或 ) 支出 ， 则 所 有 三 种 风险 都 是 重要 的 。 有 很 多 有 关 这 种 类 型 分 
析 的 精算 学 文献 ， 其 中 许多 已 越 出 了 本 书 的 范围 。 

虽然 对 利率 给 予 风 险 上 溢 可 能 是 处 理 违约 风 险 的 一 种 合适 的 
方法 ， 但 它 对 处 理 其 他 类 型 的 风险 不 一 定 是 合适 的 。 

例如 ， 考 虑 两 笔 投资 A 和 B 。 它们 在 20 年 内 每 年 之 末 都 支 
付 估 计 $1000 的 款项 。 投 资 A 有 相对 较 低 的 风险 故 其 现时 信 按 
10% 利率 计算 。 投 资 B 有 相对 较 高 的 风险 ， 其 现时 值 按 20% 利 
率 计 算 。 表 9.1 比较 了 这 两 项 投资 第 一 次 付款 和 最 后 一 次 付款 的 
现时 值 { 算 到 元 为 止 ) 。 

这 样 ， 对 第 一 年 末 的 付款 ， B 的 现时 值 与 A 的 现时 值 的 比 
值 是 92%% 。 然 而 ， 对 第 20 年 末 的 付款 ， 此 比值 成 为 17 鲍 。 如 果 
说 B 的 风险 较 大 是 由 于 违约 概率 随时 间 而 增 大 , 则 这 种 比值 还 是 
合理 的 。 但 如 果 B 的 风险 较 大 是 由 于 其 他 因素 ， 例 如 20 年 期 间 
付款 金额 有 较 大 变化 ， 则 这 样 的 比值 就 不 合理 了 。 
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衣 9.1 用 风险 调整 利率 计算 的 现时 值 比较 








付款 $1000 的 现时 值 

投资 第 一 年 末 付 款 ”第 20 年 末 付 款 
A F909 $149 
$833 $26 
比值 B/A 92% 17% 














在 金融 文献 中 已 有 相当 全 面 的 对 资产 定价 风险 的 分 析 。 本 书 
10.4 节 中 将 讨论 最 常用 的 资产 定价 模型 。 

提醒 读者 注意 在 对 利率 作风 险 上 游 时 容易 犯 一 种 常见 的 错 
误 。 基 于 本 节 中 的 分 析 ， 看 来 利率 风险 的 反映 会 使 利率 增高 。 这 
对 资产 估价 当然 是 正确 的 ， 因 为 利率 较 高 会 产生 较 低 的 现时 值 。 

然而 。 对 于 债务 情况 却 相反 。 在 此 种 情形 下 ， 随 风险 而 调整 
的 利率 将 低 于 (而 不 是 高 于 ) 无 风险 利率 。 这 一 点 在 会 计 积 金融 文 
献 中 并 非 总 是 正确 地 认定 的 ， 因 为 人 们 较 多 地 注意 资产 的 风险 分 
析 而 较 少 注意 债务 的 风险 分 析 。 

为 了 研究 这 种 现象 ， 考 虑 两 家 保险 公司 A 和 B, 它们 都 希望 
出 售 一 批 由 承诺 在 将 来 付款 组 成 的 债务 。 然 而 A 的 债务 有 相对 较 
低 的 风险 , 而 B 的 债务 则 有 相对 较 高 的 风险 。 显然 ,公司 B 不 得 
不 比 公司 入 付 更 高 的 代价 以 使 第 三 家 公司 愿意 接受 这 批 债 务 。 如 
果 这 一 较 高 的 代价 用 利率 来 度量 ， 这 意味 着 在 计算 债务 的 现时 值 
时 对 公司 B 比 对 公司 A 要 用 较 低 的 利率 。 这 一 点 将 在 10.4 节 中 
作 更 详细 的 分 析 。 

最 后 要 注意 在 本 节 中 我 们 并 未 处 理 再 投资 率 的 风险 ， 这 是 一 
个 非常 重要 的 风险 ， 但 将 在 本 书 中 别处 处 理 。 

例 9.2 ”无 风险 10 年 期 使 券 的 通行 收益 率 为 9 史实 质 利率 。 
一 项 $1000 的 附 年 度 息 票 10 年 期 债券 按 息 票 率 9% 发 行 。 {1) 
如 果 每 年 的 违约 概率 为 .005, 且 投 资 者 需要 有 11%% 的 收益 率 以 补 
偿 违 约 风 险 ， 求 投资 者 愿意 支付 的 购买 价格 。 (2) 求 此 项 业务 中 
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利率 的 风险 上 洪 。 
1. 倘若 此 债券 为 无 风险 ， 它 显然 将 按 票面 出 售 ， 即 价格 应 为 
$1000 。 我 们 可 以 用 公式 (9.10) 来 求实 际 价格 


0.995 0.995 0.995 0.995 AI 
"+ 111l "| o00 (TH ) 
= $852.825. 
(由 几何 级 数 求 和 。) 





2. 由 下 列 求 值 方程 以 确定 债券 的 收益 3 
852.825 = 90ag + 1000(1 + i)™10. 


如 果 用 7.6 节 中 建立 的 方法 来 送 代 解 此 方程 ， 即 得 收益 率 为 i = 
11.56%5 。 这样 ， 利 率 的 风险 上 滋 为 11.56 始 一 9% 一 2.56%。 值 
得 注意 ， 风 险 上 洲 近 似 等 于 两 种 利率 的 差 ( 即 11% 减 9%) 再 加 
上 违约 率 0.5% 。 

例 9.3 考虑 本 节 中 讲 过 的 一 个 例子 ， 即 一 项 $1000 一 年 期 
8% 的 债券 以 $940 出 售 ， 如 购买 者 有 11% 的 收益 率 和 隐 仿 的 违 
约 概率 .0339 。 今 假设 购买 了 由 500 种 这 样 的 债券 构成 的 多 种 债 
券 组 合 。 试用 正 态 分 布 去 确定 整个 组 合 中 平均 违约 概率 的 95 锣 演 
信 区 间 。 

违约 概率 的 标准 差 等 于 


pa 1(0.0339)(0.9661) _ 
op 一 00 = .0081. 


从 而 用 正 态 分 布 的 95%% 置信 区 间 为 
Jip 土 1.960p = 0.0339 士 1.96(0.0081) 























或 (0.0180, 0.0498) .如 转换 到 收益 率 , 则 置信 区 间 为 (9.17%%, 12.83%%) 。 
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89.6 ”收益 曲线 


另 一 个 影响 利率 水 准 的 因素 是 投资 时 期 的 长 度 。 通常 而 言 , 
在 任何 时 刻 短期 利率 与 长 期 利率 是 不 同 的 , 这 一 现象 称 为 利率 的 
期 限 结构 。 表 9.2 是 一 张 展示 期 限 结构 的 假设 的 时 间 表 。 

表 9.2 展示 了 一 种 祖 况 ， 在 其 中 当 投 资 时 期 长 度 增 大 时 利率 
也 增高 。 换 言 之， 长 期 利率 高 于 短期 利率 。 这 种 形式 在 实践 中 经 
常会 碰 到 。 超 过 5 年 时 期 也 可 处 理 ， 但 表 9.2 保持 较 短 的 时 期 ， 
使 展示 概念 时 较为 简单 。 

表 9.2 ”假设 的 利率 期 限 结构 


投资 时 期 长 度 ”利率 
一 1 年 700 殉 





2 年 8.00 
3 年 8.75 
4 年 9.25 
5 年 9.50 


另 一 种 用 来 描述 利率 期 限 结构 的 方法 是 绘制 收益 曲线 。 图 
9.1 就 描绘 了 表 9.2 中 所 得 利率 的 收益 曲线 。 

当 利率 象 表 9.2 中 那样 随 投资 时 期 长 度 而 增长 , 称 为 “收益 基 
线 有 向 上 坡度 ”。 图 9.1 中 的 坡度 与 通常 遇 到 的 相 比 有 些 夺 大 ， 
这 是 为 了 使 此 种 效应 看 得 更 清楚 。 

已 经 发 展 了 几 种 理论 来 解释 为 什么 市 场 上 通常 碰 到 的 利率 会 
有 这 种 向 上 的 坡度 。 第 一 种 理论 称 为 期 望 理 论 。 按照 这 种 理论 ， 
个 人 和 企业 的 期 望 利率 在 未 来 上 升 的 百分比 大 于 期 望 利率 在 未 来 
下 降 的 百分比 。 

第 二 种 理论 是 流动 贪 好 音 论 。 按照 这 种 理论 ， 个 人 和 企业 作 
短期 投资 的 意愿 强 于 作 长 期 投资 的 意愿 ， 这 样 他 们 对 自己 的 基金 
可 以 有 较 早 的 享用 权 ， 也 就 是 保持 “流动 ” . 必须 增加 长 期 投资 利 
率 以 吸引 投资 人 较 长 时 期 地 提供 基金 。 自然 ， 这 一 理论 是 9.2 节 
中 讨论 的 “利息 的 时 间 偏 好 理论 ”的 推广 。 
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9.00 


一 ws- 


2 
投资 期 长 度 (年 7 














图 9.1 例 示 收益 曲线 





第 三 种 理论 是 通货 膨胀 上 溢 理 论 。 按照 这 种 理论 ， 投资 者 对 
未 来 的 通货 膨胀 率 感到 有 很 大 的 不 确定 性 ， 因 此 对 长 期 投资 要 求 
较 高 的 利率 。 如 车 我 们 在 9.4 节 中 所 看 到 的 ， 较 高 的 通货 膨胀 率 
会 导致 较 高 的 利率 ， 从 而 使 诸如 抵押 贷款 和 债券 之 类 投资 的 市 场 
价值 降低 。 长 期 资产 价值 比 短期 资产 价值 更 容易 受到 这 种 利率 变 
动 的 影响 。 


当然 ， 在 自由 市 场 上 偶然 也 会 发 生 例外 ， 在 茶 些 时 候 短期 利 
率 会 超过 长 期 利率 。 这 种 情况 常用 颠倒 收益 曲线 来 描述 。 虽然 
此 种 情况 并 不 经 常 发 生 ， 但 在 80 年 代 早 期 确 有 一 个 相当 长 的 时 
期 , 在 此 时 期 内 美国 的 收益 曲线 是 颠倒 的 .为 什么 会 发 生 这 种 情形 
呢 ? 有 一 种 解释 是 : 由 于 联邦 储备 局 实行 非常 严格 的 货币 政策 
以 及 通货 膨胀 率 相当 高 ， 因 此 造成 短期 利率 高 得 异常 。 长 期 利率 
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则 保持 了 对 常态 收益 的 期 望 ， 因 此 是 比较 低 的 。 同 时 还 发 展 了 一 
些 其 他 的 理论 以 解释 当时 的 颠倒 收益 曲线 。 

更 经 常 的 至 少 在 期 限 结构 中 大 部 分 时 期 过 到 的 另 一 种 类 型 是 
平坦 收益 曲线 。 例如, 它 可 以 在 稳定 时 期 发 生 。 在 这 种 稳定 时 期 ， 
投资 者 并 不 预期 投资 市 场 或 未 来 的 通货 膨胀 率 会 有 很 大 的 变化 。 

收益 曲线 中 的 利率 经 常 称 为 现 率 。 例如， 在 表 9.2 中 三 年 的 
现 率 为 8.75% 。 这 一 术语 有 点 类 似 于 8.8 节 中 定义 的 术语 “现货 
价格 ”。 读者 可 能 会 问 , 既然 如 抵押 贷款 和 债券 之 类 的 多 数 投资 包 
含有 在 不 同时 刻 付款 的 混合 ， 那 末 现 率 该 如 何 确定 呢 ? 实际 上 ， 
确定 现 率 相对 来 说 是 容易 的 。 

有 些 称 为 拆 开 国库 类 的 证 券 是 把 国库 券 的 息 票 从 偿还 值 中 
分 离开 来 。 这 些 各 别 的 息 票 和 偿还 值 又 重新 组 合成 为 一 系列 具有 
不 同期 限 的 无 息 票 债券 。 这 些 拆 开国 库 券 在 任 一 时 刻 的 收益 率 提 
供 了 无 风险 收益 曲线 的 即刻 读数 。 这 些 值 很 容易 从 每 天 的 华尔街 
日 报 上 读 到 。 

对 5.2 节 中 定义 的 内 返回 率 的 一 称 批 评 是 认为 它 忽略 了 利率 
的 期 限 结构 。 而 它 用 一 个 不 计 及 这 笔 业务 时 间 长 短 的 单个 利率 。 

故 从 这 一 观点 来 看 ， 内 返回 率 的 计算 包含 了 收益 曲线 上 许多 不 同 
现 率 的 复杂 的 平均 。 

我 们 来 考虑 对 一 系列 未 来 付款 ( 正 的 或 负 的 ) 计算 其 净 现 时 
值 的 公式 (5.2) 
















































































PO) = Dut. (5.2) 
t=0 


此 公式 是 基于 单个 利率 i 。 

另 一 种 可 以 使 用 的 做 法 是 将 每 次 付款 按 其 伴随 的 现 率 进行 巾 
现 。 这样， 如 果 将 长 度 为 上 的 时 期 的 现 率 记 为 tt 则 公式 (5.2) 的 
一 种 推广 的 形式 就 是 


PGJ = TL +i) (9.11) 


t=0 
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我 们 用 符 导 P(is) 来 记 这 样 的 事实 ， 即 净 现时 值 是 基于 一 系列 的 
现 率 认 。 

读者 应 注意 公式 (9.11) 与 公式 (3.35) 是 相似 的 , 故 现 率 的 使 
用 是 3.9 节 中 讨论 的 变 利 率 年 金 值 计算 的 一 个 重要 的 应 用 。 
常 可 断言 ， 按 这 样 形式 计算 的 现时 值 能 比 按 常 数 收益 率 计算 
的 现时 值 更 好 地 反映 经 济 现实 。 例 如， 让 我 们 考虑 两 种 10 年 期 
债券 A 与 B 。 债券 A 有 5% 的 年 度 息 票 。 而 债券 B 有 10% 的 
年 误 息 票 。 假 设 两 种 债券 都 按 同样 的 到 期 收益 率 来 定价 。 则 按照 
我 们 以 前 的 分 析 ， 对 投资 者 来 说 这 两 种 债券 并 无 区 别 ， 因 为 其 收 
益 率 相等 。 

然而 ， 假 如 我 们 计算 基于 现 率 的 修正 值 ， 则 我 们 将 会 发 现 这 
种 相等 不 再 成 立 。 这 是 因为 付款 的 发 生 方式 不 相同 。 债 券 A 在 到 
期 以 前 付 得 相对 较 少 ,而 债券 B 则 付 得 相对 较 多 。 这样 ， 债 券 A 
与 债券 B 相 比 是 更 为 长 期 性 的 投资 , 这 一 点 当 用 收益 曲线 上 的 不 
同 现 率 来 计算 时 就 会 反映 出 来 。 在 9.8 节 中 将 给 出 度量 这 种 平均 
债券 期 限 的 差别 的 一 种 解 术 方 法 。 

另 一 种 利率 的 形式 中 今后 率 。 这 是 一 种 将 在 未 来 出 现 的 现 
率 。 本 质 上 ， 今 后 率 可 以 视 为 未 来 的 再 投资 率 。 

为 了 说 明 这 一 概念 , 让 我 们 考虑 一 家 企业 , 它 要 借 一 大 笔 钱 ， 
为 期 2 年 。 提 供给 这 家 企业 的 是 表 9.2 中 展示 的 收益 率 曲线 。 这 
家 企业 有 两 种 选择 。 第 一 种 选择 是 按 8 名 的 2 年 现 率 借款 2 年 。 
第 二 种 选择 是 先 按 7% 的 1 年 现 率 借款 1 年 ， 然 后 在 第 2 年 按 1 
年 后 有 效 的 1 年 现 率 再 借款 。 这 个 第 2 年 的 1 年 现 率 就 称 为 “ 今 
后 率 ”。 

现在 来 分 析 这 两 种 选择 。 记 今后 率 为 了 。 如果 






































(1.08)? 一 (1.07)( + 有 ), 





则 这 两 种 选择 对 于 这 家 企业 是 没有 区 别 的 .上 式 可 解 出 f 二 0.0901 
或 9.01%, 这 就 是 说 ， 如 果 这 家 企业 预期 今后 率 会 大 于 9.01 人 各, 则 
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措 款 时 应 该 取 第 一 种 选择 。 但 假如 预期 今后 率 会 小 于 9.01 外 , 则 
应 该 取 第 二 种 选择 。 请 读者 注意 符号 在 5.9 节 中 曾 用 来 表示 项 
目 借贷 率 。 

应 该 注意 ， 当 用 到 今后 率 时 ， 我 们 要 仔细 地 确定 两 个 时 期 ， 
即 推迟 的 时 期 和 今后 率 作用 的 时 期 。 例如， 从 现在 起 第 3 年 到 第 
8 年 的 设想 的 今后 率 应 该 是 一 个 估计 的 推迟 3 年 的 5 年 现 率 。 在 
上 面 的 例子 中 所 用 的 今后 率 则 是 推迟 1 年 的 1 年 现 率 。 

在 利率 的 期 限 结构 中 使 用 现 率 和 今后 率 ， 实际 土 是 在 分 析 投 
资 和 借款 的 各 种 可 选择 方案 时 引进 了 比 我 们 以 前 所 用 更 为 精确 的 
方法 。 它 已 经 成 为 许多 更 复杂 的 现代 金融 业务 《如 套 期 保值 和 套 
利 决策 ) 的 基础 。 

本 节 并 没有 对 这 一 课题 给 出 全 面 的 阐述 ， 但 确实 也 引进 了 基 
本 概念 。 读者 可 以 从 本 书 所 附 的 参考 文献 中 得 到 对 这 一 课题 更 深 
入 的 了 解 。 

例 94 ”利用 表 9.2 中 给 出 的 现 率 来 确定 在 5 年 中 每 年 末 付 
款 $1000 的 现时 值 。 试问 多 大 的 常数 收益 率 可 以 产生 同样 的 现时 
值 ? 

这 些 付款 的 现时 值 为 





1000[(1.07)™? 二 (1.08)-2 + (1.0875)-3 
十 (1.0925) -4 + (1.095)-5] = $3906.63. 


由 解 a5; 二 3.90663 可 以 确定 等 价 的 常数 收益 率 。 如 果 用 3.8 节 
中 的 迁 代 方法 解 此 方程 ， 可 得 ;= 0.0883 或 8.83%6 。 

例 95 。 求 例 9.4 中 给 出 的 年 金 在 刚 作出 两 次 信 款 之 后 余下 
付款 的 现时 值 。 在 那个 时 刻 的 今后 率 预期 对 所 有 时 期 都 比 当前 现 
率 高 1% 。 

此 项 计算 的 比较 日 期 为 2 年 之 末 , 在 该 时 刻 尚 有 三 次 余下 的 
年 金 付款 待 付 。 预 期 的 今后 率 比 第 1, 2, 3 年 (不 是 第 3, 4 5 年 ) 


-352. 











各 高 1 中 。 因 此 ， 余 下 付款 的 现时 值 为 








1000[(1.08)-1 十 (1.09)-2 + (1.0975)™3] = $2524.07. 


89.7 “利率 假定 


在 标准 借贷 业务 的 领域 中 ， 所 包含 的 利率 通常 是 由 该 项 业务 
的 条 款 所 规定 或 隐 含 在 这 些 条 款 中 。 例 如 ， 抵 押 贷 款 的 贷款 利率 
和 债券 的 到 期 收益 率 或 者 是 已 知 的 ， 或 者 很 容易 确定 。 在 本 节 中 
我 们 已 讨论 过 的 其 他 借贷 业务 一 般 也 是 如 此 。 

然而 ,正如 我 们 所 已 经 见 到 的 ， 贴 现 资 金 流 是 一 个 强 有 力 的 
分 析 与 决策 工具 ， 它 在 借贷 业务 之 外 也 能 很 好 地 应 用 。 特 别 是 ， 
由 于 需要 分 析 那 些 包含 有 估计 未 来 不 同时 刻 的 收入 与 / 或 支出 的 
一 般 商 业 和 金融 业务 ， 推 动 了 对 第 五 章 所 述 的 资金 预算 ， 净 现时 
值 及 内 返回 率 的 讨论 。 

在 精算 学 的 领域 中 广泛 地 使 用 了 这 种 类 型 的 分 析 ， 在 其 中 未 
来 可 能 发 生 事件 的 现时 值 分 析 是 一 项 基本 的 工作 。 在 会 计 学 领域 
中 这 种 类 型 的 分 析 也 变 得 越 来 越 重要 。 在 财务 报告 中 出 现 越 来 越 
多 的 基于 现时 值 计算 的 数值 。 还 有 许多 其 他 例子 可 以 展现 贴现 资 
金 流 分 析 在 金融 分 析 与 决策 中 的 重要 性 。 

在 对 更 复杂 情形 使 用 贴现 资金 流 分 析 时 ， 决 策 者 必须 决定 在 
9.5 节 中 列举 的 三 个 基本 要 素 : 

1. 付款 概率 。 

2. 付款 金额 。 

3. 付款 时 间 的 确定 。 

然而 ， 一 旦 这 些 都 确定 了 ， 还 存在 一 个 关键 的 问题 : 在 进行 
现时 值 计算 时 应 当 用 什么 样 的 利率 ? 

在 本 节 中 我 们 将 列举 若干 可 能 会 影响 甚至 决定 利率 选择 的 因 
率 。 我 们 并 不 试图 告诉 大 家 在 任何 特定 情况 下 决定 应 该 是 什么 ， 
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这 种 决定 已 超出 了 本 书 的 范围 。 我 们 的 目的 只 是 提供 给 读者 大 量 
实际 存在 的 选择 以 及 某 些 考 虑 的 因素 。 

1. 此 利率 应 该 是 实际 利率 还 是 表面 利率 ? 即 通货 膨胀 应 
何 反映 ， 这 一 点 在 9.4 节 中 已 讨论 过 。 

2. 此 利率 应 该 是 无 风 隐 利 率 还 是 风险 调整 利率 ? 这 一 点 曾 
在 9.5 节 中 讨论 过 。 

3. 此 利率 应 该 是 常数 还 是 应 该 反映 利率 的 期 限 结构 ? 这 一 
点 曾 在 9.6 节 中 讨论 过 。 另 一 方面 ， 此 利率 是 不 是 应 当 按照 由 收 
益 幢 线 以 外 的 因素 所 激发 的 某 些 形式 来 变化 ? 后 面 这 种 变化 形式 
在 某 些 精 算计 算 中 是 很 普通 的 。 

4. 此 利率 应 基于 “最 佳 估计 ”还 是 应 有 某 种 保守 性 ? 如 属 后 
者 ， 则 应 有 多 大 程度 的 保守 性 ? 进一步 说 ， 保 守 性 的 程度 是 应 该 
由 不 确定 性 的 程度 来 决定 ， 还 是 由 其 他 因素 决定 ? 

5. 此 利率 是 应 该 在 每 一 种 特定 情形 下 随 情况 而 决定 ， 还 是 应 
该 按 类 依 某 种 形式 进行 聚合 和 平均 ? 

6. 此 利率 应 该 是 “ 税 前 ”的 还 是 “ 税 后 * 的 ? 在 本 书 中 我 们 
常 避免 考虑 税 的 问题 。 但 在 实践 中 对 某 些 类 型 的 计算 ， 要 选择 适 
当 的 利率 就 不 能 忽略 这 一 考虑 。 看 一 个 很 简单 的 例子 ， 一 项 长 时 
期 投资 项 目的 积累 值 ， 其 中 利息 收入 要 课 以 所 得 税 ， 则 按 “ 税 后 ” 
还 是 “ 税 前 ” 算 就 相差 很 大 。 

以 上 六 点 指出 了 对 一 项 现时 值 计算 选取 利率 时 所 含有 的 某 些 
基本 考虑 。 以 下 五 点 则 列举 了 选 定 利率 时 一 些 常用 的 方法 。 

1. 新 交易 利率 一 这 是 一 种 应 用 于 “在 边缘 上 的 ”新 交易 的 
利率 。 在 借款 的 情形 ， 这 是 对 新 的 馈 务 必须 支付 的 利率 。 在 贷款 
的 情形 ， 这 是 对 新 投资 的 资产 可 能 享有 的 利率 。 新 交易 利率 有 时 
也 称 为 机 会 利率 。 

2. 平均 交易 利率 一 这 是 一 批 类 似 的 资产 或 负债 的 平均 利 
率 。 在 借款 的 情形 下 ， 这 是 付 绘 未 收 还 倘 务 的 平均 利率 。 在 贷款 
的 情形 下 ， 这 是 所 投资 资产 得 到 的 平均 利率 。 后 一 种 利率 很 类 似 
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于 (了 且 常常 等 于 ) 5.7 节 中 由 组 合 方法 产生 的 利率 。 

3. 结 帐 利率 一 一 这 是 一 种 假定 讨论 中 的 付款 今天 就 买 进 或 
卖 出 所 应 使 用 的 市 场 利 率 。 在 某 些 情形 下 ， 这 一 利率 相对 容易 决 
定 ， 为 对 讨论 中 的 付款 存在 荐 现行 的 市 场 .但 在 另 一 些 情形 下 ， 
可 能 不 存在 现成 的 市 场 ， 这 时 这 种 利率 的 决定 就 可 能 是 困难 的 。 
4. 资产 负债 利率 一 一 这 是 在 决定 应 用 的 利率 时 考虑 到 相关 
连 的 资产 与 负债， 而 不 是 孤立 地 考虑 某 一 项 资产 或 负债 。 这 是 一 
种 重要 的 分 析 类 型 ， 在 9.8 节 到 9.10 节 中 将 进一步 讨论 。 

5 指定 利率 一 这 是 一 种 处 身 于 所 包含 实体 及 所 计 论 的 特 
定 交 易 之 外 的 利率 。 一 个 例子 是 由 立法 或 条 例 所 规定 的 利率 。 第 
二 个 例子 是 基于 某 种 外 部 指标 的 利率 ， 例如 最 低 贷款 利率 或 有 特 
定 到 期 期 限 的 国库 券 利 率 。 
























































89.8 ”持续 期 限 


上 面 我 们 已 经 看 到 ， 对 于 本 章 中 讨论 的 那些 类 型 的 金融 分 析 
来 说 ， 确 定 未 来 付款 的 时 间 是 重要 的 。 在 本 节 中 我 们 将 讨论 如 何 
给 出 能 用 以 度量 未 来 付款 时 间 的 某 些 指标 。 

可 以 使 用 的 最 粗糙 的 指标 是 到 期 期 限 。 例 如 ， 对 10 年 期 的 
债券 ， 到 期 期 限 为 10 。 这 一 指标 至 少 可 以 将 10 年 期 债券 与 20 
年 期 债券 区 别 开 来 ,但 其 价值 有 限 。 例 如 ， 它 不 能 区 别 两 种 10 年 
期 债券 ， 它 们 分 别 有 5% 和 10%% 的 息 票 。 

一 全 更 好 的 指标 是 2.6 节 中 定义 的 等 时 间 方 法 。 这 一 指标 是 接 
各 个 付款 时 间 的 加权 平均 计算 的 ， 其 中 的 权 是 各 次 付款 的 金额 。 
这 一 加 权 平 均 可 以 解释 为 平均 到 期 期 限 。 设 Ri, Ra， ;Rn 为 在 
时 刻 1,2,…,n 的 一 系列 付款 。 等 时 间 方 法 由 公式 (2.9) 定义 。 
如 应 用 此 公式 但 将 符号 改变 一 下 ， 则 有 




















(9.12) 
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例如 ， 考 虑 刚才 提 到 的 两 种 债券 。 倘 若 息 票 为 年 度 给 付 ， 则 5 名 
债券 的 平均 到 期 期 限 为 


t= 1.5+2.5+-… 十 10.:5 二 10.100 











5 二 5 二 -十 5 十 100 5.50. 
类 似 地 ， 10%% 债券 的 平均 到 期 期 限 为 
1 0+2.10 十 … 十 10.10+10.100 _ 775 








10 十 10 十 … 十 10+100 


5% 债券 有 8.5 年 的 平均 付款 日 期 而 10% 债券 有 7.75 年 的 平均 
付款 日 期 这样， 我 们 可 以 说 5 吻 债券 是 一 种 比 10% 债券 更 长 期 
的 债券 。 这 正好 印证 了 我 们 在 9.6 节 中 比较 债券 A 和 债券 B 时 
所 说 的 话 。 

另 一 种 甚至 更 好 的 指标 是 持续 期 限 。 有关 持 续 期 限 的 概念 
类 似 于 等 时 间 方法 ， 但 它 是 用 每 次 付款 的 现时 值 而 不 是 付款 金额 
作为 权重 ， 即 持续 期 限 4 由 下 式 给 出 








站 ti Re 
了 = 二 . (9.13) 





注意 4 是 ; 的 函数 。 

公式 (9.13) 的 几 种 特殊 情形 是 重要 的 : 

如 果 宇 = 0, 则 了 = 卫 。 这 是 显然 的 ， 因 为 (9.13) 立即 简化 
为 (9.12) 。 由 此 可 见 ， 等 时 间 方法 实际 上 是 持续 期 限 的 一 种 忽略 
利息 的 特殊 情形 。 

2. 持续 期 限 4 是 i 的 递减 函数 。 这 一 结果 将 在 本 节 后 面 加 以 
证 明 。 但 这 一 结果 确 有 有 超 的 字面 解释 。 当 利率 增加 时 ， (9.13) 
式 分 子 上 具有 较 高 t 值 的 那些 项 比 具 有 较 低 t 值 的 那些 项 打 重 大 
的 折扣 ， 这 就 使 的 总 体 加 权 平 均值 即 减少 。 
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3. 如 果 只 有 一 次 未 来 付款 ， 则 4 就 是 付款 的 那个 时 刻 。 只 
要 察看 一 下 (9.13) 式 ， 则 这 个 直观 上 很 引人入胜 的 结果 是 很 明显 
的 ， 因 为 分 子 和 分 母 上 的 和 式 其 实 都 只 有 一 项 ， 且 除了 付款 时 间 
以 外 其 他 的 量 都 消去 了 。 

检验 一 下 当 利 率 变化 时 一 系列 未 来 付款 现时 值 的 变化 率 也 是 
很 有 意思 的 。 记 此 现时 值 为 PC2), 即 








P(i) = Yt, = va 十 人 -Re (9.14) 
t=1 t= 
我 们 现在 来 定义 此 现时 值 的 单位 变化 幸 ( 记 为 如 如 下 : 
四 
5= -E00): (9.15) 


此 处 唐 为 宇 的 函数 。 
公式 (9.15) 的 推理 与 1.9 节 中 对 贴现 效力 定义 的 推理 是 类 似 
的 。 P'(i) 这 一 项 度量 了 当 利 率 变化 时 付款 的 现时 值 的 瞬时 变化 
率 。 用 P(i) 去 除 是 表示 这 一 瞬时 变化 率 的 单位 与 现时 值 本 身 的 
大 小 无 关 。 前 面 加 一 负 号 是 需要 尤为 正 ， 因 为 P'(i) 为 负 。 
“单位 变化 率 ” 这 一 名 称 用 来 描绘 5 是 适当 的 ， 因 为 5 是 一 
种 当 利率 变化 时 一 系列 未 来 付款 的 现时 值 变化 有 多 快 的 度量 。 
如 将 (9.14) 式 代 入 (9.15) 式 ， 就 得 到 了 很 有 趣 的 结果 。 
PO 
PO) 
时 衬 (L+a-tRs 
__ tl 


Re 
#=] 








立 #1 + olRe 
#=1 


全 (+ 
t=1 
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= I (9.16) 


因而 ， 单 位 变化 率 等 于 持续 期 限 被 1 十 i 去除 ,注意 到 两 者 
间 的 密切 关系 ， 单 位 变化 率 常 称 为 修正 持续 期 限 。 

持续 期 限 与 修正 持续 期 限 是 金融 分 析 中 重要 的 解析 工具 。 如 
上 所 述 ， 它 们 提供 了 投资 时 间 平 均 长 度 的 指标 ， 这 在 考虑 再 投资 
的 风险 时 是 很 有 用 的 。 

例如 ， 考 虑 两 种 以 同样 收益 率 购买 的 债券 C 与 D 。 和 如果 C 
的 持续 期 限 等 于 5 而 DD 的 持续 期 限 等 于 10, 则 在 我 们 不 得 不 耽 
心 再 投资 率 之 前 , 债券 DD 产生 这 一 收益 率 的 时 间 长 度 两 倍 于 债券 
C 。 另 一 方面 ， 债 券 C 比 债券 D 更 为 流动 易 变 ， 这 一 点 在 需要 
产生 早期 资金 流 时 是 重要 的 ， 修 正 持 续 期 限 的 概念 对 于 9.9 节 中 
将 要 建立 的 免除 理论 也 是 很 关键 的 。 

普通 的 持续 期 限 有 时 也 称 为 Macaulay 持续 期 限 , 用 此 术语 
可 使 它 与 修正 持续 期 限 明确 地 区 别 开 来 。 这 一 术语 是 以 F. R. 
Macaulay 的 名 字 命名 的 ， 他 在 本 节 后 面 列 举 的 文献 (1938) 中 引 
入 了 持续 期 限 的 概念 。 

如 上 所 述 ， 了 是 宇 的 函数 。 如 果 我 们 来 检验 一 下 当 宇 变化 时 
4 怎样 随 之 变化 ， 会 得 到 一 个 很 有 趣 的 结果 。 将 马 对 衬 求 导 就 得 
到 
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= 一 502， (9.17) 





这 里 o? 正 是 以 & 为 平均 值 的 那个 分 布 的 方差 。 这 一 结果 同时 也 
证 明了 d 是 i 的 递减 函数 ， 因 为 vo? 必定 为 负 。 这 就 验证 了 
(9.13) 式 后 第 二 点 所 叙述 而 未 加 证 明 的 结果 。 

另 一 点 关于 持续 期 限 的 观察 也 很 重要 。 本 节 中 的 分 析 假 定 了 
付款 RE 独立 于 利率 。 虽然 这 一 条 件 在 实践 中 有 时 确实 成 立 ,但 
也 有 时 不 成 立 。 例 如 ， 抵 押 贷 款 中 的 预付 款 及 通知 偿还 债券 中 通 
知 特征 的 运用 ,都 受到 利率 变化 的 影响 。 因 此， 如果 付款 Ri 随 利 
率 而 变化 ， 周 本 节 的 结果 将 不 再 有 效 。 

如 要 对 持续 期 限 作 进一步 的 讨论 ， 可 参看 书 末 所 举 出 的 R. 
卫 . Ferguson 的 论文 (1983) 。 

例 9.6 假设 实质 利率 为 8 锅 , 求 下 列 投资 的 持续 期 限 。 

(1) 10 年 期 无 息 票 债券 。 

(2) 10 年 期 带 8%% 年 度 息 票 的 债券 。 

(3) 以 本 金 和 利息 的 等 额 付款 来 偿还 的 10 年 期 抵押 贷款 。 

(入 等 额 分 红 付 给 永久 年 金 的 优先 股 。 

1. 因为 只 包含 一 次 付款 ,显然 有 4 = 10 。 注意 这 一 答案 与 
和 付 给 无 息 票 惰 券 的 利率 无 关 。 

2. 对 于 偿还 值 的 每 一 元 钱 ， (9.13) 式 给 出 


了 0.08(Ta)in + 10o19 
0.08a15 + vio 
0.08(32.6872) + 10(0.46319) 


0.08(6.7101) + 0.46319 
7.25, 
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因此 ， 10 年 期 带 息 票 债券 的 持续 期 限 比 10 年 期 无 息 票 债券 要 
短 ， 这 是 显然 的 。 
3. 对 于 抵押 付款 的 每 一 元 钱 ， 公 式 (9.13) 给 出 





(7ajia 32.6872 


4= a 6.7101 





= 4.87. 





注意 这 一 答案 与 抵押 贷款 所 付 利 率 无 关 。 这 初 看 起 来 有 点 奇怪 ， 
但 其 实 是 对 的 .持续 期 限 依赖 于 等 额 付款 的 形式 ， 而 不 是 其 金额 。 
还 有 一 点 值得 注意 ， 10 年 期 抵押 贷款 的 持续 期 限 比 10 年 期 债 
券 要 短 得 多 。 这 是 因为 抵押 贷款 在 每 次 分 期 付款 中 都 偿还 部 分 本 
金 ， 而 会 券 则 只 在 偿还 日 才 偿 还 本 金 (这 一 说 法 对 于 溢价 和 折扣 
债券 并 非 严 格 正确 ， 但 溢价 和 折扣 的 影响 并 不 大 ， 故 上 述 债券 与 
抵押 贷款 间 的 比较 仍 成 立 ) 。 
4. 对 于 分 红 的 每 一 元 钱 ， (9.13) 式 给 出 
a- Ceja _ 1.08/0.082 


a “17008 = 13.5. 








注意 这 一 答案 与 优先 股 所 付 的 分 红 率 无 关 。 还 须 注意 优先 股 的 持 
续 期 限 大 于 任何 其 他 投资 。 这 看 来 是 合理 的 ， 因 为 优先 股 包含 有 
对 永久 年 金 的 付款 。 

















89.9 免除 


到 现在 为 止 , 我 们 在 本 书 中 大 量 地 分 析 了 各 别 的 业务 ,现在 ， 
我 们 将 把 注意 力 转 到 考虑 整个 一 批 业务 的 全 体 ， 特 别 是 要 考虑 某 
些 金融 单位 (如 一 家 银行 ， 一 家 保险 公司 或 一 项 养老 基金 ) 的 资产 
与 负债 间 的 内 部 关系 。 

资产 形成 一 系列 的 资金 入 流 。 我 们 将 在 时 刻 1,2,… ,ns 发生 
的 资金 入 流 记 为 41, 4A2,… , An 。 类似 地 ， 负 债 形成 一 系列 资金 
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出 流 。 它 们 发 生 在 1,2,…,n, 记 为 L1, 52,…, Ln。 问题 是 如 何 
在 入 流 与 出 流 之 间 达 到 平衡 或 安全 均 势 。 

在 建立 进一步 的 理论 之 前 ， 让 我 们 先 来 考虑 ， 如 果 这 种 平衡 
不 存在 将 会 出 现 怎样 性 质 的 问题 。 枯 本 的 问题 是 由 利率 水 准 的 变 
化 所 带 来 的 不 利 影响 的 风险 。 

可 以 看 一 个 例子 。 有 一 家 金融 单位 ， 例 如 银行 或 保险 公司 ， 
发 行 了 一 项 有 保证 利率 的 1 年 期 金融 手段 ， 例 如 存款 单 (CD) 或 
保证 投资 契约 (GIC) 。 如果 支 持 这 些 契 约 的 资产 投资 “ 太 长 ”或 
“ 太 短 ”, 则 这 家 单位 就 会 有 很 大 的 风险 。 

首先 考虑 资产 的 投资 “ 太 长 ”的 情形 , 例如 ,投资 的 持续 期 限 
等 于 2 。 如 果 利 率 增高 金融 单位 会 蒙受 损失 。 在 这 些 条 件 下 ， 回 
约 持 有 人 会 在 年 底 撤回 基金 。 金 融 单位 可 能 不 得 不 出 售 资 产 以 偿 
付 给 这 些 离 去 的 庙 约 持 有 人 。 然而 必须 出 此 的 资产 价值 因 利率 上 
升 而 下 降 ， 结 果 就 造成 了 损失 。 

其 次 考虑 资产 的 投资 “ 太 短 ”的 情形 ， 例 如 ， 对 非常 短期 的 
投资 其 持续 期 限 接近 于 零 。 现 在 金融 单位 会 因 利 率 下 降 而 蒙受 损 
失 。 因 为 其 资产 的 投资 是 非常 短期 的 , 故 其 利息 所 得 会 很 快 减少 ， 
而 可 能 不 够 在 年 底 偿 付 契 约 所 保证 的 利息 。 这 样 也 会 造成 损失 。 

免除 是 一 种 用 来 安排 资产 和 负债 以 减少 甚至 消灭 上 面 所 说 
的 这 类 问题 的 方法 。 换 名 话说， 金融 单位 可 以 “免除 ”由 利率 水 准 
变化 带 来 的 不 利 影响 。 

设 在 时 刻 + 的 净 收 入 沁 为 吕 *, 即 








R: = 4 — Li 对 t = 1,2,...,n. {9.18) 


假设 来 自 资产 的 资金 人 流 的 现时 值 等 于 来 自负 俄 的 资金 出 流 的 现 
时 值 。 则 由 (9.14) 式 我 们 有 


PG) =0. {9.19) 





现在 给 利率 一 个 微小 的 变化 ， 由 i 变 到 i 十 。 如 果 我 们 将 P(2) 
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按 Taylor 级 数 展开 到 二 阶 导数 ， 有 
2 
PGE+ 晶 = P+eP() + P+ ,to < Kt < el. 
如 果 成 立 两 个 条 件 ，P(i) 会 有 局 部 极 小 值 . 第 一 个 条 件 是 必须 有 
P'(i) = 0. (9.20) 


注意 (9.20) 式 可 以 解释 为 项 要 净 收 入 的 修正 持续 期 限 必须 等 
零 。 第 二 个 条 件 是 





P"{i) > 0. (9.21) 


如 果 P(a) 有 局 部 极 小 值 ， 我 们 就 得 到 了 免除 理论 中 的 一 个 关键 
结果 ; 此 时 利率 沿 任何 方向 的 微小 变化 都 会 增加 收入 的 现时 值 。 
这 一 结果 如 能 达到 ， 当 然 是 非常 令 人 满意 的 。 

P( 习 的 二 阶 导 数 可 用 来 定义 西 性 。 即 引进 如 下 的 5 来 描述 
凸 性 ， Po 
PO? 
此 处 5 为 的 函数 。 这 一 定义 的 解释 类 似 于 由 (9.15) 式 所 给 出 的 
修正 持续 期 限 (单位 变化 率 ) 的 解释 。 

很 需要 从 文字 上 来 说 明 这 些 结果 。 负债 在 很 大 程度 土 是 由 该 
企业 单位 所 能 控制 范围 以 外 的 力量 所 决定 的 。 因此， 免除 就 着 眼 
于 资产 结构 的 管理 。 免除 的 战略 是 安排 好 资产 使 满足 下 述 三 个 条 
件 : 

1. 来 自 资产 的 资金 人 流 的 现时 值 等 于 来 自负 债 的 资金 出 流 
的 现时 值 。 这 一 条 件 保 证 了 利用 正确 的 资产 金额 以 支持 负 俩 。 

2. 资产 的 修正 持续 期 限 等 于 负 僵 的 修正 持续 期 限 。 这 一 条 件 
名 证 了 价格 关于 利率 变化 的 敏感 性 对 资产 和 负债 是 相同 的 。 

3. 资产 的 西 性 大 于 负债 的 凸 性 。 若 此 条 件 满足 ， 则 利率 的 降 
低 将 导致 资产 值 的 增长 大 于 债务 值 的 增长 。 反 过 来 ， 利 率 的 升 高 
将 导致 资产 值 的 降低 小 于 债务 值 的 降低 。 





五 一 


(9.22) 
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在 实践 中 执行 上 述 免除 战略 会 有 一 些 困难 。 在 此 我 们 举 出 与 
免除 有 关 的 七 个 这 样 的 问题 : 

1. 在 计算 中 使 用 的 利率 i 的 选择 并 不 总 是 很 清楚 的 ,根据 所 
选 的 宇 值 可 能 出 现 不 同 的 战略 。 

2. 所 使 用 的 方法 是 针对 ;的 微小 变化 。 如 果 i 有 大 的 变化 不 
能 保证 这 些 方法 仍然 有 效 。 但 确实 也 发 展 了 一 种 称 为 完全 免除 的 
方法 ， 它 拓展 了 免除 理论 ， 使 其 对 ;的 较 大 变化 也 能 应 用 。 详情 
见 附录 V 。 

3. 在 此 方法 中 没有 反映 收益 曲线 。 这 相当 于 假设 当 利 率 变化 
时 整个 收益 曲线 平行 移动 。 如 果实 际 上 是 其 他 的 形式 ， 则 所 用 方 
法 就 失效 了 。 这 只 要 看 一 个 普通 的 例子 : 短期 利率 常 比 长 期 利率 
更 加 易 变 。 

4 免除 需要 对 整个 组 合 频繁 地 进行 再 平衡 以 保持 资产 与 负 
俩 的 修正 持续 期 限 相等 。 收 正 持 续 期 限 并 不 是 每 过 去 一 年 就 减少 
一 年 ， 它 事实 上 是 对 不 同 的 投资 被 不 同 的 比率 在 改变 。 
5， 资金 流 不 一 定 能 精确 地 知道 ， 它 可 能 不 得 不 靠 估 计 。 例 
如 , 负债 可 能 包含 那些 事先 不 能 精确 决定 何 时 发 生 的 付款 。 又 如 
由 于 抵押 贷款 的 预付 款 及 通知 偿还 债券 的 通知 方式 ， 都 可 能 造成 
资产 的 资金 入 流 的 变化 。 
6. 西 性 条 件 看 来 似乎 意味 着 当 利 率 沿 任何 方向 变动 时 都 会 
产生 利润 。 这 违背 了 金融 理论 中 的 一 个 基本 原则 ， 即 在 高 效率 的 
市 场 上 不 存在 较 长 时 期 的 无 风险 的 套利 。 

7 了. 为 要 达到 免除 而 在 准确 的 到 期 日 所 需 的 资产 可 能 不 存在 。 
例如 ， 倘 若 负 债 上 的 修正 持续 期 限 太 长 ， 就 会 发 生 这 种 情形 。 

尽管 有 这 些 先 决 条 件 ， 上 面 所 说 的 免除 战略 的 发 展 仍 是 在 改 
进 投 资 战略 方面 前 进 了 一 大 步 。 甚 至 即使 免除 不 能 完全 实现 ， 则 
实践 中 也 证 明了 部 分 免除 总 比 完全 不 考虑 资产 与 负债 的 关系 要 优 
越 。 

一 篇 早期 的 介绍 免除 理论 的 文章 是 出 自 英国 精算 师 下 0. M. 
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Redington (1952) 。 这 一 概念 后 来 由 1 T. Vanderhoof (1972) 引 
入 北美 。 此 种 方法 后 来 又 有 发 展 ， 人 们 通过 消灭 或 减少 上 面 所 举 
出 的 一 些 问 题 的 影响 来 改进 免除 的 方法 。 

例 97 A 在 1 年 之 未 欠 B $1100, 需要 建立 一 项 投资 基 
金 来 偿 还 这 笔 债 务 。 仅 有 的 可 提供 的 投资 为 两 项 : 一 项 是 货币 市 
场 基金 ， 它 当前 搬 有 10% 的 利率 ， 而 利率 逐日 变化 ; 另 一 项 是 有 
10%% 利率 的 两 年 期 无 息 票 债券 。 试 建立 一 个 基于 免除 理论 的 投资 
计划 。 设 计算 中 所 取 实 质 利率 为 10% 。 

假设 投资 于 货币 市 场 基金 的 金额 为 x, 而 投资 于 2 年 期 无 息 
票证 券 的 金额 为 Y 。 则 有 

P(i) 
三" 人 全 
P"(i) 








2 十 1.21y(1 十 芭 -2 一 1100(1 +2)-!, 
一 2.42y(1 十 让 -3 十 1100{1 +i)-2, 
7.26y(1 + -4 一 2200(1 十 让 3. 


公式 (9.19) 给 出 方程 

P(0.1) = 二 8 一 1000 = 0. 
{9.20) 式 给 出 方程 

P'(0.1) = - 翁 + 间 9 =0. 


这 就 给 出 了 两 个 未 知 量 的 两 个 方程 ， 所 以 在 这 种 情况 下 已 没有 自 
由 度 应 用 公式 (9.21) 。 解 这 两 个 方程 得 z= 500 及 y= 500 。 
虽然 我 们 未 能 应 用 公式 (9.21) 以 建立 投资 配置 ,我们 还 需要 
检验 一 下 此 答案 是 否 符合 凸 性 。 对 此 有 
(7.26)(500) ”2200 


己 (0D= (1.1)4 (1.1)3 





= 826.45 > 0. 


因此 我 们 的 战略 还 是 满足 {9.21) 式 的 ， 这 是 一 个 愉快 的 结果 。 
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让 我 们 赁 经 验 在 i 的 每 个 方向 改变 1% 来 看 一 看 结果 将 如 
何 。 对 此 有 











P(0.10) = 0 
(1.21)(500) 。 1100 

P(0.11) 500 + 11 TIT = 0.0406 > 0， 
.i 5 0 

P(009) = 500+ L20500) 1100 _ 0.0421 > 0. 








{1.09)2 1.09 











此 ， 当 离开 i 二 10% 向 任 一 方向 变动 时 ， PP(i) 的 值 均 会 增 
加。 这 似乎 好 得 不 象 是 真 的 ， 但 它 确 实 展 示 了 免除 战略 所 要 达到 
的 目的 。 

例 9.8 ”对 例 9.7 中 的 资产 , 试 计算 (1) 修正 持续 期 限 ，(2) 
凸 性 。 
1. 利用 上 述 表 达 式 中 的 资产 部 分 ， 我 们 有 








已 人) 一 了 十 1.218(1 + ?= 1000.00 


P'(i) = —2.42y(1 + i) 3 = 一 909.09， 
其 中 取 z = 500,y = 500 及 i 二 0.1 。 然 后 应 用 (9:15) 式 就 得 








另 一 种 方法 是 用 (9.16) 式 。 我 们 有 下 列 的 修正 持续 期 限 : 
货币 市 场 基金 : 五 = 0， 
两 年 期 无 息 票 债券 : 二 = 二 。 
反映 我 们 的 投资 配置 的 这 两 个 值 的 加 权 平 均 是 





0.5(0) + 0.5 Ee = 0.90909. 
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作为 习题 ， 请 读者 验证 此 值 等 于 负债 的 修正 持续 期 限 。 
2. 再 次 利用 前 述 表 达 式 的 资产 部 分 ， 可 得 








(人 一 7.26y(1 十 人 -4 一 2479.34, 


这 是 在 y = 500 及 i == 0.1 取 值 。 然 后 用 公式 (9.22), 就 有 





作为 习题 ， 请 读者 验证 此 值 大 于 负债 的 凸 性 。 

例 9.9 “有 一 项 30 年 期 等 额 付 款 的 住房 抵押 贷款 ， 其 利率 
为 月 度 转换 10.2%, 试 求 : (1) 付款 的 修正 持续 期 限 ， (2) 付款 
的 凸 性 。 

1. 月 利率 为 .102/12 = 0.0085 。 则 对 月 度 付款 的 每 一 元 钱 ， 





P(i) = ya + 


n 


P20) = — D+. 


1=1 


P'G) 
~ PO 
一 ua 条 

am 


将 此 表达 式 以 n= 360 及 i = 0.0085 代入 ， 就 得 到 


11283.80 
T= gg.8s. 
“一 (T0085)(112.0501) 
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这 样 ， 这 些 付款 的 修正 持续 期 限 对 于 此 项 360 个 月 的 抵押 贷款 为 





不 到 100 个 月 。 


2. 为 了 度量 这 些 付 款 的 西 性 ， 需 取 P(i) 的 二 阶 导数 


P"(i) = Fatt D4)? 
t=1 


n 
v2 Bt? + vt. 
t=1 


为 了 计算 这 二 阶 导数 ， 我 们 需要 计算 忆 人 -1 vi 。 由 于 这 一 和 式 
包含 360 项 ， 直 接 计算 显然 是 不 方便 的 。 然 而 ， 我 们 可 以 使 用 附 


录 亚 中 建立 的 公式 来 导出 闭 式 的 表达 式 如 下 : 


2m 十 3 





一 mm {r++ 





对 此 表达 式 在 和 = 360 及 i = 0.0085 处 计算 ， 就 得 到 


360 


> tobooss = 1940079. 
t=1 


从 而 就 有 

P"(i) 

P(i) 

v2 全 t2vt + {Ia)a 
t=1 


am 


1940079 + 11283.80 


ol 
ll 





= 17121. 


{1.0085)2(112.0591) 


89.10 ”资产 与 负债 的 匹配 


在 9.9 节 中 狼 述 的 经 典 免 除 理论 建立 以 后 ， 已 发 展 了 一 系列 
其 他 的 方法 。 所 有 这 些 方法 的 目的 都 是 一 样 的 ， 就 是 在 考虑 到 负 
债 结构 的 情况 下 ， 安 排 好 资产 的 投资 ， 以 使 由 于 利率 变动 所 带 来 
的 风险 达到 最 小 甚至 消灭 。 

在 本 节 中 将 介绍 两 种 已 建立 的 非 随机 性 质 的 方法 。 至 于 随机 
方法 将 在 第 十 章 中 讨论 。 

第 一 种 方法 是 绝对 匹配 , 也 称 为 专 献 。 这 种 方法 的 基本 思 
想 是 ， 将 资产 组 合 构造 成 这 样 的 形式 ， 使 得 在 每 一 时 期 中 资金 入 
流 与 由 负债 而 形成 的 资金 出 流 能 精确 地 匹配 . 如 果 这 一 点 能 够 做 
到 ， 则 金融 企业 在 任何 利率 变动 面前 就 受到 了 充分 的 保护 。 

举 一 个 例子 。 考 虚 一 项 养老 基金 ， 它 向 一 群 领养 老 金 者 以 可 
以 充分 预料 的 形式 提供 年 金 。 该 基金 购置 了 若干 种 高 品质 非 通知 
偿还 债券 的 组 合 ， 以 使 得 在 每 一 时 期 中 资金 人 流 能 与 付出 的 年 金 
精确 地 匹配 ， 这样 一 种 投资 基金 常 被 称 为 专 献 秆 券 组 会 。 如 果 这 
桩 一 种 安排 确实 能 做 烈 ， 那 未 这 项 养老 基金 的 投资 管理 人 就 轻松 
了 ， 他 可 以 把 脚 抽 在 台子 上 ， 读 读 报纸 上 的 体育 版 而 用 不 着 去 看 
金融 消息 了 ! 

在 实践 中 ， 要 达到 绝对 匹配 可 能 是 困难 的 甚至 做 不 到 。 以 下 
是 实现 这 一 战略 时 会 碰 到 的 一 些 问题 : 

1， 资金 流 在 负债 或 资产 方面 常常 不 是 那么 可 预料 的 。 这 同 
9.9 节 中 所 列举 的 免除 的 困难 与 限制 中 第 五 点 相同 。 

2. 如果 负 债 在 性 质 上 是 长 期 的 ， 就 不 大 可 能 找到 资产 的 投资 
使 其 与 负债 精确 地 匹配 而 不 产生 再 投资 的 风险 。 - 

3. 按照 绝对 匹配 所 加 的 主要 限制 来 构成 的 基金 , 其 总 体 收 益 
率 可 能 会 低 于 那 种 更 灵活 地 构成 的 基金 的 收益 率 。 后 者 多 得 的 收 
益 可 能 盖 住 了 绝对 匹配 的 好 处 。 
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我 们 要 讨论 的 第 二 种 方法 是 由 J. A. Tilley 创立 的 ， 发 表 于 
本 书 末 所 附 参 考 文献 目录 中 的 一 篇 论文 (1980) 中 。 这 种 方法 较为 
复杂 ， 其 详 傅 已 超出 本 书 范围 。 但 我 们 将 用 一 个 例子 来 说 明 其 基 
本 概念 。 读者 如 要 进一步 了 解 详情 请 参阅 有 关 论 文 。 

假设 有 一 家 金融 单位 设立 一 项 投资 基金 ， 此 项 基金 要 承担 未 
来 资金 出 流 的 付款 ， 让 我 们 集中 注意 于 这 项 基金 由 于 利率 水 准 变 
动 而 产生 的 两 种 类 型 的 风险 : 

1. 当 利 率 下 降 ， 风 险 为 不 得 不 以 较 低 的 利率 进行 再 投资 。 这 
就 刺激 人 们 投资 于 长 期 金融 手段 。 正常 的 具有 正 的 斜率 的 收益 曲 
线 也 提供 这 样 一 种 刺激 。 

2. 当 利 率 上 升 ， 风 险 为 不 得 不 出 售 资产 而 蒙受 损失 ， 同 样 也 
失去 了 以 较 高 利率 进行 再 投资 的 机 会 。 这 刺激 人 们 投资 于 得 期 金 
融 手 段 。 

下 面 的 例子 展示 了 一 种 方法 ， 可 用 以 平衡 这 两 种 相互 冲突 的 
动向 。 假设 有 一 家 银行 对 两 年 期 存款 单 保证 8% 的 实质 利率 。 基 
金 可 以 在 第 1 年 或 第 2 年 末 抽 加 存款 而 不 付 罚金 。 这 家 银行 只 能 
以 两 种 形式 的 金融 手段 进行 投资 : 

e 产生 8% 实质 收益 率 的 1 年 期 期 票 。 
。 产生 8.5% 实质 收益 率 的 2 年 期 期 票 。 


这 种 形式 反映 了 具有 正 的 斜率 的 正常 收益 曲线 。 这 样 ， 我 们 
就 遇 到 了 一 种 新 的 特征 ， 经 典 的 免除 理论 对 此 并 不 认可 其 利率 的 
期 限 结构 。 

设 s1 和 s2 分 别 为 存款 单 持 有 人 在 第 1 年 和 第 2 年 末 抽 回 
的 基金 金额 。 请 读者 注意 s1 和 s2 是 铀 回 的 金额 ， 而 不 是 抽 回 的 
比率 。 对 存款 单 中 储 蔷 的 每 一 元 钱 ， 有 以 下 求 值 方程 


1 = {1.08)-1st + (1.08)-2s2， 


















































它 可 以 表示 为 
sz = (1.08)? 一 1.08s1. 
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明确 地 确认 未 来 的 抽 回 比率 是 这 一 模型 的 第 二 个 新 的 特征 。 

设 pl 和 p2 分 别 为 银行 投资 于 1 年 期 和 2 年 期 期 票 的 基金 
比例 ， 显然 有 p1 + pa = 1 。 设 f 为 1 年 期 期 票 在 第 2 年 的 今后 
《再 投资 ) 率 。 明 确 考虑 再 投资 率 是 这 一 模型 的 第 三 个 新 的 特征 。 
最 后 ， 设 42 等 于 由 这 项 业务 所 产生 的 银行 基金 在 第 2 年 末 的 积 
累 值 - 则 有 














42 = [pi(1.08) — si]{1 + f) + fp2(1.085)? 一 s?] 
= [pi(1.08) ~ sil(1+ 有) 
+[(1 — p1)(1.085)? — (1.08)? + (1.08)s1] 
= [(1.08)(1 + f) — (1.085)2]p1 
+s1(0.08 — f) + (1.085)? 一 (1.08)2. 


我 们 需要 分 析 /的 波动 对 于 As 值 的 影响 ， 从 而 可 以 推荐 和 如何 选 
择 pl (并 随 之 p2) 的 战略 。 

首先 考虑 利率 降低 的 情形 。 殷 设 为 7%, 这 就 产生 了 一 个 
在 第 工 年 末 存 款 单 持 有 人 较 低 的 抽 回 率 ， 因 为 这 时 有 将 基金 留 在 
存款 单 中 的 动力 。 假 设 抽 回 金额 仅 为 每 原始 投资 一 元 钱 抽 回 10 
分 ， 则 有 












































.4a = 一 0.021625p1 + 0.011825. 


我 们 要 求 A2 大 于 零 ， 则 若 Pi < .5468 就 会 如 此 。 
其 次 考虑 利率 增加 的 情形 。 假 若 f 等 于 9.5% 。 这 将 在 第 1 
年 末 对 存款 单 持 有 人 产生 一 个 较 高 的 抽 回 率 ， 因 为 在 别处 可 以 得 
到 较 高 的 利率 。 假设 抽 回 金 额 si 为 对 于 原始 投资 每 一 元 钱 抽 回 
90 分 ， 则 有 
As = 0.005375p1 一 0.002675. 


我 们 要 求 A2 大 于 零 ， 则 车 pl > .4977 就 会 如 此 。 
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这 样 ， 基 于 上 述 假设 而 推荐 给 银行 的 投资 战略 是 取 Pi 满足 
-4977 < pl < .5468 。 因为 pz = 1 一 pi, 这 样 就 决定 了 投资 的 配 
置 。 














应 用 这 种 方法 需要 投资 管理 人 作出 某 种 关键 的 假设 ， 而 这 在 
经 典 免 除 理论 中 是 不 需要 的 。 一 个 关键 的 假设 是 在 两 种 情形 下 今 
后 (再 投资 ) 率 有 多 高 或 多 低 。 第 二 个 关键 的 假设 是 在 两 种 情形 下 
抽 回 率 为 多 少 。 不 幸 的 是 , 这 种 方法 对 这 些 假 设 相 当 敏 感 , 即 这 些 
假设 的 不 太 大 的 变化 就 会 造成 很 不 相同 的 配置 战略 。 无 论 如 何 ， 
尽管 有 这 种 敏感 性 ， 这 种 方法 在 实际 应 用 中 已 证 明 是 有 用 的 。 





习 题 

39.4 ”通货 脱 胀 的 认识 

1. 表面 利率 为 8% 而 通货 膨胀 率 为 5 名 。 一 项 单 次 情 车 投资 
10 年 。 设 : 

4 = 投资 按 “ 常 规 元 数 ”( 即 在 时 刻 0 计 值 的 元 数 ) 度量 在 第 
10 年 末 的 值 。 

召 = 投资 按 真实 利率 计算 在 第 10 年 未 的 值 。 

求 比值 A/B 。 

2. 假设 在 10 年 内 每 年 初 作 等 额 存款 而 不 是 只 作 一 次 存款 ， 
重新 做 习题 1 。 

3. 在 一 个 实质 利率 为 7 色 的 储蓄 帐户 中 投资 五 年 。 若 通货 脱 
胀 率 为 10%, 求 在 投资 期 间 损失 的 购买 力 百分比 。 

4. 一 位 工人 为 退休 后 所 需 而 向 一 项 实质 利率 8 铝 的 基金 投资 
一 笔 款 项 ， 为 期 20 年 。 利 息 所 得 要 扣除 25%% 的 所 得 税 。 有 两 种 
不 同 的 做 法 。 按 做 法 A, 存款 积累 过 程 不 扣除 税 款 , 到 整个 投资 时 
期 结束 时 总 扣 所 得 税 。 按 做 法 B, 每 年 的 利息 所 得 当即 扣除 所 得 
税 。 试 求 按 算法 A 的 税 后 积累 与 按 算法 B 的 税 后 积累 之 比值 。 

5. 一 位 雇员 在 为 一 位 雇主 工作 恰 满 25 年 后 退休 。 这 位 雇员 
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在 受 雇 时 年 薪 为 $10000， 以 后 每 年 加 薪 4% 。 这 位 雇员 有 资格 
接受 按 工资 计算 的 养老 金 ， 其 中 工资 的 计算 为 按 下 述 三 种 算法 之 





a) 求 最 终 工 资 

b) 求 雇 钱 的 最 后 5 年 中 平均 工资 ， 

c) 求全 部 工作 期 间 的 平均 工资 。 

6. 一 家 企业 要 购买 一 幢 价 值 $240000 的 房子 ， 先 付 $40000 
的 现金 这 家 企业 打算 得 到 一 笔 每 年 付款 的 10 年 期 抵押 贷款 。 
一 家 抵押 公司 提供 两 种 方案 供 选择 : 

A 一 实质 利率 为 10% 的 标准 抵押 贷款 ， 

B -一 共享 增值 抵押 贷款 ， 其 实质 利率 只 有 8 锅 , 用 以 交换 这 
所 房子 今后 10 年 内 价格 增值 的 50% 。 

此 企业 估计 这 所 房子 每 年 将 增值 3%。 试 决定 当 实质 利率 分 
别 为 

a] 382 

b) 10% 
时 ， 应 选择 那 一 个 方案 。 
89.5 ”风险 和 不 确定 性 的 反映 
7. 10 年 以 前 ,一 位 投资 者 投资 $10000 于 一 项 商业 投机 活 
动 ， 在 每 年 年 底 返 回 $1500 。 恰 在 当前 付款 之 后 ， 此 项 投机 失败 
了 ， 损失 了 $10000 的 投资 。 年 度 的 收入 是 投资 于 一 项 有 8%6 实 
质 利率 的 大 金 。 试 求 投资 者 在 此 项 投资 中 所 实现 的 收益 率 。 
8. 有 一 项 面值 $S1000, 附 有 8% 年 度 息 票 的 10 年 期 债券 ， 购 
买 后 产生 12% 的 实质 收益 率 , 求 其 价格 。 此 处 假设 息 票 肯定 会 按 
期 支付 , 但 借款 人 偿还 本 金 的 概率 只 是 .98, 即 让 2% 的 可 能 性 到 
期 时 会 完全 违约 。 假设 由 借款 人 付款 的 期 望 现时 值 来 给 出 适当 的 
价格 。 

9. 有 一 项 投资 ， 它 在 1 年 之 末 收 回 $1000 的 概率 是 90%, 而 
一 无 所 得 的 概率 是 10% 。 实 质 利率 为 259 。 
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a) 求 此 项 投资 现时 值 的 平均 值 ， 即 EPV 。 

b) 求 此 项 投资 现时 值 的 标准 差 。 

10. 习题 9 中 投资 的 利率 风险 上 浇 是 多 少 ? 

11. 一 项 附 有 $87.50 年 度 息 票 的 20 年 期 $1000 债券 以 某 价 
格 出 售 ， 收 益 率 为 9.5 锅 。 车 无 风险 利率 等 于 8.75%, 求 隐 仿 的 等 
额 年 度 违约 概率 。 

12. a) 证 明 公 式 (9.10) 可 表示 为 








a 
EPV = Ree tet. 
t=1 


b) 利息 效力 中 的 风险 上 溢 是 什么 ? 这 个 量 有 时 叫做 韦 
约 力 。 
c) 什么 是 年 度 违约 概率 ? 
qd) 什么 是 个 时 期 中 任何 时 刻 的 违约 概率 ? 
13. 一 家 抵押 公司 发 行 81000000 的 2 年 期 抵押 贷款 ， 其 实 
质 利率 为 8 中 。 这 项 抵押 贷款 在 两 年 内 以 每 年 末 支 付 等 额 的 本 金 
再 加 上 任何 应 付 的 利息 来 偿还 。 借 款 人 可 以 在 第 1 年 末 预 付 抵押 
而 不 需 付 罚金 。 第 1 年 末 的 实 策 利率 可 能 是 6% 或 10%% 。 抵 押 公 
司 可 以 在 第 1 年 末 将 其 所 有 得 到 的 收入 按 此 利率 在 第 2 年 作 再 投 
资 。 假 设 借款 人 为 了 自己 的 利益 会 实现 任何 预付 的 选择 。 违 约 概 
率 为 零 。 
3) 求 对 于 抵押 公司 在 2 年 之 末 这 些 抵押 贷款 的 期 望 积累 值 。 
b) 求 (a) 中 积累 值 的 标准 差 。 
c) 求 抵押 公司 在 发 放 这 些 抵押 贷款 时 的 期 望 收 益 率 。 
d) 由 常理 来 推断 (c) 的 答案 应 小 于 8 中 。 
14. 一 项 15 年 期 的 抵押 贷款 在 每 年 之 末 有 等 宁 年 度 付款 且 
有 12% 的 实质 利率 。 年 度 违约 概率 为 1% 。 在 这 些 条 件 下 对 此 项 
抵押 的 付款 的 期 望 现时 值 为 $150000 。 











a) 若 年 度 违约 概率 加 倍 ， 求 期 望 现时 值 。 答案 算 到 最 靠近 的 
$100 为 止 。 
b) 假如 考虑 到 额外 的 风险 ， 期 望 现时 值 是 按 14% 的 实质 利 
率 来 重新 定 值 ， 重 做 (a) 。 
15. 一 位 投资 者 购买 了 一 项 $1000 带 有 年 度 意 票 的 10% 通 
知 偿还 债券 。 此 项 债券 可 在 第 10 年 未 按 票面 到 期 慌 还 ， 但 也 可 
能 在 第 5 年 末 按 $1050 通知 偿还 。 投 资 者 可 以 将 得 到 的 任何 收入 
在 其 后 10 年 内 按 ?% 实质 利率 进行 再 投资 。 投 资 者 为 债券 付 了 
$1100 。 很 如 此 债券 通知 偿还 的 概率 为 .25, 试 计算 投资 者 为 此 项 
投资 在 今后 10 年 内 的 总 体 期 望 收益 率 。 
$9.6 ”收益 曲线 
16. a) 利用 表 9.2 中 的 现 率 ， 求 $1000 附 有 5% 年 度 息 票 的 
二 年 期 债券 的 价格 。 
b) 如 果 (a) 中 的 债券 有 10 吧 年度 息 票 ， 重 做 (a) 。 
c) 计算 (a) 中 债券 在 第 七 章 中 定义 的 到 期 收益 率 。 
d) 类 似 地 对 于 (b) 中 债券 做 这 项 工作 。 
e] 按 常 理 来 论证 (ec) 的 答案 和 (d) 的 答案 的 相对 大 小 。 
f) 对 于 长 期 债券 ， 你 是 否 预期 上 述 差别 会 更 大 ? 
17， 从 另 一 种 不 同 的 角度 来 考虑 习题 16 中 的 债券 。 假 设 一 
位 投资 者 可 以 从 买 两 份 5% 债券 或 一 份 10% 债券 中 进行 选择 。 
每 种 选择 产生 的 息 票 流 是 相同 的 。 
a) 求 原始 投资 金额 之 差 。 
b) 求 债券 到 期 时 付出 款项 之 差 。 
c) 试 校 核 (b) 正 是 (a) 按照 现 率 在 合 券 期 限 的 积累 值 。 
18. 用 现 率 求 妈 的 值 ， 其 中 第 1 年 用 表 9.2 中 的 现 率 , 而 整 
个 收益 曲线 对 其 后 每 年 直至 5 年 期 末 向 下 移动 .25% 。 
19. 基于 表 9.2 中 给 出 的 收益 曲线 ， 求 下 列 期 望 今 后 率 ; 
a) 1 年 推迟 2 年 今后 率 。 
b) 2 年 推迟 3 年 今后 率 。 
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20. 一 项 有 6%% 年 度 息 票 的 6 年 期 债券 有 12% 的 实质 收益 
率 。 一 项 有 10% 年 度 息 票 的 6 年 期 债券 有 8 名 的 实质 收益 率 。 
求 6 年 现 率 。 

21. 一 位 投资 者 有 $100000 要 投资 3 年 。 帐 户 余额 可 以 在 第 
1 年 末 或 第 2 年 末 进 行 再 投资 . 第 1 年 用 表 9.2 给 出 的 收益 曲 
线 。 整 个 收益 曲线 在 第 2 年 会 向 上 移动 2%, 而 第 3 年 又 再 向 上 
移动 2% 。 试 考虑 所 有 可 能 的 投资 形式 ， 求 在 第 3 年 投资 期 满 时 
的 最 小 与 最 大 积累 值 。 算 到 元 为 止 。 

89.8 ”持续 期 限 

22. 证 明 dim 等 于 作出 第 一 次 付款 的 时 刻 。 

23. 给 出 下 列 付 款 序 列 : 

介 在 时 刻 += 1,3,5,…,19 付 $100 。 

(也 在 时 刻 t= 2, 4, 6,…,20 付 $200 。 

要 你 决定 一 个 时 刻 t*, 使 得 上 述 付款 序列 的 现时 信 等 于 在 时 
刻 太 作 单 次 付款 $3000 的 现时 值 。 假 设 i > 0, 导出 # 的 精确 表 
达 式 。 

24. 求 一 项 每 年 年 底 分 红 的 普通 股 的 持续 期 限 ， 其 中 假设 每 
次 分 红 比 前 一 次 多 4%, 而 实质 利率 为 89 。 

25. 求 酌 修正 持续 期 限 的 表达 式 。 

26. 证 明 一 项 永久 年 金 及 此 项 年 金 现 时 信 葛 修正 持续 期 限 是 
相等 的 。 

27. 如 果 只 有 一 次 付款 , 则 (9.17) 式 中 的 方差 7? 应 当 为 零 。 
试 对 此 种 情况 下 亨 = 0 的 结果 给 出 字面 解释 。 

28， 一 项 贷款 可 这 样 来 偿还 : 1 年 末 付 $81000, 2 年 末 付 
$2000, 3 年 末 付 $3000 。 实质 利率 为 25 外 。 

3) 求 贷款 金额 。 

b) 求 持续 期 限 。 

c) 求 修正 持续 期 限 。 

d) 求 (9.17) 式 中 的 方差 2 。 
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89.9 ”免除 

29. a) 确认 在 例 9.8(1) 中 得 到 的 资产 的 能 正 持续 期 限 等 于 负 
债 的 修正 持续 期 限 。 

b) 确认 在 例 9.8(2) 中 得 到 的 资产 的 凸 性 大 于 负债 的 凸 性 。 

30. 求 一 项 半年 度 转换 3% 10 年 期 延 付 年 金 的 现时 值 ， 该 年 
金 的 逐次 半年 度 付 款 为 1,4,9,.… ,400 。 算 到 元 为 止 。 

31. 导出 修正 持续 期 限 与 到 性 间 的 下 列 关系 : 








d 加 
一 T= 二 太一. 


点 
32. 在 吓 性 5 与 (9.17) 式 的 方差 o? 间 成 立 下 述 关系 : 
t= a(i)o? + b(i). 


求 函 数 a(i) 与 Bt) 。 
33. a) 在 例 9.7 中 ， 假 设 投资 者 投入 $600 于 货币 市 场 基金 
及 $400 于 两 年 期 债券 ， 求 : 
(1) P(0.09) 。 
(2) P(0.10) 。 
{3) P(0.11) 。 
b) 假设 投资 者 投入 $400 于 货币 市 场 基金 及 $600 于 两 
年 期 俩 券 ， 重 做 (a) 。 
c) 对 于 (a) 与 (b) 的 答案 与 例 9.7 答案 的 相互 比较 给 出 
字面 解释 。 
34. 设 实质 利率 为 3%, 求 下 列 投资 的 凸 性: 
al) 一 项 货币 市 场 基金 。 
b) 一 项 10 年 期 无 息 票 债券 。 
0) 一 项 向 永 入 年 金 付 等 额 分 红 的 优先 股 。 
35， 求 一 项 在 ” 个 时 期 内 以 等 额 分 期 付款 偿还 的 贷款 的 凸 
性 , 设 z=0。 
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36. 求 习题 24 中 普通 股 的 凸 性 。 

37. 一 家 金融 单位 从 一 位 顾客 处 接受 了 一 笔 $85000 的 储蓄 ， 
它 保证 付 3% 的 年 度 复 利 , 为 期 10 年 。 提供 给 这 家 单位 的 仅 有 的 
投资 选择 是 5 年 期 无 息 票 债券 与 优先 股 ， 两 者 收益 率 都 是 8 邑 。 
这 家 单位 按照 下 述 的 推理 来 建立 其 投资 策略 : 

(i) 5 年 期 无 息 票 债券 的 持续 期 限 为 5 。 

(ij 优先 股 的 持续 期 限 为 .13.5 ( 死 例 9.6(4)) 。 

(ii) 对 顾客 的 债务 的 持续 期 限 为 10 。 

《iv) 取 持 续 期 限 的 加 权 平均 ， 投 资 于 5 年 期 无 息 票 债券 的 金 
额 取 为 





13.5 一 10 
13.5 一 5 


而 投资 于 优先 股 的 金额 取 为 
10 一 5 
13.5 一 5 


假设 顾客 在 整个 10 年 期 间 均 将 基金 留置 储蓄 ， 试 说 明 上 述 
投资 战略 基于 免除 理论 是 最 优 的 。 

38. 一 家 金融 单位 有 一 项 在 5 年 期 内 每 年 底 付款 $10000 的 全 
务 。 该 单位 以 收入 10000a50， = $37908 来 交换 承担 这 笔 债 务 。 
这 家 单位 仅 有 的 投资 选择 是 1 年 期 ，3 年 期 及 5 年 期 的 无 息 票 俩 
券 , 收益 率 均 为 10%% 。 这 家 单位 按照 下 述 的 推理 来 建立 其 投资 策 
酷 : 

(iD 这 笔 债 务 的 持续 期 限 是 围绕 所 提供 投资 选择 的 持续 期 限 
而 对 称 分 割 的 。 

{二 因此 投资 的 款项 应 一 分 为 三 ， 对 1 年 期 、3 年 期 及 5 年 
期 无 筷 票 策 券 各 投资 $12636 。 

试 证 明 这 种 投资 战略 按照 免除 理论 不 是 最 优 的 ， 并 建立 一 种 
更 优 的 投资 战略 。 

89.10 ”资产 负债 相 匹配 





{85000) = $35000, 





(85000) = $50000. 
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39.， 对 于 习题 38, 如 果 也 提供 收益 率 为 10% 的 2 年 期 和 4 
年 期 的 无 息 票 债券 作为 投资 选择 ， 证 明 此 时 可 建立 起 绝对 匹配 战 
赂 。 试 决定 在 此 战略 下 $37908 应 如 何 投资 。 

40. 一 家 金融 单位 从 一 位 顾客 处 接受 了 一 笔 $20000 的 情 车 ， 
它 保 证 在 2 年 内 支付 10% 实质 利率 的 利息 。 顾客 在 第 1 年 末 表 
示 要 抽 回 本 利和 的 一 半 。 金融 单位 可 以 投资 于 收益 率 为 10% 的 1 
年 期 无 息 票 债券 ， 也 可 投资 于 收益 率 为 11% 的 2 年 期 无 息 票 贷 
券 。 这 家 单位 分 析 两 种 选择 : 

有 一 绝对 匹配 战略 。 
B -一 完全 投资 于 2 年 期 债券 以 接受 更 高 的 利率 。 

a) 求 在 选择 A 下 这 家 单位 在 开始 所 取得 的 利润 

b) 求 1 年 期 债券 的 1 年 今后 率 ， 使 选择 B 与 选择 A 等 价 。 

41. a) 重 做 9.10 节 中 的 例子 ， 假 设 今后 率 分 别 为 7.5%% 和 
9%, 而 不 是 7 中 和 9.5 吕 。 

b) 重 做 9.10 节 中 的 例子 ， 假 设 今后 率 分 别 为 $.5% 和 
10%, 而 不 是 7? 哆 和 9.5 吧 。 

42. a) 重 做 9.10 节 中 的 例子 ， 假 设 51 分 别 是 20 分 和 80 
分 ， 而 不 是 10 分 和 90 分 。 

b) 重 做 9.10 节 中 的 例子 ， 假设 51 分 别 是 0 分 和 100 
分 ， 而 不 是 10 分 和 90 分 。 
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第 十 章 ”利息 的 随机 处 理 


§10.1 引言 


本 书 前 面 各 章 主要 是 在 决定 性 的 基础 上 表达 利息 理论 。 第 十 
章 将 向 读者 介绍 利息 的 某 些 随机 处 理 。 

实际 上 ， 在 以 前 各 章 中 亦 已 有 两 个 方面 清楚 地 引进 了 概率 。 
第 一 个 是 在 9.5 节 中 考虑 了 违约 概率 ， 第 二 个 是 在 9.10 节 中 关于 
从 存款 单 中 抽 回 存款 的 假定 。 导 出 持续 期 限 的 (9.17) 式 也 是 依据 
方差 来 解释 。 最 后 ， 象 通知 偿还 债券 中 通知 条 款 的 实现 及 抵押 贷 
款 中 的 预付 款 比 率 等 方面 也 都 隐 合 荐 风险 和 不 确定 性 。 但 无 论 如 
何 ， 本 书 中 前 面 折 采用 的 处 理 方法 总 体 上 说 是 决定 性 的 。 

在 第 十 章 中 我 们 首先 把 利率 直接 考虑 为 一 个 随机 变量 ;然后 
概要 地 介绍 几 个 在 随机 基础 上 的 模型 ， 它 们 在 实际 中 有 重要 的 应 
用 。 

我 们 假定 读者 已 具有 数理 统计 的 基础 知识 。 本 章 中 所 用 到 的 
统计 并 不 高 深 。 


























810.2 ”独立 利 座 


我 们 现在 把 利率 考虑 为 随机 变量 。 在 10.2 节 中 考虑 某 一 时 期 
的 利率 独立 于 其 他 任何 时 期 的 利率 的 情形 。 在 10.3 节 中 将 去 掉 独 
立 的 假定 而 考虑 相继 的 利率 以 某 种 形式 相关 的 一 些 结果 。 

一 个 初步 的 例子 

让 我 们 首先 来 论证 这 样 一 件 事 : 期 望 积累 值 和 期 望 现时 值 不 
一 定 要 等 于 按期 望 利率 的 积累 值 和 现时 值 。 为 了 论证 这 种 可 能 
性 ， 考 虑 一 单位 的 投资 ,为 期 10 年 ， 其 利率 为 未 知 ， 但 大 致 等 于 
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?7%%, 8 中 或 9 中 。 由 初等 统计 学 知 ， 期 望 利率 是 
Eli]= Bor + 0.08 + 0.09] = 0.08. 
期 望 积累 值 是 
El(1+i)*] = SIC1.07)'o + (108)10 + (1.09)10] = 2.16448. 
然而 按期 望 利率 的 积累 值 是 
(1.08)'° = 2.15892. 


故 在 此 例子 中 期 望 积累 信 不 等 于 按期 望 利率 的 积累 值 。 而 会 
产生 期 望 积 累 值 的 利率 则 由 下 式 决 定 : 





{1+ 2) = 2.16448, 


从 中 可 解 出 i 二 0.0828 或 8.028%% 。 

对 于 现时 值 也 会 有 类 似 的 结果 。 假 设 我 们 希望 今天 投资 一 定 
的 金额 而 在 第 10 年 之 末 积 累 到 一 单位 ， 并 假设 未 知 利率 的 状况 
与 上 面 所 述 一 样 。 

此 时 期 望 现时 值 由 下 式 给 出 


El(1+i)-!] = 3l(Lon) + {1.08)- 0 + (1.09)-1] = 0.46465. 
而 按期 望 利率 的 现时 值 则 是 
(1.08)—!° = 0.46319. 
产生 期 望 现时 值 的 利率 由 下 式 决定 : 
(1 十 公 -10 = 0.46465, 
从 中 可 解 出 二 0.07966 或 7.966% 。 
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积累 值 

在 上 面 的 例子 中 我 们 假定 不 确定 的 利率 在 十 年 期 间 是 常数 。 
下 面 我 们 考虑 这 样 的 情形 : 各 个 时 期 会 有 不 同 的 利率 ， 它 们 服从 
王 某 种 不 随时 间 而 变化 的 分 布 。 

让 我 们 采用 第 一 章 中 曾 用 过 的 符号 ， 记 第 tt 个 时 期 ( 即 从 时 
刻 t 一 1 到 时 刻 4 的 利率 为 ,t= 二 1,2,…,n。 投 资 1 在 n% 个 
时 期 之 末 的 积累 值 由 公式 (1.38) 改 一 下 符号 表示 为 





am 一 (1 十) 十 各 ) 人 十 识 ) 一 Ta 十 记 )- (1.38) - 
=1 


现在 假定 所 有 让 为 独立 同 分 布 且 具有 平均 值 i 。 积累 值 的 平 
均值 为 


Ela(n)] 


E Ha + 
t=1 
= IEBIL+ 训 (由 独立 性 ) 
t=1 
= (1+2°. (10.1) 


注意 在 此 情况 下 ， 期 望 积 累 值 等 于 按期 望 利率 的 积累 值 。 其 
次 考虑 积累 值 的 方差 ， 应 有 





varla(n)] = Ela*(n)] - {Bla(n))y? 
= Elat(n)] — (+o). (10.2) 
假设 各 廊 有 方差 s2 。 现在 可 以 计算 al(n) 关于 原点 的 二 阶 矩 
Ela?(n)] = E [me 十 加 
一 1 


证 五 [( 十 认 )3] (由 独立 性 ) 
t= 
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n 
TI El + 2 + i] 

i#=1 

(1 十 2 十 认 十 s2)=. (10.3) 


四 


这 一 结果 是 基于 这 样 的 事实 ， 即 对 每 一 上 的 值 


varlis] = E[i] — {Bli]}? 


或 
32 = E[22] — i2. 
这 就 给 出 
El[22] = 这 十 s?. 
这 样 ， 积 累 值 的 方差 由 下 式 给 出 
varla(n)] 一 (十 到 十 这 十 sm 一 (1 十 让 2 {10.40) 
它 可 以 写 为 
varla(n)j = (1 + 7" ~— (1+i)*”, (10.4b) 


其 中 了 一 -24 十 和 十 s2 。 

现在 将 上 述 包 含 单 次 付款 的 分 析 拓 展 到 等 额 年 金 。 考 虑 一 项 
个 时 期 的 初 付 年 金 。 按照 在 3.9 节 中 建立 的 方法 ， 此 项 年 金 的 
积累 值 为 








tin)}+ (1 +in)(l + in-1) 
t+ (1l+in)(l+in nD) (1 +i) 


ez] 


(1 + inenn). (3.36) 


ll 
MM: 
i 
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5 的 平均 值 可 由 (3.36) 式 得 到 为 


nh t 
Elia] = 5 [EH + 
t=1 s=1 


= 可 [BQ +ai (由 独立 性 ) 
1 


t=1 s=: 


= smi. (10.5) 
其 次 来 求 订 的 方差 。 这 种 形式 的 级 数 的 方差 是 复杂 的 ， 可 见 附 
录 WL。 
将 工 + 译 关于 原点 的 一 阶 矩 和 二 阶 矩 分 别 定义 为 rn; 与 m3， 
即 
mi = Ell+i]=1+i (10.6) 
及 1 
ms = El(1 +i)] = t+ (10.7) 
其 中 了 由 (10.4b) 式 决定 。 再 应 用 附录 中 的 结果 ， 就 得 


m3 + mi .. 2m3 








varlin] = mim mg — my sm (om) 108) 
现时 值 
对 于 现时 值 , 也 象 上 面 对 于 积累 值 那样 可 以 得 到 平行 的 结果 。 


但 我 们 在 选择 利率 时 必须 小 心 ， 因 为 一 般 说 来 
1 1 
zi 入 El{l + i)]" 
这 样 ， 当 处 理 现 时 值 时 必须 由 下 式 定义 全 
E[(1+i)- 1] = (1+i)!. 
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必须 强调 ， 这 一 守 值 与 上 面 对 积 累 值 从 至 [(#] = i 中 得 到 的 2 是 不 
同 的 。 

我 们 的 第 一 个 结果 是 要 建立 一 个 对 于 单 次 付款 的 现时 值 的 平 
均值 公式 ， 它 类 似 于 公式 (10.1) 。 我 们 有 











oata] = (1 + (10.9) 


(10.9) 式 的 导出 类 似 于 公式 (10.1) 的 导出 ， 此 事 留 作 习题 。 
对 于 现时 值 的 方差 有 


varla™ (nj 


Bla (mn)] — {gla (n)]}? 
= (1+R)* (+ (10.10) 


其 中 (+ 有 "1 = BI(1 + 记 )-]。 

不 幸 的 是 ， 在 不 知道 i 如 何 分 布 的 情况 下 ， 我们 能 敌 的 只 有 
到 此 为 止 了 。 上 面 用 来 对 积 票 值 求 二 阶 矩 的 方法 对 于 现时 值 不 再 
有 效 。 公 式 (10.10) 的 演算 需要 对 某 一 特定 的 概率 密度 函数 来 计 
算 二 阶 矩 。 

现在 转向 我 们 在 3.9 节 中 讨论 过 的 一 项 ne 个 时 期 延 付 年 金 的 
现时 值 ， 








am = (+6) t+(l+i) (1+io) Tl + 
+(1 4) (1 +i2) 1 (1 +in)-! 
nt 
= SITa+ti)! (3.34) 


#=1 s=1 
a 的 平均 值 是 预期 的 结果 
Blan] = om- Go.1D 


{10.11) 式 的 推导 类 似 于 (10.5) 式 ， 留 作 习 题 。 
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最 后 ,我 们 来 考虑 om 的 方差 ,定义 mf 和 m3 分别 为 Qi 
关于 原点 的 一 阶 矩 和 二 阶 矩 ， 即 





md = Eli+6) 1]= (+0! (10.12) 
及 
mea = El +i) = (1+k) 1. {10.13) 
再 应 用 附录 的 结果 ， 逆 有 


ms + my 2rm8 


VAar |@: 一 一 
[lam] mg — Tm 





mg anmi ~ (ami)®. (10.14) 

求 数值 解 

由 上 所 述 ， 如 果 我 们 知道 了 1 十 计 和 (1 十 入 )”! 的 一 阶 矩 和 
二 阶 短 ， 我 们 就 能 对 单 次 付款 或 等 额 年 金 求 出 积累 信 或 现时 值 的 
平均 值 和 方差 。 我 们 可 以 选择 对 tt 的 概率 密度 函数 作出 假设 。 不 
幸 的 是 ， 甚 至 即使 知 遵 了 平均 值 和 方差 ， 以 上 的 公式 一 般 也 并 不 
导致 已 知 的 概率 密度 函数 

在 实践 中 处 理 这 种 情形 的 标准 方法 是 利用 “模拟 ”。 其 过 程 
如 下 : 
1. 作出 一 个 适当 的 关于 生 的 概率 密度 函数 及 其 参数 的 假设 。 

2. 形成 一 系列 足够 多 的 随机 数 以 运行 所 需要 的 大 量 试 验 - 如 
果 需 要 作 mm 次 试验 ， 则 需要 mm 个 随机 数 。 

3. 利用 标准 模拟 方法 ， 用 这 些 随机 数 来 计算 和 ,i2,… ,in 的 
值 的 m 个 集合 。 

4. 对 m 组 集合 行 ,i2,…… ,in 中 的 每 一 个 ， 计 算 需要 的 金融 
函数 ， 例 如 an) or +(n), 疝 ,a 或 某 些 其 他 范 数 。 

5. m 个 结果 可 用 来 对 金融 函数 建立 近似 的 概率 密 庶 函 数 。 
对 各 种 可 能 的 结果 的 估计 概率 可 由 这 m 个 结果 算出 。 

我 们 不 打算 进一步 讨论 模拟 方法 ， 因 为 我 们 假定 读者 对 此 已 
经 熟悉 。 若 读者 对 此 不 熟悉 可 以 参阅 数理 统计 的 标准 教科 书 。 
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一 种 特殊 情形 

有 这 样 一 种 特殊 情形 ， 对 它 可 以 用 解析 方法 得 到 有 用 的 结果 。 
假设 随机 变量 loge(1 + 坟 ) 服从 以 4 为 平均 信 ， o2 为 方差 的 正 
态 分 布 。 这 样 ， 随 机 变量 1 -+ it 就 服从 带 有 参数 上 和 og? 的 对 数 
正 态 分 布 。 带 有 参数 和 o? 的 对 数 正 态 分 布 的 平均 值 和 方差 为 





平均 值 = en+c? 外 (10.15) 
及 
方差 = eto (ec 1). {10.16) 
今 由 (1.38) 式 得 
loge a(n) = 》 loge(1 + i). (10.17) 
t=1 


上 式 右边 是 ?个 独立 正 态 随机 变量 的 和 ， 其 中 每 个 随机 变量 有 平 
均值 4 及 方差 c? 。 这 样 ， log。 a(n) 是 带 有 平均 值 rye 及 方差 
no? 的 正 态 分 布 , 从 而 atn) 是 带 有 参数 ni 和 no? 的 对 数 正 态 分 
布 。 在 此 情形 下 ， 我 们 可 以 直接 给 出 对 afterlm), 纲 及 afn) 
的 可 能 结果 的 概率 叙述 ， 而 不 需要 藉 助 于 模拟 。 

可 忆 一 下 利息 效力 的 公式 (1.32a) 


6 一 loge(1 十 个 . {1.32a) 


这 样 ， 我 们 看 到 (10.17) 式 的 右边 是 一 系列 5 的 和 。 
让 我 们 定义 

















11] = logel] + i0). (10.18) 


上 式 中 的 方 括号 将 应 用 于 从 t 一 1 到 t 这 个 区 间 上 的 4 甸 与 仅 在 
甩 时 t 应 用 的 和 区 别 开 来 。 (10.18) 式 在 10.3 节 中 将 有 用 处 。 

采用 对 数 正 态 分 布 的 动机 ， 不 仅 是 因为 它 有 不 用 模拟 就 能 够 
演算 本 节 中 公式 这 一 方便 之 处 。 经 验 还 表明 ， 它 确实 提供 了 利率 
变化 的 一 个 很 好 的 模型 。 
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读者 如 对 独立 确 机 利率 感 兴趣 , 可 以 参阅 书后 所 列举 的 P. P. 
Boyle (1976) 的 一 篇 论文 。 

例 10.1 假设 是 对 于 上 = 1,2, 及 3 在 区 间 [.07,0.09] 上 
均匀 分 布 的 实质 利率 。 试 求 投资 1 在 3 年 之 末 的 积累 值 的 (1) 平 
均值 。 (2) 标准 差 。 

1. 对 于 均匀 分 布 我 们 有 
atb 0.07+0.09 






































Eli] =i= 3 0.08. 
直接 应 用 (10.1) 式 得 出 
Ela(3)] = (1.08)? = 1.25971. 
2. 对 均匀 分 布 有 
村 b—a? {0.09—0.07)? 0.0001 
var[i]j = 82 《 i ( 13 ) 3 
直接 应 用 {10.4a) 式 得 出 
3 
varla(3)] = E 十 0.16 十 0.0064 十 | — (1.08)® 





0.00013605. 


这 样 ， 标 准 差 就 是 V0.00013605 = 0.01166 。 联 系 到 可 能 结果 的 
最 大 范围 ， 即 


(1.07)? = 1.22504 到 (1.09)3 = 1.29503， 


这 一 答案 看 来 是 合理 的 。 
例 10.2 ”对 于 3 年 内 每 年 初 投资 1 的 积累 值 , 重 做 例 10.1 。 
1. 直接 应 用 {10.5) 式 得 出 


Elia) = $50.08 = 3.5061. 
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2. 应 用 (10.6) 和 (10.7) 式 ， 就 有 


mi =1+i=1.08 


m3 =1+j= 1.166433. 
现在 应 用 (10.8) 式 ， 
var[ 河 ] = 0.0005603， 


故 标 准 差 为 V0.0005603 = 0.0237 。 联系 到 可 能 结果 的 最 大 范 
恩 ， 即 二 0.or = 3.4399 到 语 0.09 = 3.5731, 这 一 答案 看 来 是 合理 





例 10.3 假定 1 十 去 遵循 带 有 参数 请 = 0.06 及 og? = 0.01 
的 对 数 正 态 分 布 ， 求 对 于 (1) a(5), (2) 癌 ，(3) a-1(5) 和 (4) 二 
的 平均 值 和 标准 差 。 

1. 平均 值 

由 (10.15) 式 有 


Ell + i] = et%+0.005 一 1.067159. 
应 用 (10.1) 式 得 出 平均 值 
Ela(5)] = (1.067159)5 = 1.38403. 


标准 关 
由 (10.16) 式 有 


varll + i] = et2+0.01 (6001 — 1) = 0.011445. 


今 a(5) 服从 带 有 参数 5u 和 50? 的 对 数 正 态 分 布 ， 故 由 (10.16) 


varla(5)] = eS(012+001) (e005 — 1) 一 0.098212. 
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这 样 ， 标 准 营 就 是 V0.0982132 = 0.31339 。 作 为 习题 ， 请 读者 用 
另 一 种 利用 (10.4a) 式 的 方法 确认 这 一 答案 。 

2. 平均 值 

由 {10.5) 式 得 


五 [ 注 ] 二 让 o.067159 二 6.1023. 


标准 善 
由 (10.8) 式 有 





var[85] = 0.881737. 


故 标准 差 为 V0.881737 = 0.9390 。 

3. 平均 值 

首先 必须 分 析 (1 十 认 )-! 的 分 布 。 我 们 有 loge(1 二 i)-! = 
一 logel1 十 认 ), 它 有 带 平 均值 一 和 方差 o? 的 正 态 分 布 。 这样， 
(1 十 认 )"! 有 带 参 数 一 与 o? 的 对 数 的 正 态 分 布 。 

由 (10.15) 式 有 


E[(1 +i)!] = e~*08+0.005 一 0.946485. 
应 用 (10.9) 式 给 出 平均 值 
Ela-1(5)] = (0.946485)5 = 0.759572. 


注意 (1 十 让 -1 = 0.946485, 故 i 二 0.056541, 它 与 上 面 1 和 2 中 
的 利率 是 不 同 的 。 

标准 差 

由 (10.16) 式 有 


varl{1 + i)-!] = e™ 12+0.01(¢0.01 — 1) = 0.009003. 


今 o -1(5) 有 带 参 数 -51 与 50? 的 对 数 正 态 分 布 ， 故 由 {10.16) 
式 





var[a-1(5)] = eS(™012+0.0) (60.05 — 1) = 0.029581. 


这 样 ， 标 准 差 为 V0.029581 = 0.17199 。 
生平 均值 
在 上 面 3 中 已 求 出 i== 0.056541 。 故 由 《10.11) 式 得 


Ela5] = a5o.056541 = 4.2523. 


标准 差 
我 们 有 (1 十 局 -1 一 e 90134001e00l ~ e-0.10 0.904831, 所 
以 上 二 0.105171 。 用 公式 (10.14) 就 得 


var[og] = 0.383244. 


这 样 ， 标 准 差 为 V0.383244 = 0.6191 。 

例 10.4 ”假设 对 t+ = 1,2,3 有 E[ij = 0.08 。 并 假设 1 二 守 
服从 带 有 o? = 0.0001 的 对 数 正 态 分 布 。 求 投资 1 在 3 年 之 末 的 
积累 值 的 95% 置信 区 间 。 

随机 变量 log。(1 + it) 服从 正 态 分 布 ， 其 参数 为 








A = loge(1.08) = 0.076961 





及 
2 = 0.0001. 
应 用 公式 (10.17), 可 知 loge a(3) 服从 正 态 分 布 ， 其 参数 为 
4 = 3(0.076961) = 0.230883 
及 


2 = 3(0.0001) = 0.0003. 
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loge a(3) 的 标准 95 铝 置信 区 间 由 下 式 给 出 : 
下 士 1.96c = 0.230883 士 1.96V0.0003 
或 (0.196935,0.264831) 。 对 应 的 a(3) 的 95% 置信 区 间 则 为 


(e0.196935，e0.264831) 或 (1.21766, 1.30321) .这 是 一 围绕 (1.08)3 = 
1.25971 的 95 锅 置信 区 间 。 








810.3 ”相关 利率 


在 10.2 节 中 我 们 假设 每 个 相继 时 期 的 利率 it 是 独立 的 。 在 
10.3 节 中 我 们 取消 这 个 假设 而 来 考虑 某 些 结果 。 

相关 利率 当然 有 直观 的 背景 。 例 如 ， 假 定 某 一 个 时 期 的 利率 
明显 高 于 长 期 平均 利率 ， 则 不 妨 认为 下 一 个 时 期 的 利率 大 概 会 高 
于 平均 利率 ， 而 不 是 低 于 平均 利率 。 如 某 一 时 期 利率 明显 低 于 长 
期 平均 利率 ， 则 也 会 有 类 似 的 情形 。 

换言之 ， 历 史 的 经 验 告 诉 我 们 ， 利 息 更 容易 在 几 个 相 邻 的 区 
间 维 持 高 水 平 或 低 水 平 ， 而 不 是 围绕 某 个 平均 利率 随机 地 上 下 跳 
动 。 当 我 们 考虑 到 利率 水 准 常 与 经 济 条 件 和 政府 政策 有 联系 这 一 
事实 时 ， 上 面 这 种 说 法 更 显得 有 道理 。 

可 以 构造 许多 不 同 的 模型 来 反映 相关 性 。 其 中 多 数 已 超出 本 
书 的 范围 。 然 而 ， 我 们 将 讨论 一 下 统计 学 中 时 间 序 列 分 析 的 可 能 
应 用 。 

已 经 建立 了 几 个 时 间 序 列 模型 。 其 中 基本 的 模型 是 滑动 平均 
{MA) 模型 ， 自 回归 (AR) 模型 及 这 二 者 的 混合。 经验 证明，AR 
模型 在 描绘 利率 波动 方面 比 MA 模型 更 为 成 功 。 

作为 引入 基本 概念 的 得 单 例子 , 让 我 们 来 考 虚 例 10.1 和 10.2 
中 所 才 的 均匀 分 布 。 我 们 假设 ， 此 均匀 分 布 是 作用 在 一 个 在 平均 
利率 两 希 各 宽 a > 0 的 区 间 上 。 即 如 果 长 期 平均 利率 为 i 则 我 们 
就 有 在 区 间 [i 一 ,i 十 Qa] 上 的 均匀 分 布 。 











现在 假定 ， 相 继 的 利率 可 由 以 下 递 推 公式 相 联系 。 


证 一 主 十 有 (tt-1 一 让 ， (10.19) 





其 中 0 < 上 < 1 ,这 一 相关 关系 是 假定 , 对 每 个 相继 的 t 一 1 值 , 均匀 
分 布 是 作用 在 中 认 -1 为 中 心 的 区 间 上 , 即 区 间 [1 一 0, 认 -1 十 名 





”常数 丰 是 赋予 长 期 平均 利率 和 上 一 时 期 利率 的 相对 权 因 子 。 
如 果 大 = 0, 则 就 有 独立 性 , 可 以 用 10.2 节 中 的 结果 。 如果 天 = 1 
则 我 们 将 整个 权 因子 给 予 上 一 时 期 的 利率 。 而 介 于 上 述 两 者 之 阿 
的 大 值 则 意味 着 对 宇和 it-1 两 者 都 有 部 分 权 因 子 。 事实 上 ， 我 们 
是 在 上 述 两 种 极端 之 间 构 成 线性 插值 。 

这 一 简单 的 例子 实际 上 包含 了 所 谓 一 阶 自 加 归 过 程 ( 即 AR(1)) 
的 应 用 .这 样 一 种 过 程 使 一 个 时 期 的 利率 依赖 于 前 一 时 期 的 利率 。 

应 用 相关 形式 的 对 数 正 态 分 布 得 到 了 成 功 的 结果 。 这 伴随 着 
指明 在 (10.18) 式 中 定义 的 组 的 形式 。 假 定 长 期 平均 利息 效力 
为 5, 即 

Elétal = 和， (10.20) 
对 二 一 1 2 。 
今 应 用 AR(1) 过 程 并 比 上 面 更 完全 地 建立 它 . 这 一 过 程 假定 
人 是 基于 长 期 平均 利息 效力 及 上 一 时 期 的 利息 效力 。 这 样 ， 它 就 
具有 形式 
610 =6+ k(t — 6) + elt). {10.21) 


它 与 (10.19) 式 的 相似 是 显然 的 。 表示 式 el(t) 是 误差 项 ， 假 定 对 
于 t+ = 1,2,…, e(t) 是 按照 带 有 平均 值 & = 0 及 方差 0? 的 正 态 
分 布 为 独立 同 分 布 的 。 

我 们 不 加 证 明 地 给 出 下 述 结论 。 5 的 方差 是 








var[élg] = (10.22) 


a2 
1—k2’ 
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而 61s] 和 6 间 的 协 方差 为 





COV [éls]; 6] 一 有 {10.23) 


一 
对 于 上 > s 。 上 述 公式 需要 |k| < 1 。 注 意 若 大 = 0 就 有 独立 性 ， 
10.2 节 的 结果 可 以 应 用 。 

一 种 更 精密 的 时 间 序 列 程序 是 所 谓 二 阶 自 回归 过 程 即 AR{2) 。 
这 一 过 程 假定 出 是 基于 长 期 平均 利息 效力 及 前 面 两 个 时 期 的 利 
息 效 力 。 即 它 有 形式 


6 =6+h(6le 1] 6) + kol6ls 2 —6)+ elt). (10.24) 


误差 项 e( 与 AR(1) 过 程 一 样 定义 。 
5 的 方差 由 下 式 给 出 





2 


var[i] = 抹 僚 [ET (10.25) 
#61] 与 纲 间 的 协 方 差 则 为 
cov [és Stn] = var[6a][rg 二 (1 一 了)0 9， {10.26) 
对 于 上 > 3 。 其 中 
2 
一 机 人 0027) 
而 gy 和 9 是 以 下 特征 方程 根 的 倒数 
f(x)=1— hz— kr? = 0. (10.28) 
特征 方程 可 能 有 上 庶 根 。 上 述 公式 需要 三 个 条 件 : 
kit+ks < 1, 
kao—k < 1, 


-1l<ks < 1. 
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注意 ,车 1 = kz = 0, 就 有 独立 性 ， 而 10.2 节 结 果 可 以 应 
用 。 
AR(1) 和 AR(2) 过 程 方差 和 协 方差 公式 的 推导 可 以 参阅 本 
书 末 所 列 参 考 文献 中 G. BE. P. Box 与 G. M. Jenkins (1976), 及 
R. B. Miller 与 D. W. Weichern (1977) 的 著作 。 基 于 AR(1) 
和 AR{2) 过 程 的 各 种 金融 函数 值 的 公式 则 在 本 书 末 所 列举 的 H. 
H. Panijer 与 D. R. Bellhouse (1980 与 1981) 的 两 篇 论文 中 已 建 
立 。 这 些 结果 相当 复杂 ， 且 已 超出 本 书 范围 。 
上 面 所 引用 的 实现 AR(1) 与 AR(2) 过 程 的 方法 本 质 上 是 解 
析 的 。 但 还 有 一 种 很 容易 使 用 的 方法 就 是 模拟 .也 能 构造 其 他 包 
含 相关 性 的 模型 并 用 模拟 来 实现 。 很 重要 的 一 点 是 ， 尾 何 一 种 模 
型 在 正式 使 用 前 都 应 该 先 用 经 验 数据 来 测试 ， 以 明确 此 种 模型 在 
处 理 实际 已 知 的 结果 时 优 劣 程度 如 何 。 
例 10.5 ”假定 在 一 特殊 情形 下 长 期 平均 实质 利率 为 6%, 而 
上 一 年 的 利率 为 9% 。 假设 每 年 的 利率 精确 地 等 于 在 长 期 平均 
利率 和 上 一 年 利率 基础 上 估计 的 利率 ， 试 对 (1) 天 一 02 及 (2) 
k 二 0.8 比较 由 (10.19) 式 在 3 年 期 间 产 生 的 型 式 。 
1. 我 们 有 
让 一 0.06 十 0.2(0.09 ”一 0.06) = 0.066, 
福 二 0.06 十 0.2(0.066 -0.06) = 0.0612， 
i3 = 0.06 二 0.2(0.0612 —0.06) = 0.06024. 


这 些 值 回归 于 6 名 的 平均 利率 是 相当 快 的 。 

2. 我 们 有 
i1 一 0.06 十 0.8(0.09 —0.06) = 0.084， 
ia=0.06+0.8(0.084  —0.06) = 0.0792, 
i3 = 0.06 + 0.8(0.0792 —0.06) = 0.07536. 


此 处 回归 要 慢 得 多 。 


这 个 例子 的 目的 是 要 展示 而 不 同 上 值 所 产生 的 固有 型 式 。 
当然 ， 在 实际 中 每 年 的 真实 利率 很 可 能 不 同 于 按 长 期 平均 利率 和 
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上 1 年 利率 估计 的 利率 ， 故 上 面 所 展示 的 光滑 型 式 其 实 会 高 低 不 
平 。 但 是 ， 选 择 * 的 效应 则 恰 如 上 例 所 示 ， 会 影响 到 向 长 期 平均 
利率 回 妇 的 大 小 。 
例 10.6 已 知 6 服从 AR(1) 过 程 ， 其 平均 值 = 0.09, 方差 
= .003, 相 邻 值 间 的 协 方差 = 0.002 。 6 的 估计 值 为 .075 。 求 
61a] 的 真 值 。 
将 (10.23) 式 除 以 (10.22) 式 得 到 
cov _ £0.002_2 
Var 0.003 3 7 
我 们 记 真 值 为 54 而 估计 值 为 65 。 由 (10.21) 式 有 





确 = 56+k(6 身 一 6) 


0.075 = 0.09+ 3 给 — 0.09). 
由 此 得 出 
6 痢 = 0.0675. 


例 10.7 ”已 知 6 服从 平均 信 等 于 .08 的 AR(2) 过 程 。 给 
出 下 列 值 : 


2 5 的 高 信 614] 的 估计 芝 
1 0.086 
2 0 10 0.094 
3 0.090 0.102 
4 0.095 0.092 
求 6l5] 的 估计 值 。 


若 对 z 二 3 与 4 用 公式 (10.24), 就 有 


0.102 = 0.08 + k1(0.11 — 0.08) + ka(0.10 一 0.08) 


及 
0.092 = 0.08 + ki(0.09 — 0.08) + k2(0.11 — 0.08). 


整理 化 简 得 


0.03k1 十 0.02kz = 0.022, 
0.01ki + 0.03k2 = 0.012. 


这 是 两 个 未 知 量 的 两 个 方程 ， 可 以 解 得 刀 一 0.6 及 k2 一 
0.2 。 注意 上 的 值 满足 三 个 必要 条 件 ， 故 有 


瞻 = 0.08 + 0.6(0.095 一 0.08) + 0.2(0.09 — 0.08) = 0.091. 


810.4 ”资产 估价 模型 


在 9.5 节 中 我 们 曾 讨论 了 风险 和 不 确定 性 对 利率 的 影响 。 在 
环节 中 我 们 将 拓展 这 一 讨论 并 向 读者 介绍 金融 中 最 有 名 的 一 种 模 
型 ， 即 资本 资产 估价 模型 。 

建立 这 一 模型 是 要 解释 各 种 类 型 投资 收益 率 的 变化 。 表 10.1 
- 晶 示 了 三 种 美国 证 券 在 1926 年 至 1985 年 闻 的 平均 名 义 和 真 实 
趴 益 率 。 这些 收益 率 取 自 本 书 末 列 举 的 文献 中 R. G. Ibbotson 和 
R. A. Singquefield (1986) 发 表 的 数据 表 。 

表 10.1 ”各 种 证 券 名 义 和 真 实 收 益 率 的 比较 























证 券 类 型 ”平均 名 义 收益 率 平均 真实 收益 率 ”平均 风险 上 洲 
38.4 辑 


普通 股 12.0 哆 8.8% 
共同 侠 券 5.1 2.1 1.7 
短期 国库 券 3.5 0.4 0 











在 表 10.1 中 的 平均 风险 上 游 是 指 有 关 证 券 的 平均 真实 收益 
率 超 过 无 风险 的 短期 国库 券 平均 真实 收益 率 之 值 。 这 一 风险 上 洲 
可 能 是 对 投资 者 在 这 种 类 型 投资 中 所 蒙受 风险 的 补偿 。 
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当 平 均 风险 上 洲 上 升 时 , 平均 收益 率 的 标准 差 也 会 上 升 , 这 并 
不 令 人 奇怪 。 Ibbotson 和 Sinquefield 也 列 出 了 1926 年 至 1985 
年 期 间 标 准 差 的 表格 。 这 可 参看 表 10.2 。 

表 10.2 各 种 类 型 证 券 收 益 率 标准 楚 的 比较 


证 券 类 型 。 收益 率 的 标准 差 











普通 股 21.2% 
共同 债券 8.3 搞 
短期 国产 券 3.4% 


资本 资产 估价 模型 中 的 一 个 基本 假设 是 存在 两 种 必须 相互 区 
别 的 不 同类 型 的 风险 。 第 一 种 是 无 条 统 风险 或 唯一 风险 。 这 种 
类 型 的 风险 是 反映 那 种 不 能 解释 为 总 体 市 场 行为 的 价格 波动 。 通 
常 假定 这 类 风险 可 以 由 多 样 化 的 组 合 而 消除 。 换 言 之， 在 多 样 化 
的 组 合 中 ， 各 种 证 券 的 元 系统 的 价格 变化 趋向 于 互相 抵消 。 

第 二 种 类 型 的 风险 是 系统 风险 或 市 场 风险 。 这 种 类 型 的 风 
险 是 反映 在 市 场 上 作为 整体 的 价格 波动 。 系统 风险 是 不 能 通过 多 
样 化 来 消除 的 。 资 本 资产 价格 模型 只 考虑 系统 风险 ， 并 假定 无 系 
统 风 险 可 通过 多 样 化 来 消除 。 

资本 资产 估价 模型 的 建立 ,一 开始 是 用 来 解释 不 同 普通 股 的 
收益 率 档 度 。 它 也 提供 了 对 5.2 节 中 定义 的 贴现 资金 流 分 析 中 所 
用 的 恰当 利率 的 深入 了 解 。 换 句 话说， 在 对 各 种 供 选择 的 投资 项 
目 取现 时 值 时 所 用 的 利率 应 当 反 映 估计 的 资金 流 中 风险 和 不 确定 
性 的 程度 。 

资本 资产 估价 模型 的 公式 为 


Elre] = rr + Bk(Elrp] — 77), (10.29) 











其 中 
Tk = 某 种 特定 证 券 上 的 收益 率 
7?f 二 无 风险 利率 ， 
Tp 二 市 场 组 合 的 收益 率 


- 397 


A = 证 券 上 系统 风险 的 度量 。 

本 质 上 ， 公 式 (10.29) 可 以 这 样 解释 : 某 一 种 特定 证 券 的 期 
望 收益 率 等 于 无 风险 利率 加 上 市 场 组 合 的 期 户 收 益 率 超 过 无 风险 
利率 部 分 的 倍数 。 这 里 所 谓 市 场 组 合 是 指 某 一 特殊 类 型 的 所 有 证 
券 的 集合 。 

倍数 B& > 0 是 证 券 大 系统 风险 的 一 种 度量 。 如 果 PB = 0， 
证 券 上 就 是 无 风险 的 。 如果 Bk = 1, 则 证 券 才 系 统 风 险 的 水 平 就 
与 市 场 组 合 相 同 。 如 果 0 < 8 < 1, 证 券 & 有 低 于 市 场 组 合 的 系 
统 风险 ; 而 如 果 Bi > 1, 证 券 上 就 有 高 于 市 场 组 合 的 系统 风险 。 
这 些 关 系 可 以 参看 图 10.1 。 注意 (10.29) 式 是 线性 关系 。 

(Elrp] 一 ry) 这 个 量 称 为 市 场 组 合 的 风险 上 洪 。 在 9.5 节 中 
曾 首先 介绍 了 利率 的 风险 上 游 这 一 概念 。 当 我 们 将 这 个 表达 式 与 
大 相 乘 ， 就 得 到 了 所 讨论 证 券 的 风险 上 滋 。 

可 以 给 Bi 一 个 统计 学 的 定义 








Bi = el. {10.30) 

可 以 看 出 有 r 的 这 一 定义 满足 上 面 列举 的 性 质 。 如 果 rk 是 无 
风险 利率 ， 则 协 方差 等 于 零 而 B6 = 0 。 

当 有 所 = 1, 分 子 上 的 协 方差 等 于 分 母 上 的 方差 。 这 一 条 件 可 以 
解释 为 证 券 上 具有 与 市 场 组 合 相同 的 风险 水 平 . 对 于 0< 把 <1 
和 诛 > 1 的 解释 分 别 反 映 了 低 于 平均 和 高 于 平均 的 风险 。 

前 面 已 经 讲 过 ， 资 本 资产 估价 模型 起 初 是 设计 来 估计 普通 股 
的 期 望 收 益 率 的 。 这 样 ， 市 场 组 合 的 风险 上 溢 ， 即 至 [rp] 一 ry, 通 
常 假设 为 一 个 接近 于 表 10.1 中 8.4 镶 的 值 。 

这 个 模型 曾经 受过 大 量 经 验 数 据 测试 的 考验 ,并且 使 用 得 相 
当 好 ,特别 因为 它 相 当 简 单 。 然而 ,人们 也 指出 , 除了 系统 风险 以 
外 还 有 其 他 一 些 因素 也 对 实际 的 收益 率 有 影响 ， 例 如 季节 因素 ， 
规模 因素 等 。 对 特定 证 券 的 系统 风险 也 会 随时 间 而 变化 。 
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图 10.1 资本 资产 估价 模型 的 图 形 表 示 


无 论 如 何 ， 尽 管 有 这 些 缺 点 ， 这 一 模型 在 实际 应 用 中 已 证 明 
是 很 有 用 的 。 事 实 上 ， 这 种 模型 用 得 这 样 广泛 ， 以 致 对 大 量 的 普 
通 股 都 计算 出 Bk 的 入， 并 出 期 性 地 更 新 和 出 版 。 任 何 主要 的 经 
纪 商 行 都 提供 这 些 数据 。 

昌 然 资本 资产 估价 模型 通常 是 用 于 普通 股 分 析 ， 它 还 有 更 广 
泛 的 用 途 。 例 如 ， 我 们 可 对 共同 债券 使 用 风险 上 液 ， 并 将 其 应 用 
于 各 别 的 共同 局 券 。 由 表 10.1 可 知 此 时 市 场 组 合 的 合适 的 风险 上 
洲 近 似 为 1.7%% 。 某 些 分 析 家 可 能 宁愿 使 用 更 多 地 基于 近期 经 历 
的 利率 、 而 不 是 一 直 回溯 到 1926 年 那么 远 。 因 为 债券 价格 的 波 
动 幅度 比 普 通 股 小 得 多 ( 见 表 10.2), 故 在 决定 平均 经 护 时 使 用 较 
短 的 时 期 并 不 是 不 合理 的 。 

在 9.5 节 中 我 们 讨论 过 反映 风险 的 两 种 可 选择 的 途径 : (1) 
通过 利率 的 风险 上 溢 ， (2) 通过 期 望 付款 的 调整 。 可 以 利用 上 面 
的 结果 来 建立 第 二 种 选择 的 解析 方法 。 

为 了 展示 这 种 方法 ， 让 我 们 来 考虑 一 项 一 个 时 期 的 投资 。 设 
瑟 [W] 为 不 确定 的 资金 流 在 该 时 期 末 的 期 望 值 ， 它 以 收益 率 了 贴 
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现 ， 其 中 包含 适当 的 风险 上 洲 。 则 现时 值 Y 应 为 
EIW] 


了 一 荆 十 7 





(10.31) 


现在 我 们 将 风险 在 付款 中 而 不 是 在 利率 中 定量 化 ， 然 后 再 按照 无 
风险 利率 贴现 。 假设 等 价 的 调整 付款 ( 它 已 假设 为 肯定 支付 ) 为 
W', 则 有 





= WW 
rr 
现在 来 寻找 W' 的 表达 式 并 建立 W' < EIW] 。 
为 了 简化 符号 , 现 记 Elrk] = 7， Elrp] = jp 及 var[rp] = oz 。 
将 (10.29) 式 代入 (10.31) 式 就 得 
BIW] 
V 


将 (10.30) 代入 ， 此 表达 趟 成 为 


(10.32) 








一 工 二 7 一 1Trr 十 了 (pp 一 rp) 


eb rp] 人 
a Up 


工 十 YF 十 一 7 站 


今 殉 为 不 确定 资金 流 , 但 VV 是 固定 的 且 并 不 随 re 共 变 。 这 样 ; 
此 表达 式 就 成 为 





工 十 9y 十 coy 他 一 Lo 2 
作出 数量 调整 得 
工 十 ?十 Sr Te). 3 
我 们 定义 





一 各 -77 (10.33) 
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表达 式 X 是 在 市 场 上 每 单位 市 场 方差 的 期 望 风险 上 汶 。 在 金融 文 


献 中 和 常 被 称 为 
这 样 就 有 


一 十 了 


此 式 也 可 改写 为 


风险 的 市 场 价 格 。 


E[W] _ Acov{W, rp] 
y=1 + 


_ E[W] — Mcov[W, rp] 
1+rr - 


V 


然而 ， 这 就 是 公式 (10.32), 其 中 


”二 (= EIW] — Mcov[W, rp]. (10.34) 


因为 》 与 协 方差 一 般 是 正 的 ， 故 正如 预期 有 W' < BIW] 。 
公式 {10.34) 给 出 了 对 于 不 确定 资金 流 W 的 期 望 值 由 于 不 确定 
性 所 需 作 出 调整 量 的 表达 式 。 现 在 可 以 按照 无 风险 利率 来 计算 现 


时 值 。 


在 9.5 节 中 曾经 提 到 ， 对 于 资产 来 说 风险 调整 利率 大 于 无 风 
险 利 率 。 然而， 对 于 负债 来 说 风险 调整 利率 会 小 于 无 风险 利率 。 


正如 前 面 说 过 的 ， 








在 某 些 会 计 和 金融 文献 中 并 没有 正确 地 认识 这 





一 点 ， 这 可 能 是 





为 人 们 对 负债 的 风险 分 析 远 没有 象 对 资产 的 风 





险 分 析 那 样 重视 。 


造成 这 种 朴 忽 的 另 一 个 可 能 的 原因 是 负债 并 不 


象 资产 那样 有 一 个 广泛 而 活跃 的 市 场 。 

在 本 书 末 所 列举 的 S. P. D'Arcy 所 写 的 一 篇 论文 (1988) 中 ， 
曾经 将 这 种 现象 与 保险 准备 金 联系 起 来 加 以 分 析 。 D'Arcy 直接 
将 资本 资产 估价 模型 应 用 于 风险 债务 且 证 明 6 为 负 。 故 由 (10.29) 
式 ， 相 应 的 风险 调整 利率 会 小 于 无 风险 利率 。 

另 一 篇 也 为 本 书 列举 的 R. P. Butsic 的 论文 (1988) 提出 了 
另 一 种 方法 , 它 也 处 理 保险 准备 金 。Butsic 导出 了 类 似 于 (10.29) 
的 下 列 公 式 ， 它 适用 于 贴现 风险 负债 




















人 一 7 一 elre 一 人 (10.35) 
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其 中 有 下 列 定义 : 
i 三 用 以 贴现 负债 的 相应 利率 ， 
7f 二 无 风险 利率 ， 
Te 二 抵押 资产 净值 的 利润 率 ， 
e 二 支持 债务 的 抵押 资产 净值 的 度量 。 

由 此 ， Butsic 也 得 到 了 一 个 结果 , 它 显示 在 贴现 风险 负债 时 
风险 调整 利率 低 于 无 风险 利率 。 读 者 如 想 更 详细 地 了 解 有 关 情 况 
可 参阅 上 面 列举 的 两 篇 论文 。 

例 10.8 ”一 种 普通 股 当前 以 8$50 出 售 ， 并 将 在 1 年 之 末 付 
$2 的 分 红 。 这 种 股票 的 及 值 在 刚刚 过 去 的 时 刻 为 1.5 。 当 前 的 无 
风险 利率 为 5.4 多 。 假 设 表 10.1 中 的 普通 股 风 险 上 洲 可 以 应 用 ， 
求 此 股票 在 1 年 之 末 价 咯 的 期 望 值 。. 

击 (10.29) 式 ， 我 们 有 








Elrg] = 0.054 + 1.5(0.084) = 0.18. 


设 忆 为 1 年 之 末 价 格 的 期 望 什 。 有 下 列 求 值 方程 
_2+P 


50 1.18 





解 之 可 得 PP = $57 。 


810.5 ”期 权 信 价 模型 


在 8.8 节 中 曾 对 期 权 给 出 简要 的 、 描述 性 的 介绍 . 在 10.5 节 
中 我 们 将 建立 两 种 不 同 的 解析 方法 ， 以 决定 期 权 的 值 。 

首先 考虑 一 项 看 涨 期 权 ， 其 持 有 人 有 权 在 到 期 日 以 $50 购买 
一 份 相 关 的 股票 。 图 10.2 给 出 了 这 种 看 涨 期 权 在 到 期 日 之 值 的 
图 示 。 

在 到 期 日 之 前 ， 此 看 王 期 权 的 出 售 价 格 将 随 股 票 价 格 而 直接 
变化 (在 图 中 实 线 的 上 方 ) 。 当 到 期 日 临近 ， 看涨 期 权 价格 将 向 
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$0 


看 涨 期 数值 


0 50 100 
股票 价格 


10.2 ” 例 示 看 涨 期 权 在 到 期 日 之 什 








实 线 靠 近 ， 而 在 到 期 日 则 到 达 实 线 ， 其 值 对 应 于 股票 在 该 时 的 价 
烙 。 饮 如 , 若 在 到 斯 日 股票 价格 为 860, 则 看 涨 期 权 价 值 为 310 。 
车 股票 价格 为 $40, 则 此 看 涨 期 权 堂 无 价值 。 

其 次 考虑 一 项 看 暴 期 入 ,其 持 有 人 有 权 在 到 期 日 以 $50 出 售 
一 份 相关 的 股票 。 图 10.3 给 出 了 此 种 看 跌 期 权 在 到 期 日 之 值 的 
图 示 。 

在 到 期 日 之 前 ， 此 看 跌 期 权 的 出 售 价 格 将 与 股票 价格 逆向 而 
变化 (在 实 线 上 方 ) 。 当 到 期 日 临近 ， 看 跌 期 权 价 格 将 向 实 线 靠 
近 ， 而 在 到 期 日 到 达 实 线 ， 其 值 对 应 于 股票 当时 的 价格 。 例 如 ， 
车 在 到 期 日 股票 价格 为 $40, 则 看 跌 期 权 价值 为 8S10 。 若 股票 价 
格 为 $60, 则 看 跌 期 权 毫 无 价值 。 

如 8.8 节 所 述 ， 投 资 人 可 以 买 进 或 卖 出 期 权 。 这样 ， 如 果 一 
位 投资 者 认为 证 券 价格 大 妆 会 上 涨 ， 则 可 以 买 进 看 涨 期 权 或 出 售 
看 跌 期 权 ， 反 过 来 ， 如 果 投 资 者 认为 证 券 价格 大 概 会 下 跌 ， 则 应 
买 进 看 跌 期 权 或 出 售 看 涨 期 权 。 

可 以 证 明 ， 对 一 种 股票 有 同样 实 价 的 看 跌 期 权 和 看 涨 期 权 的 
价值 是 相互 关联 的 。 图 10.4 显示 了 买 进 一 份 图 10.2 和 图 10.3 所 
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看 肤 期 数值 


上 股 桶 价格 


图 10.3 ” 例 示 看 跌 期 权 在 到 期 日 之 值 


示 股 票 的 结果 : 

现在 来 考虑 ， 如 果 投 资 者 购买 了 一 份 股票 及 一 份 看 跌 期 权 ， 
将 会 发 生 什 么 情况 。 在 到 期 日 的 报 偿 应 是 图 10.3 与 图 10.4 的 和 ， 
并 展示 于 图 10.5 上 。 然而 图 10.5 与 图 10.2 其 实 是 一 样 的 ， 只 是 
对 所 有 点 其 值 都 高 $50 。 

所 以 ,如果 我 们 另外 存放 足够 多 的 钱 在 到 期 日 积累 到 $50, 并 
县 还 购 进 一 份 看 涨 期 权 的 话 ， 则 这 样 一 笔 业 务 与 上 面 所 谈 的 第 一 
笔 业务 其 实 是 等 价 的 。 一 般 说 来 ， 应 有 下 述 关 系 : 




















P+S=0O+v"E, (10.36) 
其 中 
了 = 看 跌 期 权 的 值 ， 
C = 看 涨 期 权 的 值 ， 
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EE 
股票 价格 
10.4 ”基础 股票 的 价值 


Ss 
E 


当前 股票 价格 ， 
懂行 (成 交 ) 价格 ， 
至 到 期 日 为 止 所 余 时 间 . 


n 


请 读者 注意 符号 C 在 第 七 章 中 曾 用 来 表示 债券 的 偿还 值 ， 已 曾 
用 来 表示 债券 价格 。 符 号 S$ 在 第 八 章 8.5 节 中 曾 用 来 表示 残 值 。 

(10.36) 式 中 的 关系 称 为 看 靳 期 权 一 看 涨 期 权 平 价 。(10.36) 
式 中 vw? 的 利率 是 无 息 票 国库 券 收 益 曲线 中 个 时 期 的 无 风险 利 
率 。 人 因此， 如 果 我 们 已 知 以 下 四 项 中 的 三 项 ， 则 第 四 项 的 值 也 就 
决定 了 。 这 四 项 是 : (1) 融 票 (2) 看 跌 期 权 (3) 看 涨 期 权 及 (4) 
无 息 票 国库 券 。 如 果 市 场 上 这 四 者 的 欠 格 不 符合 (10.36), 那 就 有 
机 会 套利 以 嫌 取 利润 。 但 现代 金融 理论 断言 ， 在 高 效 的 市 场 上 无 
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00 


轴 票 看 正 初期 数 信 





0 
取 票 价格 


区 10.5 ”一 份 股票 与 一 份 看 跌 期 权 组 合 在 到 期 日 的 价值 


风险 套利 的 机 会 是 稍 纵 即 挝 的 。 

期 权 给 发 展 套 期 保值 成 略 以 减少 投 融 风险 提供 了 很 大 的 弹 
性 。 因 此 ， 在 现代 金融 管理 中 了 解 期 权 的 估价 是 很 重要 的 。 

期 权 开 始 时 是 针对 普通 股 而 创立 的 。 但 现在 它们 已 这 样 普及 
以 致 在 债券 ， 未 来 利率 ， 货 物 及 外 币 交 换 中 都 有 期 权 。 

不 仅 如 此 ， 许 多 证 券 还 有 尝 入 期 权 , 这 并 不 是 一 种 单独 的 金 
融 手 段 ， 而 是 一 套 金 融 手 段 中 的 一 部 分 。 

例如 ， 考 虑 一 种 非 通知 偿还 债券 和 另 一 种 其 他 方面 都 相同 的 
通知 偿还 债券 的 关系 。 非 通知 偿还 债券 的 出 售 价 会 高 于 通知 偿还 
债券， 因为 债券 购买 者 宁愿 多 花 一 点 钱 去 买 一 种 不 会 在 某 个 不 确 
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定 的 日 期 提早 通知 偿还 的 债券 。 因 此 有 下 列 关系 : 











B™= B+0O, (10.37) 


其 中 
Bne 


Be 
C 


非 通 知 偿还 债券 的 值 ， 
通知 偿还 债券 的 值 ， 
看 涨 期 权 的 值 . 


当 投资 者 购买 通知 偿还 债券 时 ， 他 们 本 质 上 是 在 购买 非 通知 偿 还 
债券 ， 并 同时 出 售 看 涨 期 权 给 债券 发 行人 。 

谋 入 期 权 的 另 一 个 例子 是 8.8 节 中 叙述 过 的 抵押 支持 证 券 
(MBS) 和 担保 抵押 债券 (CMO) 的 预付 款 。 这 些 在 概念 上 与 通知 
偿还 债券 很 类 似 ， 因 为 二 者 都 给 借款 人 以 早 于 原 定 日 程 偿还 贷款 
的 权利 。 

求 期 权 值 的 一 种 普 让 使 用 的 方法 是 Black 一 Scholes 期 权 估 
价 模 型 。 此 种 模型 在 本 书 末 所 列举 的 FF. Black 和 M. Scholes 的 
一 篇 论文 (1973) 中 首次 提出 。 

Black 一 Scholes 期 权 估价 模型 建立 了 欧洲 看 涨 期 权 的 价格 公 
式 。 读者 回顾 一 下 8.8 节 中 会 记得 ， 欧 洲 期 权 是 只 能 在 到 期 日 大 
行 的 。 对 于 欧洲 看 涨 期 权 值 的 Black 一 Scholes 公式 为 


Li 








C=5.N(d)— Ee-sN(d), (10.38) 





= 欧洲 看 涨 期 权 的 值 ， 

= 当前 股票 值 (或 其 他 基本 资产 的 当前 值 )， 
= 履行 (成 交 ) 价格 ， 

一 ?个 时 期 的 无 风险 利息 效力 ， 

= 至 到 期 日 为 止 余 留 的 时 间 ， 


3 mm 
1 
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NN = 标准 正 态 分 布 的 累积 分 布 函数 
loge(S/E) + (6+ #30) 
avn ’ 











{10.39a) 


1o2 
d= es Ei, (10.39b) 


股票 或 其 他 基本 资产 利息 效力 的 标准 差 . 


9 
1 


很 有 趣 ， Black 一 Scholes 公式 是 基于 一 个 假设 , 即 1+ 记 服 
从 对 数 正 态 分 布 ， 这 恰 如 10.2 节 和 10.3 节 所 叙述 。 这样， 刚才 
定义 的 o 就 是 (10.18) 式 定义 的 6ly 的 标准 差 。 

公式 (10.38) 也 假设 基础 股票 或 其 他 资产 在 到 期 日 前 不 支付 
分 红 。 (10.38) 式 的 推导 过 程 很 长 ， 在 附录 如 中 给 出 。 

因为 美国 看 涨 期 权 既 可 在 到 期 日 履行 也 可 在 此 之 前 的 任何 日 
期 厄 行 , 所 以 看 起 来 它 的 价 信 应 大 于 欧洲 看 瀛 期 权 。 然 而 , 对 于 一 
种 不 分 红 的 股票 ， 早 期 履行 决 不 是 最 优 的 选择 。 这 一 点 从 图 10.2 
可 以 见 到 ， 因 为 看 涨 期 权 在 到 期 日 以 前 是 以 实 线 上 方 的 价格 出 售 
的 ， 但 对 于 一 种 分 红 的 股票 ， 早 期 异 行 可 能 是 最 优 的， 因 可 从 分 
红 中 得 到 收入 。 

求 欧洲 看 跌 期 汉 什 的 对 应 公式 是 


























P= ein[l — N(d2)] — S[1 — N{di)], {10.40) 


其 中 已 是 看 跌 期 权 的 值 ， 而 其 余 符 号 的 意义 与 (10.38) 式 中 相 
同 。 令 人 惊奇 的 是 , 美国 看 呐 期 权 的 信 大 于 欧洲 看 跌 期 权 的 值 。 其 
至 在 基础 股票 不 分 红 的 情况 下 ， 早 期 履行 也 可 以 是 最 优 的 。 一方 
面 ， 长 期 看 跌 期 权 可 能 比 短期 看 跌 期 权 更 有 价值 ， 这 是 因为 可 以 
有 和 更 长 的 时 间 让 基础 股票 价格 向 喜欢 的 方向 移动 。 但 另 一 方面 ， 

短期 看 跌 期 权 也 可 能 比 长 期 看 跌 期 权 更 有 价值 ， 这 是 由 于 金钱 的 
时 间 值 。 未 来 的 日 期 越 远 ， 在 未 来 以 喜欢 的 价格 购买 某 些 东西 的 
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权利 价值 越 低 。 因 此 ， 看 跌 期 权 的 早期 履行 可 能 是 最 优 的 ， 故 美 
看 跌 期 权 比 欧洲 看 跌 期 权 更 值钱 。 
用 经 验 数 据 对 Black 一 Scholes 公式 进行 测试 的 结果 表明 , 该 
公式 在 某 些 条 件 下 是 合理 的 。 但 在 以 下 情形 会 有 较 大 的 误差 : 
1. 当 履 行 价格 吾 与 当前 市 场 价格 S 相差 很 大 时 。 
2， 对 于 那 种 其 波动 远 高 于 或 远 低 于 平均 的 证 券 ， 即 o 很 大 
或 很 小 。 
3. 车 到 期 日 在 很 远 的 未 来 ， 即 1 很 大 。 

例 10.9 用 Black 一 Scholes 公式 求 一 种 欧洲 看 涨 期 权 的 
值 ， 该 期 权 在 1 年 后 到 期 ， 它 对 当前 售 价 为 $90 的 股票 有 $100 
的 懂行 价格 。 此 股票 连续 收益 率 约 标准 差 为 .3, 而 无 风险 利息 效 
力 为 10% 。 

用 (10.39a) 和 (10.39b) 可 得 












































log. (90/100) + (0.1 + 0.09/2)(1) 
di 030) 0.132 
及 
loge(90/100) + (0.1 ~ 0.09/2)(1) _ 0 168 
0.301) I 
由 累积 正 态 分 布 表 有 
N(0.132) = 0.5525 
及 


N(—0.168) = 0.4333. 
再 代入 (10.38) 式 ， 就 得 


© = (90)(0.5525) — {100)(e-01)(0.4333) = $10.52. 
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810.2 ”独立 利率 

1. 推导 公式 {10.9) 。 

2. 推导 公式 (10.11) 。 

3. 投资 $1000, 为 期 3 年 。 第 1 年 实质 利率 为 8 名 。 第 2 年 
实质 利率 有 相等 的 可 能 性 为 比 第 1 年 高 1%% 或 低 1%, 第 3 年 实 
质 利 率 有 相等 的 可 能 性 为 比 第 2 年 高 1 名 或 低 1% 。 

a) 求 3 年 内 每 1 年 的 平均 利率 。 

b) 求 3 年 内 每 1 年 利率 的 标准 差 。 

©) 求 3 年 之 末 的 最 大 可 能 积累 。 

d) 求 3 年 之 末 的 最 小 可 能 积累 。 

e) 求 3 年 之 末 按 平均 利率 的 积累 。 

f) 求 3 年 之 末 积 累 的 平均 值 。 

名) 求 3 年 之 末 积 累 的 标准 差 。 

4. 设 计 为 按 例 10.1 分 布 的 实质 利率 ， 即 对 了 = 1,2,3 在 区 
闻 [0.07,0.09] 上 的 均匀 分 布 。 

a) 求 了 使 E[(1 +)-!] = (1 十 引 ~! 。 

b) 求 3 年 之 末 支 付 1 的 现时 值 的 平均 值 。 

c) 求 天 使 E[(1 寺 i)-3] 二 (1 + 有 1 。 

d) 求 (b) 中 现时 值 的 标准 差 。 

5. 对 于 在 3 年 内 每 年 之 末 付 款 1 的 现时 值 ， 重 做 习题 4{b) 
和 4(d) 。 

6. 假设 1+i 服从 具有 4 二 0.06 及 o? = 0.0001 的 对 数 正 
态 分 布 ， 求 以 下 各 项 的 平均 值 和 标准 差 : 

a) af10) 。 

b) si 。 

cj a-1(10) 。 

d) Gin 。 
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810.3 ”相关 利率 

7. 对 例 10.7 中 给 出 的 数据 ， 估 讨 上 = 6,7,8 的 0, 其 中 假 
设 未 来 真 值 等 于 估计 值 。 

8. 3) 证明 若 k2 = 0, 公式 (10.25) 简化 为 (10.22) 。 

b) 证 明 若 kz = 0, 公式 (10.26) 简化 为 (10.23) 。 

9. 对 于 例 10.7 中 基于 z = 1,2,3,4 数据 的 AR(2) 过 程 ， 假 
定 其 误差 服从 平均 慎 =0 的 正 态 分 布 ， 且 设 母体 方差 等 于 样本 方 
差 ， 试 估计 o? 。 

10. 假设 例 10.7 中 AR(2) 过 程 的 o? 值 实际 等 于 .0002， 

al] 求 var[514] 。 

b) 求 cov[5m,5p+a 。 

11. 假设 6g 为 正 态 分 布 且 订 循 AR(1) 过 程 。 给 出 下 列 值 : 











?6a] 真 值 ”5 估计 值 
1 0.100 0.104 
2 0.105 0.096 
3 0.095 0.100 


3) 求 组 。 

b) 若 var[6m] = 0.0001, 求 cov[6[3], 6[@]] 。 

12. 一 项 投资 基金 在 过 去 的 1 年 中 有 6% 的 实质 收益 率 。 今 
后 两 年 中 每 1 年 此 项 基金 的 收益 率 记 有 相等 的 可 能 性 为 : 


0.02 + ki ly 一 0.06)， 
0.06 + Ri-i — 0.06), 
0.10 + ki 一 0.06). 


a) 证 明 
Ela(2)] = (1.06)2 + §(0.0032)k. 
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b) 证 明 
var[a(2)] = 3(0.02158336 + 0.02157312k + 0.01079168k?). 


$10.4 ”资产 估价 模型 

13. 利用 表 10.1 和 10.2 中 的 数据 ， 为 下 列 各 项 计算 风险 的 
市 场 价格 : 

a) 普通 股 。 

b) 共同 屋 券 。 

c) 短期 国库 券 。 

14. 对 于 例 10.8 中 的 普通 股 ， 假 定 此 股票 具有 高 于 平均 的 市 
场 风 险 ， 求 它 在 工 年 之 末 价 格 期 望 值 增加 的 幅度 。 

15. a) 对 于 例 10.8 中 的 普通 股 ， 如 果 现 时 值 按 资 本 资产 估价 
模型 所 产生 的 利率 计算 , 试用 7.10 节 中 建立 的 分 红 贴现 模型 去 求 
其 隐 会 的 年 度 分 红 增长 率 。 

b) 这 种 隐 含 的 年 度 分 红 增 长 率 是否 和 例 10.8 一 致 ? 
<) 息 设 实际 的 无 风险 利率 为 3%%, 求 年 度 分 红 增 长 率 对 年 
度 通胀 率 的 过 剩 量 。 

16. 一 家 商业 单位 决定 用 资本 资产 估价 模型 去 评估 两 个 项 目 
不 和 B。 项目 A 有 正常 风险 ， = 1; 而 项 目 B 有 较 高 风险 ， 
8 = 2 。 可 以 期 望 两 个 项 目 在 1 年 之 末 获 得 同样 金额 的 收益 ， 而 
在 此 之 后 则 无 所 得 。 无 风险 利率 为 5 狗 , 而 市 场 风险 上 游 为 7 多 。 
如 将 两 个 项 目 组 合 为 一 个 项 目 ， 求 组 合 项 目的 6 和 值 。 

17. 股票 A 有 6 = 0.5, 而 投资 者 期 望 它 有 7% 的 收益 率 。 股 
票 B 有 = 1.5, 而 投资 者 期 望 它 有 15 名 的 收益 率 。 

a) 求 无 风险 利率 。 

b) 设 市 场 组 合 与 股票 A 和 BB 有 相等 的 相关 系数 , 求 54/0B 。 

18. 一 项 投资 按 设 计 在 1 年 之 末 可 回收 $110, 在 2 年 之 来 又 
可 加 收 $121 。 无 风险 利率 为 5%, 市 场 风险 上 溢 为 10%, 此 项 投 
资 的 万 值 为 .5 。 











th 
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al) 求 此 项 投资 按 风险 调整 利率 的 现时 值 。 

b) 求 在 每 年 之 末 按 确定 性 的 等 价 回收 金额 。 

810.5 ”期 权 估 价 模型 

19. 试 从 代数 上 校 核 : 一 项 由 (10.38) 式 给 出 的 看 涨 期 权 的 
Black 一 Scholes 公式 和 一 项 由 (10.40) 给 出 的 看 跌 期 权 的 Black 
一 Scholes 公式 满足 看 呐 期 权 一 和 看涨 期 权 平价 。 

20. 一 项 欧洲 看 跌 期 权 与 例 10.9 中 的 欧洲 看 涨 期 权 有 同样 的 
到 期 日 和 履行 价 ， 求 其 值 。 

21. 对 于 看 涨 期 权 的 值 求 下 列 极限 值 : 

a) S=0 。 

b) 5S 相对 于 马 非常 大 。 

ci) 五 =0。 

由 已 相对 于 3 非常 大 。 

en=0。 

了 n 非常 大 。 

22. 为 了 展示 Black 一 Scholes 公式 的 灵敏 性 ， 重 做 例 10.9， 
但 对 下 列 参数 一 一 改变 ， 面 同时 保持 其 他 参数 为 常数 。 (注意 : 
为 做 习题 22, 23, 24, 需要 使 用 累积 正 态 分 布 值 表 ， 该 表 本 书 中 不 
提供 。 

a)S=80. 

b) $= 100 。 

€) 6 =0.05 。 

d) 6=0.15。 

e)o=0.15. 

fo 一 0.45 。 

g) 人 一 05。 

h}n=1i.5. 

23. Black 一 Scholes 公式 也 可 用 于 支付 红利 的 股票 ， 只 要 从 
5S 中 扣除 在 到 期 前 支付 的 红利 的 现时 值 ， 然 后 按 正 常 形式 使 用 此 




















-413 . 


公式 。 如 果 例 10.9 中 的 股票 在 1 年 之 末 付 $3.60 的 红利 ， 重 做 例 
10.9 。 

24. 债券 A 是 一 种 票面 值 $100 豚 两 年 期 共同 债券 ， 按 票面 
值 到 期 偿还 , 附 有 $10 的 年 度 息 票 ， 购 买 此 债券 可 获 10% 的 实质 
收益 率 。 僵 券 B 是 一 种 在 其 他 方面 均 与 A 相同 的 债券 ， 但 它 可 
在 1 年 之 末 以 $102 通知 偿还 。 请 用 Black 一 Scholes 公式 估计 债 
券 BB 的 价格 。 假设 无 风险 利率 为 9%, 并 用 表 10.2 估计 共同 债券 
收益 率 的 波动 性 。 











附 录 1 


复 利 画 数 表 

本 表 中 按 以 下 利率 : 0.5%%, 1%, 1.5 邑 , 2 刀 , 2.5 匈 , 3 贺 , 3.5 饥 ， 

4 听 ，4.5 吨 ，。 5 和 %，6 殉 ，7 辑 ，8 吻 ，9 思 ，10%，12 咒 给 出 v7,(1 十 
in， am 3 机; 1/s 及 一 些 常数 的 值 。 

按 0.5% 的 利息 表 














常数 

函数 值 
0.005000 
i 0.004994 
#9 0.004991 
Dd 0.004989 
6 0.004988 
od 0.004975 
a 0.004981 
dy) 0.004984 
dt? 0.004987 
6 0.004988 

0.995025 
172 0.997509 
wt 0.998754 
vl? 0.999584 
1+% 1.005000 
{L402 1.002497 
(1+0Y* 1.001248 
(142)12 1.000416 
和 1.001248 








415 ， 


“ 416 

















常数 

i 1.001873 

ai09 1.002290 

/5 1.002498 

od 1.003748 

id 1.003123 

ifdG2 1.002706 

i/é 1.002498 
n "(+i a sm 1/ sn 
1 0.99502 L00500 0.9950 1.000 1.000000 
2 0.99007 1.01002 1.9851 2.0050 0.498753 
3 0.98515 1.01508 2.9702 3.0150 0.331672 
4 0.98025 1.02015 3.9505 4.0301 0.248133 
5 0.97537 1.02525 4.9259 5.0503 0.198010 
6 0.97052 1.03038 5.8964 6.0755 0.164595 
7 0.96569 1.03553 6.8621 7.1059 0.140729 
8 0.96089 1.04071 7.8230 8.1414 0.122829 
9 0.95610 1.04591 8.7791 9.1821 0.108907 
10 0.95135 1.05114 9.7304 10.2280 0.097771 
11 0.94661 1.05640 10.6770 11.2792 0.088659 
12 0.94191 1.06168 11.6189 12.3356 0.081066 
13 0.93722 1.06699 12.5562 13.3972 0.074642 
14 0.93256 1.07232 13.4887 14.4642 0.069136 
15 0.92792 1.07768 14.4166 15.5365 0.064364 
16 0.92330 1.08307 15.3399 16.6142 0.060189 
17 0.91871 1.08849 16.2586 17.6973 0.056506 
18 0.91414 1.09393 17.1728 18.7858 0.053232 
19 0.90959 1.09940 18.0824 19.8797 0.050303 
20 0.90506 1.10490 18.9874 20.9791 0.047666 
21 0.90056 1.11042 19.8880 22.0840 0.045282 
22 0.89608 1.11597 20.7841 23.1944 0.043114 
23 0.89162 1.12155 21.6757 24.3104 0.041135 
24 0.88719 1.12716 22.5629 25.4320 0.039321 
25 0.88277 1.13280 23.4456 26.5591 0.037652 
26 0.87838 1.13846 24.3240 27.6919 0.036112 
27 0.87401 1.14415 25.1980 28.8304 0.034686 
28 0.86966 1.14987 26.0677 29.9745 0.033362 
29 0.86533 1.15562 26.9330 31.1244 0.032129 
30 0.86103 1.16140 27.7941 32.2800 0.030979 


























加 wm 他 十 呵 E Js 
31 085675 1.16721 25.6508 33.4414 0.039903 
32 0.85248 1.17304 29.5033 34.6086 0.028895 
33 0.84824 1.17891 30.3515 35.7817 0.027947 
34 0.84402 1.18480 31.1955 36.9606 0.027056 
35 0.83982 1.19073 32.0354 38.1454 0.026215 
36 0.83564 1.19668 32.8710 39.3361 0.025422 
37 0.83149 1.20266 33.7025 40.5328 0.024671 
38 0.82735 1.20868 34.5299 41.7354 0.023960 
39 0.82323 1.21472 35.3531 42.9441 0.023286 
40 0.81914 1.22079 36.1722 44.1588 0.022646 
41 0.81506 1.22690 36.9873 45.3796 0.022036 
42 0.81101 1.23303 37.7983 46.6065 0.021456 
43 0.80697 1.23920 38.6053 47.8396 0.020903 
44 0.80296 1.24539 39.4082 49.0788 0.020375 
45 0.79896 1.25162 40.2072 50.3242 0.019871 
46 0.79499 1.25788 41.0022 51.5758 0.019389 
47 0.79103 1.26417 41.7932 52.8337 0.018927 
48 0.78710 1.27049 42.5803 54.0978 0.018485 
49 0.78318 1.27684 43.3635 55.3683 0.018061 
50 0.77929 1.28323 44.1428 56.6452 0.017654 
按 1% 的 利息 表 
常数 
函数 值 





f 0.010000 
2 0.009975 
Di 0.009963 
ill2 0.009954 
6 0.009950 





d 0.009901 
ad 0.009926 
dt 0.009938 
d03 0.009946 
6 0.009950 


v 0.990099 
v2 0.995037 
w/t 0.997516 





vl? 0.999171 





* 417. 


418 、 























常数 

T+ L010000 

(1+2)12 1.004988 

(1+2)14 1.002491 

(十 们 712 1.000830 

1 1.002494 

Si) 1.003742 

iD 1.004575 

if6 1.004992 

ifd® 1.007494 

ia 1.006242 

SG) 1.005408 

6 1.004992 
n ww Qt a sl 7 后 
1 0.99010 1.01000 0.9901 1.0000 IT00000 
2 0.98030 1.02010 1.9704 2.0100 0.497512 
3 0.97059 1.03030 2.9410 3.0301 0.330022 
4 0.96098 1.04060 3.9020 40604 0.246281 
5 0.95147 1.05101 4.8534 5.1010 0.196040 
6 0.94205 1.06152 5.7955 6.1520 0.162548 
7 0.93272 1.07214 6.7282 7.2135 0.138628 
8 0.92348 108286 7.6517 8.2857 0.120690 
9 0.91434 1.09369 8.5660 9.3685 0.106740 
10 0.90529 1.10462 9.4713 10.4622 0.095582 
11 0.89632 1.11567 10.3676 11.5668 0.086454 
12 0.88745 1.12683 11.2551 12.6825 0.078849 
13 0.87866 1.13809 12.1337 13.8093 0.072415 
14 0.86996 1.14947 13.0037 14.9474 0.066901 
15 0.86135 1.16097 13.8651 16.0969 0.062124 
16 0.85282 1.17258 14.7179 17.2579 0.057945 
17 0.84438 1.18430 15.5623 18.4304 0.054258 
18 0.83602 1.19615 16.3983 19.6147 0.050982 
19 0.82774 1.20811 17.2260 20.8109 0.048052 
20 0.81954 1.22019 18.0456 22.0190 0.045415 
21 0.81143 1.23239 18.8570 23.2392 0.043031 
22 0.80340 1.24472 19.6604 24.4716 0.040864 
23 0.79544 1.25716 20.4558 25.7163 0.038886 
24 0.78757 1.26973 21.2434 26.9735 0.037073 
25 0.77977 1.28243 22.0232 28.2432 0.035407 



































加 vw +t” (可 Ee 1fs 
W070 129556 32.7952 29.5256 0.033869 
27 076440 1.30821 23.5596 30.8209 0.032446 
28 075684 1.32129 24.3164 32.1291 0.031124 
29 0.74934 1.33450 25.0658 33.4504 0.029895 
30 0.74192 1.34785 25 .8077 34.7849 0 .028748 
31 073458 1.36133 26.5423 36.1327 0.027676 
32 0.72730 1.37494 27.2696 37.4941 0.026671 
33 0.72010 1.38869 27.9897 38.8690 0.025727 
34 071297 .1.40258 28.7027 40.2577 0.024840 
35 0.70591 "1.41660 29.4086 41.6603 0.024004 
36 0.69892 1.43077 30.1075 43.0769 0.023214 
37 0.69200 1.44508 30.7995 44.5076 0. 022468 
38 0.68515 1.45953 31.4847 45.9527 0.021761 
39 0.67837 1.47412 32.1630 47.4123 0.021092 
40 0.67165 1.48886 32.8347 48.8864 0.020456 
41 0.66500 1.50375 33.4997 50.3752 0.019851 
42 0.65842 1.51879 34.1581 51.8790 0.019276 
43 065190 1.53398 34.8100 53.3978 0.018727 
44 064545 1.54932 35.4555 54.9318 0.018204 
45 0.63905 1.56481 36.0945 56.4811 0.017705 
46 063273 1.58046 36.7272 58.0459 0.017228 
47 0.62646 1.59626 37.3537 59,6263 0.016771 
48 062026 1.61223 37.9740 61.2226 0.016334 
49 0.61412 1.62835 38.5881 62.8348 0.015915 
50 0.60804 1.64463 39.1961 64.4632 0.015513 

按 1.5% 的 利息 

常数 

值 
i 0.015000 
i 0.014944 
i 0.014916 
i12) 0.014898 
5 0.014889 
d 0.014778 
dD 0.014833 
di 0.014861 
dll? 0.014879 
6 0.014889 














* 419 ， 


* 420 . 


























常数 

函数 值 

加 0.955722 

vw/2 0.992583 

wi/ 0.996285 

2 0.998760 

王 十 了 1.015000 

(1+i)Y2 1.007472 

(1 + 1.003729 

(1 + 1.001241 

EF 1.003736 

ai 1.005608 

fi 1.006857 

i 1.007481 

ad 1.011236 

ad 1.009358 

让 ydG2 1.008107 

1.00748E 
ne (人 十 下 a 南 3 澡 1/sa 
1 0.98522 1.01500 0.9852 工 000 1.000000 
2 0.97066 1.03022 1.9559 2.0150 0.496278 
3 0.95632 1.04568 2.9122 3.0452 0.328383 
4 0.94218 1.06136 3.8544 4.0909 0.244445 
5 0.92826 1.07728 和 7826 5.1523 0.194089 
6 0.91454 1.09344 5.6972 6.2296 0.160525 
7 0.90103 1.10984 6.5982 7.3230 0.136556 
8 0.88771 1.12649 7.4859 8.4328 0.118584 
9 0.87459 Lid339 8.3605 9.5593 0.104610 
10 0.86167 1.16054 9.2222 10.7027 0.093434 
11 0.84893 1.17795 10.0711 11.8633 0.084294 
12 0.83639 1.19562 10.9075 13.0412 0.076680 
13 0.82403 1.21355 11.7315 14.2368 0.070240 
14 0.81185 1.23176 12.5434 15.4504 0.064723 
15 0.79985 1.25023 13.3432 16.6821 0.059944 
16 0.78803 1.26899 14.1313 17.9324 0.055765 
17 0.77639 1.28802 14.9076 19.2014 0.052080 
18 0.76491 1.30734 15.6726 20.4894 0.048806 























加 vw (+0 a Sm 1 sal 
19 0.75361 1.32695 16.4262 21.7967 0.045878 
20 0.74247 1.34686 17.1686 23.1237 0.043246 
21 0.73150 1.36706 17.9001 “24.4705 0.040865 
22 0.72069 1.38756 18.6208 25.8376 0.038703 
23 071004 1.40838 19.3309 27.2251 0.036731 
24 0.69954 1.42950 20.0304 28.6335 0.034924 
25 0.68921 1.45095 20.7196 30.0630 0.033263 
26 0.67902 1.47271 21.3986 31.5140 0.031732 
27 0.66899 1.49480 22.0676 32.9867 0.030315 
28 0.65910 1.51722 22.7267 34.4815 0.029001 
29 0.64936 1.53998 23.3761 35.9987 0.027779 
30 0.63976 1.56308 24.0158 37.5387 0.026639 
31 0.63031 1.58653 24.6461 39.1018 0.025574 
32 0.62099 1.61032 25.2671 40.6883 0.024577 
33 0.61182 1.63448 25.8790 42.2986 0.023641 
34 0.60277 1.65900 26.4817 43.9331 0.022762 
35 0.59387 1.68388 27.0756 45.5921 0.021934 
36 0.58509 1.70914 .27.6607 47.2760 0.021152 
37 0.57644 1.73478 28.2371 48.9851 0.020414 
38 0.56792 1.76080 28.8051 50.7199 0.019716 
39 0.55953 1.78721 29.3646 52.4807 0.019055 
40 0.55126 1.81402 29.9158 54.2679 0.018427 
41 0.54312 1.84123 30.4590 56.0819 0.017831 
42 0.53509 1.86885 30.9941 57.9231 0.017264 
43 0.52718 1.89688 31.5212 59.7920 0.016725 
44 0.51939 1.92533 32.0406 61.6889 0.016210 
45 0.51171 1.95421 32.5523 63.6142 0.015720 
46 0.50415 1.98353 33.0565 65.5684 0.015251 
47 0.49670 2.01328 33.5532 67.5519 0.014803 
48 0.48936 2.04348 34.0426 69.5652 0.014375 
49 0.48213 2.07413 34.5247 71.6087 0.013965 
50 0.47500 2.10524 34.9997 73,6828 0.013572 

按 2% 的 利息 家 
| 条 数 | 
范 数 值 
日 0.020000 


12) 0.019901 
i 0.019852 











“ 421 : 














常数 
2 0-019819 
§ 0.019803 
d 0.019608 
dy 0.019705 
dd) 0.019754 
dun 0.019786 
5 0.019803 
vy 0.980392 
v2 0.990148 
74 0.995062 
v2 0.998351 
工 十: 1.020000 


{1+a72 1.009950 
(1+2) 1.004963 
(+42 1.001652 








3 1.004975 
fid) 1.007469 
fat12) 1.009134 
if6 1.009967 
at27 1.014975 
ie 1.012469 
Ad) 1.010801 
if§ 1.009967 
vw (+ a 5 sa | 





0.98039 1.02000 0.9804 1.0000 1.00000 
0.96117 -1.04040 1.9416 2.0200 0.495050 
0.94232 1.06121 2.8839 3.0604 0.326755 
0.92385 1.08243 3.8077 4.1216 0.242624 
0.90573 1.10408 4.7135 5.2040 0.192158 
0.88797 1.12616 5.6014 6.3081 0.158526 
0.87056 1.14869 6.4720 7.4343 0.134512 
0.85349 1.17166 7.3255 8.5830 0.116510 
0.83676 1.19509 8.1622 9.7546 0.102515 
0.82035 1.21899 8.9826 10.9497 0.091327 





OmMAPANHY | 


已 





422. 











加 (十 让 人 5 17sn 
11 0.50426 134337 9.7868 12.1687 0.082178 
12 0.78849 1.26824 10.5753 13.4121 0.074560 
13 0.77303 1.29361 11.3484 14.6803 0.068118 
14 0.75788 1.31948 12.1062 15.9739 0.062602 
15 0.74301 1.34587 12.8493 17.2934 0.057825 
16 0.72845 1.37279 13.5777 18.6393 0.053650 
17 0.71416 1.40024 14.2919 20.0121 0.049970 
18 0.70016 1.42825 14.9920 21.4123 0.:046702 
19 0.68643 1.45681 15.6785 22.8406 0.043782 
20 0.67297 1.48595 16.3514 24.2974 0.041157 
21 0.65978 1.51567 17.0112 25.7833 0.038785 
22 0.64684 1.54598 17.6580 27.2990 0.036631 
23 0.63416 1.57690 18.2922 28.8450 0.034668 
24 0.62172 1.60844 18.9139 30.4219 0.032871 
25 0.60953 1.64061 19.5235 32.0303 0.081220 
26 0.59758 1.67342 20.1210 33.6709 0:029699 
27 0.58586 1.70689 20.7069 35.3443 0.028293 
28 0.57437 1.74102 21.2813 37.0512 0.026990 
29 0.56311 1.77584 21.8444 38.7922 0.025778 
30 0.55207 1.81136 22.3965 40.5681 0.024650 
31L1 0.54125 1.84759 22.9377 42.3794 0.023596 
32 0.53063 1.88454 23.4683 44.2270 0.022611 
33 0.52023 1.92223 23.9886 46.1116 0.021687 
34 0.51003 1.96068 24.4986 48.0338 0.020819 
35 0.50003 1.99989 24.9986 49.9945 ‘0.020002 
36 0.49022 2.03989 25.4888 51.9944 0.019233 
37 0.48061 2.08069 25.9695 54.0343 0.018507 
38 0.47119 2.12230 26.4406 56.1149 0.017821 
39 0.46195 2.16474 26.9026 58.2372 0.017171 
40 0.45289 2.20804 27.3555 60.4020 0.016556 
41 0.44401 2.25220 27.7995 62.6100 0.015972 
42 0.43530 2.29724 28.2348 64.8622 0.015417 
43 0.42677 2.34319 28.6616 67.1595 0.014890 
44 0.41840 2.39005 29.0800 69.5027 0.014388 
45 0.41020 2.43785 29.4902 71.8927 0.013910 
46 0.40215 2.48661 29.8923 74.3306 0.013453 
47 0.39427 2.53634 30.2866 76.8172 0.013018 
48 0.38654 2.58707 30.6731 79.3535 0.012602 
49 0.37896 2.63881 31.0521 81.9406 0.012204 
50 0.37153 2.69159 31.4236 84.5794 0.011823 








.423. 


~- 424 


按 2.5 员 的 利息 表 
































常数 

示 数 值 

0.025000 

2 0.024846 

En 0.024769 

i09 0.024718 

6 0.024693 

d 0.024390 

dn) 0.024541 

dd 0.024617 

dl2 0.024667 

6 0.024693 

0.975610 

172 0.987730 

wi/ 0.993846 

vil? 0.997944 

1+5 1.025000 

(+2 1.012423 

人 1+aa74 1.006192 

(1+ 1.002060 

2/2) 1.006211 

fi) 1-009327 

2 1.011407 

if€ 1.012449 

di/ a 1.018711 

add 1.015577 

ifdl2) 1.013491 

if6 1.012449 
n CD 机 S| 1/sa 
1 097561 1.02500 0.9756 1.000 1.000000 
2 0.95181 1.05062 1.9274 2.0250 0.493827 
3 0.92860 1.07689 2.8560 3.0756 0.325137 
4 0.90595 1.10381 3.7620 4.1525 0.240818 
5 0.88385 1.13141 4.6458 5.2563 0-190247 




















n vr i+)"™ Ea Ea 1fsm) 

6 0.86230 1.15969 5.5081 6.3877 0.156550 

了 0.84127 1.18869 6.3494 7.5474 0.132495 

8 0.82075 1.21840 7.1701 8.7361 0.114467 

9 0.80073 1.24886 7.9709 9.9545 0.100457 
10 0.78120 1.28008 8.7521 11.2034 0.089259 
11 0.76214 1.31209 9.5142 12.4835 0.080106 
12 0.74356 1.34489 10.2578 13.7956 0.072487 
13 0.72542 1.37851 10.9832 15.1404 0.066048 
14 0.70773 1.41297 11.6909 16.5190 0.060537 
15 0.69047 1.44830 12.3814 17.9319 0.055766 
16 0.67362 1.48451 13.0550 19.3802 0.051599 
17 0.65720 1.52162 13.7122 20.8647 0.047928 
18 0.64117 1.55966 14.3534 22.3863 0.044670 
19 0.62553 1.59865 14.9789 23.9460 0.041761 
20 0.61027 1.63862 15.5892 25.5447 0.039147 
21 0.59539 1.67958 16.1845 27.1833 0.036787 
22 0.58086 1.72157 16.7654 28.8629 0.034647 
23 0.56670 1.76461 17.3321 30.5844 0.032696 
24 0.55288 1.80873 17.8850 32.3490 0.030913 
25 0.53939 1.85394 18.4244 34.1578 0,029276 
26 0.52623 1.90029 18.9506 36.0117 0.027769 
27 0.51340 1.94780 19.4640 37.9120 0.026377 
28 0.50088 1.99650 19.9649 39.8598 0.025088 
29 0.48866 2.04641 20.4535 41.8563 0.023891 
30 0.47674 2.09757 20.9303 43.9027 0.022778 
31 0.46511 2.15001 21.3954 46.0003 0.021739 
32 0.45377 2.20376 21.8492 48.1503 0.020768 
33 0.44270 2.25885 22.2919 50.3540 0.019859 
34 0.43191 2.31532 22.7238 52.6129 0.019007 
35 0.42137 2.37321 23.1452 54.9282 0.018206 
36 0.41109 2.43254 23.5563 57.3014 0.017452 
37 0.40i07 2.49335 23.9573 59.7339 0.016741 
38 0.39128 2.55568 24.3486 62.2273 0.016070 
39 0.38174 2.61957 24.7303 64.7830 0.015436 
40 037243 2.68506 25.1028 67.4026 0.014836 
41 0.36335 2.75219 25.4661 .70.0876 0.014268 
42 0.35448 2.82100 25.8206 72.8393 0.013729 
43 0.34584 2.89152 26.1664 75.6608 0.013217 
44 0.33740 2.96381 26.5038 78.5523 0.012730 
45 0.32917 3.03790 26.8330 81.5161 0.012268 
46 0.32115 3.11385 27.1542 84.5540 0.011827 








“425 ， 


426 ， 











加 2 (+) a SA 1/sn 
47 0.31331 3.19170 27.4675 87.6679 0.011407 
48 0.30567 3.27149 27.7732 90.8596 0.011006 
49 0.29822 3.35328 28.0714 94.1311l 0.010623 
50 0.29094 3.43711 23.3623 97.4843 0.010258 

















/i 1.007445 
fi 1.011181 
EE 1.013677 
Ey 1.014926 
ad 1.022445 
ad(9 1.018681 
09) 1.016177 
6 1.014926 


按 3% 的 利息 家 
常数 
画 数 值 
0.030000 
i 0.029778 
i 0.029668 
01% 0.029595 
6 0.029559 
d 0.029126 
Ad?) 0.029341 
ad 0.029450 
do, 0.029522 
6 0.029559 
v 0.970874 
v2 0.985329 
1 0.992638 
7 0.997540 
1+i 1.030000 


(1 十 中 12 1.014889 
(1 十 六 4 1.007417 
(1+i)!/2 1.002466 











元 











nn wm (二 a 二 en 

1 O97087 103000 0.9709 ~ 1.0000 1.00000 

2 0.94260 1.06090 1.9135 2.0300 0.492611 

3 0.91514 1.09273 2.8286 3.0909 0.323530 

4 0.88849 1.12551 3.7171 41836 0.239027 

5 0.86261 1.15927 4.5797 5.3091 0.188355 

6 0.83748 1.19405 5.4172 6.4684 0.154598 

7 0.81309 1.22987 6.2303 7.6625 0.130506 

8 0.78941 1.26677 7.0197 8.8923 0.112456 

9 0.76642 1.30477 7.7861 10.1591 0.098434 
10 0.74409 1.34392 8.5302 11.4639 0.087231 
11 0.72242 1.38423 9.2526 12.8078 0.078077 
12 0.70138 1.42576 9.9540 14.1920 0.070462 
13 0.68095 1.46853 10.6350 15.6178 0.064030 
14 0.66112 1.51259 11.2961 17.0863 0.058526 
15 0.64186 1.55797 11.9379 18.5989 0.053767 
16 0.62317 1.60471 12.5611 20.1569 0.049611 
17 0.60502 1.65285 13.1661 21.7616 0.045953 
18 0.58739 1.70243 13.7535 23.4144 0.042709 
19 0.57029 1.75351 14.3238& 25.1169 0.039814 
20 0.55368 1.80611 14.8775 26.8704 0.037216 
21 0.53755 1.86029 15.4150 28.6765 0.034872 
22 0.52189 1.91610 15.9369 30.5368 0.032747 
23 0.50669 1.97359 16.4436 32.4529 0.030814 
24 0.49193 2.03279 16.9355 34.4265 0.029047 
25 0.47761 2.09378 17.4131 36.4593 0.027428 
26 0.46369 2.15659 17.8768 38.5530 0.025938 
27 0.45019 2.22129 18.3270 40.7096 0.024564 
28 0.43708 2.28793 18.7641 42.9309 0.023293 
29 0.42435 2.35657 19.1885 45.2189 0.022115 
30 0.41199 2.42726 19.6004 47.5754 0.021019 
31 0.39999 2.50008 20.0004 50.0027 0.019999 
32 0.38834 2.57508 20.3888 52.5028 0.019047 
33 0.37703 2.65234 20.7658 55.0778 0.018156 
34 0.36604 2.73191 21.1318 57.7302 0.017322 
35 0.35538 2.81386 21.4872 60.4621 .0.016539 
36 0.34503 2.89828 21.8323 63.2759 0.015804 
37 0.33498 2.98523 22.1672 66.1742 0.015112 
38 0.32523 $.07478 22.4925 69.1594 0.014459 
39 0.31575 $.16703 22.8082 72.2342 0.013844 
40 0.30656 3.26204 23.1148 75.4013 0.013262 
41 0.29763 3.35990 23.4124 78.6633 0.012712 
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n vw (Ti a 5 1fsn 
42 0.28896 3.46070 23.7014 82.0232 0012190%2 
43 0.28054 3.56452 23.9819 85.4839 0.011698 
44 0.27237 3.67145 24.2543 89.0484 0.011230 
45 0.26444 3.78160 24.5187 92.7199 0.010785 
46 0.25674 3.89504 24.7754 96.5015 0.010363 
47 0.24926 4.01190 25.0247 10.3965 0.009961 
48 0.24200 4.13225 25.2667 104.4084 0.009578 
49 0.23495 4.25622 25.5017 108.5406 0.009213 
50 0.22811 4.38391 25.7298 112.7969 0.008865 

按 3.5% 的 利息 表 

0.035000 

(2) 0.034699 

Bi 0.034550 

i02) 0.034451 

6 0.034401 

ad 0.033816 

Ad 0.034107 

dl 0.034254 

三 12) 0.034352 

6 0.034401 

vy 0.966184 

Cd 0.982946 

1 0.991437 

wll2 0.997137 

1+i 1.035000 

(1+2)!? 1.017349 

(1+2)!/ 1.008637 

(1+i)i/12 1.002871 

43/4 1.008675 

fi 1.013031 

da(12) 1.015942 

a6 1.0174G0 


* 428 























常数 

函数 值 

id 1.026175 

fa 1.021781 

id02 1.018859 

5 1.017400 
加 ww (+ am 霹 Is 
1 96615 1.03500 0-9662 1.000 1.000000 
2 0.93351 1.07122 1.8997 2.0350 0.491400 
3 0.90194 1.10872 2.8016 $3.1062 0.321934 
4 087144 1.14752 3.6731 4.2149 0.237251 
5 0.84197 1.18769 ”4.5151 5.3625 0.186481 
6 081350 1.22926 5.3286 6.5502 0.152668 
7 0.78599 127228 6.1145 7.7794 0.128544 
8 075941 1.31681 6.8740 9.0517 0.110477 
9 0.73373 1.36290 7.6077 10.3685 0.096446 
10 0.70892 1.41060 8.3166 11.7314 0.085241 
11 0.68495 1.45997 9.0016 13.1420 0.076092 
12 0.66178 11.60103§ 9.3851 15.0258 0.066552 
13 0.60057 1.66507 9.9856 16.6268 0.060144 
14 0.57748 1.73168 10.5631 18.2919 0.054669 
15 0.55526 1.80094 11.1184 20.0236 0.049941 
16 0.53391 1.87298 11.6523 21.8245 0.045820 
17 0.51337 1.94790 12.1657 23.6975 0.042199 
18 0.49363 2.02582 12.6593 25.6454 0.038993 
19 0.47464 2.10685 13.1339 27.6712 0.036139 
20 0.45639 2.19112 13.5903 29.7781 0.033582 
21 0.43883 2.27877 14.0292 31.9692 0.031280 
22 0.42196 2.36992 14.4511 34.2480 0.029199 
23 0.40573 2.46472 14.8568 36.6179 0.027309 
24 0.39012 2.56330 15.2470 39.0826 0.025587 
25 0.37512 2.66584 15.6221] 41.6459 0.024012 
26 0.36069 2.77247 15.9828 44.3117 0.022567 
27 0.34682 2.88337 16.3296 47.0842 0.021239 
28 0.33348 2.99870 16.6631 49.9676 0.020013 
29 0.32065 3.11865 16.9837 52.9663 0.018880 
30 0.30832 3.24340 17.2920 56.0849 0.017830 
31 0.29646 3.37313 17.5885 59.3283 0.016855 
32 0.28506 3.50806 17.8736 62.7015 0.015949 
33 0.27409 3.64838 18.1476 66.2095 0.015104 
34 0.26355 3.79432 18.4112 69.8579 0.014315 
35 0.25342 3.94609 18.6646 73.6522 0.013577 
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加 ET a 57 1s 
36 0.24367 4.10393 18.9083 77.5983 0.012887 
37 0.23430 所 26809 19.1426 81.7022 0.012240 
38 0.22529 4.43881 19.3679 85.9703 0.011632 
39 0.21662 4.61637 19.5845 90.4091 0.011061 
40 0.20829 4.80102 19.7928 95.0255 0.010523 
41 0.20028 4.99306 19.9931 99.8265 0.010017 
42 0.19257 5.19278 20.1856 104.8196 0.009540 
43 0.18517 5.40050 20.3708 110.0124 0.009090 
44 0.17805 5.61652 20.5488 115.4129 0.008665 
45 017120 5.84118 20.7200 121.0294 0.008262 
46 0.16461 6.07482 20.8847 126.8706 0.007882 
47 0.15828 6.31782 21.0429 132.9454 0.007522 
48 0.15219 6.57053 21.1951 139.2632 0.007181 
49 0.14634 6.83335 21.3415 145.8337 0.006857 
50 0.14071 7.10668 21.4822 152.6671 0.006550 

按 4 饭 的 利息 表 

常数 

函数 值 

0.040000 

i 0.039608 

i 0.039414 

202) 0.039285 

6 0.039221 

a 0.038462 

df 0.038839 

Ed 0.039029 

研习 0.039157 

6 0.039221 

了 0.961538 

v2 0.980581 

v/s 0.990243 

v2 0.996737 

1+t 1.040000 

(1+i)Y2 1.019804 

(1+i)/4 1.009853 

(1 十 刘 1/12 1.003274 



































常数 

函数 值 

ifitD 1009902 

/i 1.014877 

attd2 1.018204 

if6 1.019869 

ad(2) 1.029902 

ad 1.024877 

ad02 1.021537 

Ba 1.019869 
加 om Ota a 加 17 sa 
1 0.96154 1.04000 0.9615 1.0000 ~ T00000 
2 0.92456 1.08160 1.8861 2.0400 0.490196 
3 0.88900 1.12486 2.7751 3.1216 0.320349 
4 0.85480 1.16986 3.6299 4.2465 0.235490 
5 0.82193 1.21665 4.4518 5.4163 0.184627 
6 0.79031 1.26532 5.2421 6.6330 0.150762 
7 0.75992 1.31593 6.0021 7.8983 0.126610 
8 0.73069 1.36857 6.7327 9.2142 0.108528 
9 0.70259 1.42331 7.4353 10.5828 0.094493 
10 0.67556 1.48024 #1109 12.0061 0.083291 
11 0.64958 1.53945 8.7605 13.4864 0.074149 
12 0.62460 1.60103 9.3851 15.0258 0.066552 
13 0.60057 1.66507 9.9856 16.6268 0.060144 
14 0.57748 1.73168 10.5631 18.2919 0.054669 
135 0.55526 1.80094 11.1184 20.0236 0.049941 
16 0.53391 1.87298 11.6523 21.8245 0.045820 
17 0.51337 1.94790 12.1657 23.6975 0.042199 
18 0.49363 2.02582 12.6593 25.6454 0.038993 
19 0.47464 2.10685 13.1339 27.6712 0.036139 
20 0.45639 2.19112 13.5903 29.7781 0.033582 
21 0.43883 2.27877 14.0292 31.9692 0.031280 
22 0.42196 2.36992 14.4511 34.2480 0.029199 
23 0.40573 2.46472 14.8568 36.6179 0.027309 
24 0.39012 2.56330 15.2470 39.0826 0.025587 
25 0.37512 2.66584 15.6221 41.6459 0.024012 
26 0.36069 2.77247 15.9828 44.3117 0.022567 
27 0.34682 2.88337 16.3296 47.0842 0.021239 
28 0.33348 2.99870 16.6631 49.9676 0.020013 
29 0.32065 3.11865 16.9837 52.9663 0.018880 
30 0.30832 3.24340 17.2920 56.0849 0.017830 
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加 vw (ti a 5 l/s 
31 039646 3.37313 17.5885 59.3283 0.016855 
32 0.28506 3.50806 17.8736 62.7015 0.015949 
33 0.27409 3.64838 18.1476 66.2095 0.015104 
34 0.26355 3.79432 18.4112 69.8579 0.014315 
35 0.25342 3.94609 18.6646 73.6522 0.013577 
36 0.24367 4.10393 18.9083 77.5983 0.012887 
37 0.23430 4.26809 19.1426 81.7022 0.012240 
38 0.22529 4.43881 19.3679 85.9703 0.011632 
39 0.21662 4.61637 19.5845 90.4091 0.011061 
40 0.20829 4.80102 19.7928 95.0255 0.010523 
41 0.20028 4.99306 19.9931 99.8265 0.010017 
42 0.19257 5.19278 20.1856 104.8196 0.009540 
43 0.18517 5.40050 20.3708 110.0124 0.009090 
44 0.17805 5.61652 20.5488 115.4129 0.008665 
45 0.17120 5.84118 20.7200 121.0294 0.008262 
46 0.16461 6.07482 20.8847 126.8706 0.007882 
47 0.15828 6.31782 21.0429 132.9454 0.007522 
48 0.15219 6.57053 21.1951 139.2632 0.007181 
49 0.14634 €.83335 21.3415 145.8337 0.006857 
50 0.14071 7.10668 21.4822 152.6671 0.006550 

按 4.5% 的 利息 表 

常数 

函数 值 

0.045000 

i 0.044505 

i 0.044260 

i 0.044098 

6 0.044017 

a 0.043062 

dl 0.043536 

di 0.043776 

aa09 0.043936 

6 0.044017 

vo 0.956938 

oa72 0.978232 

ua 0.989056 

v12 0.996339 








(+) 
C142)1 
+ 
fi2) 


i’ 










ad 
ad) 
dd 


1.011126 
1.016720 
1.020461 
1.022335 


1.033626 
1.027970 
1.024211 
1.022335 


| 画 数 和 值 | 
i 1.045000 

1.022252 

1.011065 

2 1.003675 














ww (+d qm Sm izsa | 
1 0.95694 1.04500 0.9569 1.000 1.000000 
2 091573 1.09202 1.8727 2.0450 0.488998 
3 0.87630 1.14117 2.7490 3.1370 0.318773 
4 0.83856 1.19252 3.5875 4.2782 0.233744 
5 0.80245 1.24618 4.3900 5.4707 0.182792 
6 0.76790 1.30226 5.1579 6.7169 0.148878 
7 073483 1.36086 5.8927 8.0192 0.124701 
8 0.70319 1.42210 6.5959 9.3800 0.106610 
9 0.67290 1.48610 7.2688 10.8021 0.092574 
10 0.64393 1.55297 7.9127 12.2882 0.081379 
11 0.61620 1.62285 8.5289 13.8412 0.072248 
12 0.58966 1.69588 9.1186 15.4640 0.064666 
13 0.56427 1.77220 9.6829 17.1599 0.058275 
14 0.53997 1.85194 10.2228 18.9321 0.052820 
15 0.51672 1.93528 10.7395 20.7841 0.048114 
16 0.49447 2.02237 11.2340 22.7193 0.044015 
17 0.47318 2.11338 11.7072 24.7417 0.040418 
18 0.45280 2.20848 12.1600 26.8551 0.037237 
19 0.43330 2.30786 12.5933 29.0636 0.034407 
20 0.41464 2.41171 13.0079 31.3714 0.031876 
21 0.39679 2.52024 13.4047 33.7831 0.029601 
22 0.37970 2.63365 13.7844 36.3034 0.027546 
23 0.36335 2.75217 14.1478 38.9370 0.025682 
24 0.34770 2.87601 14.4955 41.6892 0.023987 








433 


434 














n vw (+ E 5 司 l/s 
25 033373 3.00543 14.8282 44.5652 0.022439 
26 0.31840 3.14068 15.1466 47.5706 0.021021 
27 0.30469 3.28201 15.4513 50.7113 0.019719 
28 0.29157 3.42970 15.7429 53.9933 0.018521 
29 0.27902 3.58404 16.0219 57.4230 0.017415 
30 0.26709 3.74532 16.2889 61.0071 0.016392 
31 0.25550 3.91386 16.5444 64.7524 0.015443 
32 0.24450 4.08998 16.7889 68.6662 0.014563 
33 0.23397 4.27403 17.0229 72.7562 0.013745 
34 0.22390 4.46636 17.2468 77.0303 0.012982 
35 0.21425 4.66735 17.4610 81.4966 0.012270 
36 0.20503 4.87738 17.6660 86.1640 0.011606 
37 0.19620 5.09686 17.8622 91.0413 0.010984 
38 0.18775 5.32622 18.0500 96.1382 0.010402 
39 0.17967 5.56590 18.2297 101.4644 0.009856 
40 0.17193 5.81636 18.4016 107.0303 0.009343 
41 0.16453 6.07810 18.5661 112.8467 0.008862 
42 0.15744 6.35162 18.7235 118.9248 0.008409 
43 0.15066 6.63744 18.8742 125.2764 0.007982 
44 0.14417 6.93612 19.0184 131.9138 0.007581 
45 0.13796 7.24825 19.1563 138.8500 0.007202 
46 0.13202 7.57442 19.2884 146.0982 0.006845 
47 0.12634 7.91527 19.4147 153.6726 0.006507 
48 0.12090 8.27146 19.5356 161.5879 0.006189 
49 011569 8.64367 19.6513 169.8594 0.005887 
50 0.11071 9.03264 19.7620 178.5030 0.005602 

按 5% 的 利 惠 冲 












0.050000 
0.049390 
0.049089 
0.048889 
0.048790 


0.047619 
0.048200 
0.048494 
0-048691 





























常数 

函数 值 

5 0.048790 

型 0.952381 

wl/2 0.975900 

174 0.987877 

vil? 0.995942 

1+2 1.050000 

(i+ 1.024695 

(+1 1.012272 

(1 二 人 /12 1.004074 

fi 1.012348 

2 1.018559 

iD 1.022715 

if6 1.024797 

ia 1.037348 

让 1.031059 

ifau™ 1.026881 

if6 1.024797 
n vw" (+i™ a 而 1s 
1 005338 105000 0.9524 1.0000 ~ 1.00000 
2 0.90703 1.10250 1.8594 2.0500 0.487805 
3 0.86384 1.15763 2.7232 3.1525 0.317209 
4 0.82270 1.21551 3.5460 4.3101 0.232012 
5 0.78353 1.27628 4.3295 5.5256 0.180975 
6 0.74622 1.34010 5:0757 6.8019 0.147017 
7 0.71068 1.40710 5.7864 8.1420 0.122820 
8 0.67684 1.47746 6.4632 9.5491 0.104722 
9 0.64461 1.55133 7.1078 11.0266 0.090690 
10 0.61391 1.62889 7.7217 12.5779 0.079505 
11 0.58468 1.71034 8.3064 14.2068 0.070389 
12 0.55684 1.79586 8.8633 .15.9171 0.062825 
13 0.53032 1.88565 9.3936 17.7130 0.056456 
14 0.50507 1.97993 9.8986 19.5986 0.051024 
15 0.48102 2.07893 10.3797 21.5786 0.046342 
16 0.45811 2,18287 10.8378 23.6575 0.042270 
17 0.43630 2.29202 11.2741 25.8404 0.038699 








“435 


* 436 * 














加 CE a 5 Is 
18 O41552 2.40662 11.6896 28.1324 0.035546 
19 0.39573 2.52695 12.0853 30.5390 0.032745 
20 0.37689 2.65330 12.4622 33.0660 0.030243 
21 0.35894 2.78596 12.8212 35.7193 0.027996 
22 0.34185 2.92526 13.1630 38.5052 0.025971 
23 0.32557 3.07152 13.4886 41.4305 0.024137 
24 031007 3.22510 13.7986 44.5020 0.022471 
25 0.29530 3.38635 14.0939 47.7271 0.020952 
26 0.28124 3.55567 14.3752 51.1135 0.019564 
27 0.26785 3.73346 14.6430 54.6691 0.018292 
28 0.25509 3.92013 14.8981 58.4026 0.017123 
29 0.24205 4.11614 15.1411 62.3227 0.016046 
30 0.23138 4.32194 15.3725 66.4388 0.015051 
31 0.22036 4.53804 15.5928 70.7608 0.014132 
32 0.20987 4.76494 15.8027 75.2988 0.013280 
33 0.19987 5.00319 16.0025 80.0638 0.012490 
34 0.19035 5.25335 16.1929 85.0670 0.011755 
35 0.18129 5.51602 16.3742 90.3203 0.011072 
36 0.17266 5.79182 16.5469 95.8363 0.010434 
37 0.16444 6.08141 16.7113 101.6281 0.009840 
38 0.15661 6.38548 16.8679 107.7095 0.009284 
39 0.14915 6.70475 17.0170 114.0950 0.008765 
40 0.14205 7.03999 17.1591 120.7998 0.008278 
41 0.13528 7.39199 17.2944 127.8398 0.007822 
42 0.12884 7.76159 17.4232 135.2318 0.007395 
43 0.12270 8.14967 17.5459 142.9933 0.006993 
44 0.11686 8.55715 17.6628 151.1430 0.006616 
45 0.11130 8.98501 17.7741 159.7002 0.006262 
46 0.10600 9.43426 17.8801 163.6852 0.005928 
47 0.10095 9.90597 17.9810 178.1194 0.005614 
48 0.09614 10.40127 18.0772 188.0254 0.005318 
49 0.09156 10.92133 18.1687 198.4267 0.005040 
50 0.08720 11.46740 18.2559 209.3480 0.004777 

按 6% 的 利息 囊 
常数 

函数 值 

0.050000 

1 0.059126 

i 0.058695 





























0.058411 

é 0.058269 

d 0.056604 

a 0.057428 

a 0.057847 

do 0.058128 

6 0.058269 

四 0.943396 

42 0.971286 

vw 0.985538 

vif 0.995156 

1+¢ 1.060000 

(1+i/? 1.029563 

(1 十 上 Ma 1.014674 

(1+2)/2 1.004868 

i 1.014782 

HA 1.022227 

fi 1.027211 

if8 1.029709 

dt27 1.044782 

ad 1.037227 

ia02 1.032211 

ié 1.029709 
加 ww C+ a 5 EN 
1 08543540 106000 0.5434 1.0000 ~ 1.00000 
2 0.89000 1.12360 1.8334 2.0600 0.485437 
3 0.83962 1.19102 2.6730 3.1836 0.314110 
4 0.79209 1.26248 3.4651 4.3746 0.228591 
5 0.74726 1.33823 4.2124 5.6371 0.177396 
6 0.70496 1.41852 4.9173 6.9753 0.143363 
7 0.66506 1.50363 5.5824 8.3938 0.119135 
8 0.62741 1.59385 6.2098 9.8975 0.101036 
9 0.59190 1.68948 6.8017、11.4913 0.087022 
10 0.55839 1.79085 7.3601 13.1808 0.075868 
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加 wr (It 而 ET 7 
1 052679 189330 78569 11409716 0-066703 
12 0.49697 2.01220 8.3838 16.8699 0.059277 
13 0.46884 2.13293 8.8527 18.8821 0.052960 
14 0.44230 2.26090 9.2950 21.0151 0.047585 
15 0.41727 2.39656 9.7122 23.2760 0.042963 
16 0.39365 2.54035 10.1059 25.6725 0.038952 
17 0.37136 2.69277 10.4773 28.2129 0.035445 
18 0.35034 2.85434 10.8276 30.9057 “0.032357 
19 0.33051 3.02560 11.1581 33.7600 0.029621 
20 0.31180 3.20714 11.4699 36.7856 ”0.027185 
21 0.29416 3.39956 11.7641 39.9927 0.025005 
22 0.27751 3.60354 12.0416 43.3923 0.023046 
23 0.26180 3.81975 12.3034 46.9958 0.021278 
24 0.24698 4404893 12.5504 50.8156 0.019679 
25 0.23300 429187 12.7834 54.8645 0.018227 
26 0.21981 4.54938 13.0032 59.1564 0.016904 
27 0.20737 4.82235 13.2105 63.7058 0.015697 
28 0.19563 5.11169 13.4062 68.5281 0.014593 
29 0.18456 5.41839 13.5907 73.6398 0.013580 
30 0.17411 5.74349 13.7648 。 79.0532 0.012649 
31 016425 。 6.08810 13.9291 84.8017 0.011792 
32 0.15496 6.45339 14.0840 90.8898 0.011002 
33 0.14619 6.84059 14.2302 97.3432 0.010273 
34 0.13791 7.25103 14.3681 104.1838 0.009598 
35 013011 7.68609 14.4982 111.4348 0.008974 
36 0.12274 8.14725 14.6210 119.1209 0.008395 
37 0.11579 8.63609 14.7368 127.2681 0.007857 
38 0.10924 9.15425 14.8460 135.9042 0.007358 
39 0.10306 9.70351 14.9491 145.0585 0.006894 
40 0.09722 10.28572 15.0463 154.7620 0.006462 
41 0.09172 10.90286 15.1380 165.0477 0.006059 
42 0.08653 11.55703 15.2245 175.9505 0.005683 
43 0.08163 12.25645 15.3062 187.5076 0.005333 
44 O07701 12.98548 15.3832 199.7580 0.005006 
45 0.07265 13.76461 15.4558 212.7435 0.004700 
46 0.06854 14.59049 15.5244 226.5081 0.004415 
47 0.06466 15.46592 15.5890 241.0986 0.004148 
48 0.06100 16.39387 15.6500 256.5645 0.003898 
49 0.05755 17.37750 15.7076 272.9584 0.003664 
50 0.05429 18.42015 15.7619 290.3359 0.003444 











按 7% 的 利息 变 
































常数 

函数 值 

0.070000 

2D 0.068816 

Bd 0.068234 

(1D 0.067850 

可 0.067659 

d 0.065421 

人 0.066527 

a 0.067090 

do 0.067468 

6 0.067659 

vy 0.934579 

172 0.966736 

ws 0.983228 

wl? 0.994378 

1+% 1.070000 

(1 十 日 Ma 1.034408 

(1+i)l/ 1.017059 

{1+2)1/2 1.0058654 

iD 1.017204 

fi 1.025880 

it 1.031691 

if6 1.034605 

人 1.052204 

/dt 1.043380 

dD 1.037525 

if6 1.034605 
加 二 a 5 lsn 
1 0.53458 107000 0.9346 1.0000 1.00000 
2 0.87344 1.14490 1.8080 2.0700 0.483092 
3 0.81630 1.22504 2.6243 3.2149 0.311052 
4 0.76290 1.31080 3.3872 4.4399 0.225228 
5 0.71299 1.40255 4.1002 5.7507 0.173891 
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加 可 (11+)” 0 二 en l/s 
6 0.66634 1.50073 要.7665 7.1533 0.139796 
7 0.62275 1.60578 5.3893 8.6540 0.115553 
8 0.58201 1.71819 5.9713 10.2598 0.097468 
9 0.54393 1.83846 6.5152 11.9780 0.083486 
10 0.50835 1.96715 7.0236 13.8164 0.072378 
11 0.47509 2.10485 7.4987 15.7836 ”0.063357 
12 0.44401 2.25219 7.9427 17.8885 0.055902 
13 0.41496 2.40985 8.3577 20.1406 0.049651 
14 0.38782 2.57853 8.7455 22.5505 0.044345 
15 0.36245 2.75903 9.1079 25.1290 0.039795 
16 0.33873 2.95216 9.4466 27.8881 0.035858 
17 0.31657 3.15882 9.7632 30.8402 ”0.032425 
18 0.29586 3.37993 10.0591 33.9990 0.029413 
19 0.27651 3.61653 10.3356 37.3790 0.026753 
20 0.25842 3.86968 10.5940 40.9955 0.024393 
21 0.24151 4.14056 10.8355 44.8652 0.022289 
22 0.22571 4.43040 11.0612 49.0057 0.020406 
23 0.21095 4.74053 11.2722 53.4361 0.018714 
24 0.19715 5.07237 11.4693 58.1767 0.017189 
25 0.18425 5.42743 ”11.6536 63.2490 “0.015811 
26 0.17220 5.80735 11.8258 68.6765 “0.014561 
27 0.16093 6.21387 11.9867 74.4838 0.013426 
28 0.15040 6.64884 12.1371 80.6977 0.012392 
29 0.14056 7.11426 -12.2777 87.3465 ”0.011449 
30 0.13137 7.61226 12.4090 94.4608 ”0.010586 
31 0.12277 8.14511 12.5318 102.0730 0.009797 
32 011474 8.71527 12.6466 110.2182 0.009073 
33 0.10723 9.32534 12.7538 118.9334 0.008408 
34 0.10022 9.97811 12.8540 128.2588 0.007797 
35 0.09366 10.67658 12.9477 138.2369 0.007234 
36 0.08754 11.42394 13.0352 148.9135 0.006715 
37 10.08181 12.22362 13.1170 160.3374 0.006237 
38 0.07646 13.07927 13.1935 172.5610 0.005795 
39 007146 13.99482 13.2649 185.6403 0.005387 
40 0.06678 14.97446 13.3317 199.6351 0.005009 
41 0.06241 16.02267 13.3941 214.6096 0.004660 
42 0.05833 17.14426 13.4524 230.6322 0.004336 
43 0.05451 18.34435 13.5070 247.7765 0.004036 
44 0.05095 19.62846 13.5579 266.1209 0.003758 
45 0.04761 21.00245 13.6055 285.7493 0.003500 
46 0.04450 22.47262 13.6500 306.7518 0.003260 























加 vw (+0" 后 Ee l/s 
47 004159 24.04571 13.6916 329.2244 0.003037 
48 0.03887 25.72891 13.7305 353.2701 0.002831 
49 0.03632 27.52993 13.7668 378.9990 0.002639 
50 0.03395 29.45703 13.8007 406.5289 0.002460 

按 8% 的 利息 表 

常数 

函数 值 

2 0.080000 

2) 0.078461 

Cn 0.077705 

2) 0.077208 

6 0.076961 

a 0.074074 

EE 0.075499 

ad) 0.076225 

dat?) 0.076715 

6 0.076961 

v 0.925926 

172 0.962250 

2 0.980944 

vl? 0.993607 

1 二 1.080000 

{1+i)!/? 1.039230 

{1+i)!/4 1.019427 

{1+i)!/1? 1.006434 

3/i02) 1.019615 

ii 1.029519 

di 1.036157 

i/6 1.039487 

CO 1.059615 

id) 1.049519 

GO 分 1.042824 

if5 1.039487 
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加 pa ED om 三 IT7s | 
1 0.95593 108000 0.9259 1.0000 1.00000 
2 0.85734 1.16640 1.7833 2.0800 0.480769 
3 0.79383 1.25971 2.5771 3.2464 0.308034 
4 0.73503 1.36049 3.3121 4.5061 0.221921 
5 0.63058 1.46933 3.9927 5.8666 0.170456 
6 0.63017 1.58687 4.6229 7.3359 0.136315 
7 0.58349 1.71382 5.2064 8.9228 0.112072 
8 0.54027 1.85093 5.7466 10.6366 0.094015 
9 0.50025 1.99900 6.2469 12.4876 0.080080 
10 0.46319 2.15892 6.7101 14.4866 0.069029 
11 0.42888 2.33164 7.1390 16.6455 0.060076 
12 0.3971ll 2.51817 7.5361 18.9771 0.052695 
13 0.36770 2.71962 7.9038 21.4953 0.046522 
14 0.34046 2.93719 8.2442 24.2149 0.041297 
15 0.31524 3.17217 8.5595 27.1521 0.036830 
16 0.29189 3.42594 8.8514 30.3243 0.032977 
17 0.27027 3.70002 9.1216 33.7502 0,029629 
18 0.25025 3.99602 9.3719 37.4502 0.026702 
19 0.23171 4.31570 9.6036 41.4463 0.024128 
20 0.21455 4.66096 9.8181 45.7620 0.021852 
21 0.19866 5.03383 10.0168 50.4229 0.019832 
22 0.18394 5.43654 -10.2007 55.4568 “0.018032 
23 0.17032 5.87146 10.3711 60.8933 0.016422 
24 0.15770 6.34118 10.5288 66.7648 0.014978 
25 0.14602 6.84848 10.6748 73.1059 0.013679 
26 0.13520 7.39635 10.8100 79.9544 0.012507 
27 0.12519 7.98806 10.9352 87.3508 0.011448 
28 O11l591 8.62711 11.0511 95.3388 0.010489 
29 0.10733 9.31727 11.1584 103.9659 0.009619 
30 0.09938 10.06266 11.2578 113.2832 0.008827 
31 0.09202 10.86767 11.3498 123.3459 0.008107 
32 0.08520 11.73708 11.4350 ，134.2135 0.007451 
33 0.07889 12.67605 11.5139 145.9506 0.006852 
34 0.07305 13.69013 11.5869 158.6267 0.006304 
35 0.06763 14.78534 11.6546 172.3168 0.005803 
36 0.06262 15.96817 11.7172 187.1021 0.005345 
37 0.05799 17.24563 11.7752 203.0703 0.004924 
38 0.05369 18.62528 11.8289 220.3159 0.004539 
39 0.04971 20.11530 11.8786 238.9412 0.004185 
40 0.04603 21.72452 11.9246 259.0565 0.003860 
41 0.04262 23.46248 11.9672 280.7810 0.003561 





























加 全 (Ti a 四 17sa 
42 0.03946 25.33948 13.0067 304.3435 0.003287 
43 0.03654 27.36664 12.0432 329.5830 0.003034 
4 0.03383 29.55597 12.0771 356.9496 0.002802 
45 0.03133 31.92045 12.1084 386.5056 0.002587 
46 0.02901 34.47409 12.1374 418.4261 0.002390 
47 0.02686 37.23201 12.1643 452.9002 0.002208 
48 0.02487 40.21057 12.1891 490.1322 0.002040 
49 0.02303 43.42742 12.2122 530.3427 0.001886 
50 0.02132 46.90161] 12.2335 573.7702 0.001743 

按 9% 的 利息 表 

常数 

函数 值 

5 7.090000 

aD 0.088061 

Gd 0.087113 

202) 0.086488 

6 0.086178 

d 0.082569 

dd 0.084347 

dy 0.085256 

dl12) 0.085869 

6 0.086178 

0.917431 

v2 0.957826 

44 0.978686 

12 0.992844 

1+i 1.090000 

(I+? 1.044031 

{1+i 1.021778 

{1+ 1.007207 

ft?) 1.022015 

fi 1.033144 

i02) 1.040608 

if6 1.044354 
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常数 

函数 值 

ifd® 1.067015 

ia 1.055644 

ifdn® 1.048108 

/6 1.044354 
元 wm +" 8 本 ， 5 I/ sn 
1 O9743 1.09000 0.9174 L0000 1.00000 
2 0.84168 1.18810 。 1.759t 2.0900 ”0.478469 
3 0.77218 1.29503 2.5313 3.2781 ”0.305055 
4 0.70843 1.41158 3.2397 4.5731 0.218669 
5 0.64993 1.53862 3.8897 5.9847 0.167092 
6 0.59627 1.67710 4.4859 7.5233 0.132920 
7 0.54703 1.82804 5.0330 9.2004 0.108691 
8 0.50187 1.99256 5.5348 11.0285 0.090674 
9 0.46043 2.17189 5.9952 13.0210 0.076799 
10 0.42241 2.36736 6.4177 15.1929 0.065820 
11 0.38753 2.58043 6.8052 17.5603 0.056947 
12 0.35553 2.81266 7.1607 20.1407 0.049651 
13 0.32618 3.06580 7.4869 22.9534 0.043567 
14 0.29925 3.34173 7.7862 26.0192 0.038433 
15 0.27454 3.64248 8.0607 29.3609 0.034059 
16 0.25187 3.97031 8.3126 33.0034 0.030300 
17 0.23107 4.32763 8.5436 36.9737 0.027046 
18 0.21199 4.71712 8.7556 41.3013 0.024212 
19 0.19449 5.14166 8.9501 46.0185 0.021730 
20 0.17843 5.60441 9.1285 51.1601 0.019546 
21 0.16370 6.10881 9.2922 56.7645 0.017617 
22 0.15018 6.65860 9.4424 62.8733 0.015905 
23 0.13778 7.25787 9.5802 69.5319 0.014382 
24 0.12640 7.91108 9.7066 76.7898 0.013023 
25 0.11597 8.62308 9.8226 84.7009 0.011806 
26 0.10639 9.39916 9.9290 93.3240 0-010715 
27 0.09761 10.24508 10.0266 102.7231 0.009735 
28 0.08955 11.16714 10.1161 112.9682 0.008852 
29 D08215 12.17218 10.1983 124.1354 0.008056 
30 0.07537 13.26768 10.2737 136.3075 0.007336 
31 0.06915 14.46177 10.3428 149.5752 0.006686 
32 0.06344 15.76333 10.4062 164.0370 0.006096 
33 0.05820 17.18203 10.4644 179.8003 0.005562 
34 0.05339 18.72841 10.5178 196.9823 0.005077 
35 0.04899 20,41397 10.5668 215.7i08 0.004636 
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加 ES 到 a 二 7s 
36 004494 22.25123 10.6118 236.1247 0.004235 
37 0.04123 24.25384 10.6530 258.3759 0.003870 
38 0.03783 26.43668 10.6908& 282.6298 0.003538 
39 0.03470 28.81598 10.7255 309.0665 0.003236 
40 0.03184 31.40942 10.7574 337.8824 0.002960 
41 0.02921 34.23627 10.7866 369.2919 0.002708 
42 0.02680 37.31753 10.8134 403.5281 0.002478 
43 0.02458 40.67611 10.8380 440.8457 0.002268 
A44 0.02255 44.33696 10.8605 481.5218 0.002077 
45 0.02069 48.32729 10.8812 525.8587 0.001902 
46 0.01898 52.67674 10.9002 574.1860 0.001742 
47 0.01742 57.41765 10.9176 626.8628 0.001595 
48 0.01598 62.58524 10.9336 684.2804 0.001461 
49 0.01466 68.21791 10.9482 746.8656 0.001339 
50 0.01345 74.35752 10.9617 815.0836 0.001227 

按 10% 的 利 患 表 

常数 

函数 值 

5 5-100000 

Gd 0.097618 

i 0.096455 

1 0.095690 

6 0.095310 

d 0.090909 

dD 0.093075 

dt 0.094184 

a 0.094933 

6 0.095310 

也 0.909091 

72 0.953463 

yi 0.976454 

v2 0.992089 

1+¢ 1.100090 

(1 十 人 2 1.048809 

(1 十 人 14 1.024114 

(十 起 LA12 1.007974 
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1.024404 
/id 1.036756 
i012) 1.045045 
6 1.049206 


id 1.074404 
ad 1.061756 
aid02 1.053378 
1.049206 
























砚 TT 5 7s 
1 00900505 110000 09091 10000 1.00000 
2 0.82645 1.21000 1.7355 -2.1000 0.476190 
3 075131 1.33100 2.4869 3.3100 0.302115 
4 0.68301 1.46410 3.1699 4.6410 0.215471 
5 0.62092 1.61051 3.7908 6.1051 0.163797 
6 0.56447 1.77156 4.3553 -7.7156 0.129607 
7 0.51316 1.94872 4.8684 9.4872 0.105405 
8 0.46651 2.14359 5.3349 11.4359 0.087444 
9 0.42410 2.35795 5.7590 13.5795 0-073641 

10 0.38554 2.59374 6.1446 15.9374 0.062745 

11 0.35049 2.85312 6.4951 13.5312 0.053963 

12 0.31863 3.13843 6.8137 21.3843 0.046763 

13 0.28966 3.45227 7.1034 24.5227 0.040779 

14 0.26333 3.79750 7.3667 27.9750 0.035746 

15 0.23939 4.17725 7.6061 31.7725 0.031474 

16 0.21763 4.59497 7.8237 35.9497 0.027817 

17 0.19784 5.05447 8.0216 40.5447 0.024664 

18 0.17986 5.55992 8.2014 .45.5992 0.021930 

19 0.16351 6.11591 8.3649 51.1591 0.019547 

20 0.14864 6.72750 8.5136 57.2750 0.017460 

21 0.13513 7.40025 8.6487 64.0025 0.015624 

22 0.12285 8.14027 8.7715 71.4027 0.014005 

23 0.11168 8.95430 8.8832 79.5430 0.012572 

24 0.10153 9.84973 8.9847 88.4973 0.011300 

25 0.09230 10.83471 9.0770 98.3471 0.010168 

26 0.08391 11.91818 9.1609 109.1818 0.009159 

27 0.07628 13.10999 9.2872 121.0999 0.008258 

28 0.06934 14.42099 9.3066 134.2099 0.007451 

29 0.06304 15.86309 9.3696 148.6309 0.006728 

30 0.05731 17.44940 9.4269 164.4940 0.006079 
































加 (+ a 加 17s 
31 005210 19.19434 9.4790 181.9434 0.005496 
32 0.04736 21.11378& 9.5264 201.1378 0.004972 
33 0.04306 23.22515 9.5694 222.2515 0.004499 
34 0.03914 25.54767 9.6086 245.4767 0.004074 
35 0.03558 28.10244 9.6442 271.0244 0.003690 
36 0.03235 30.91268 9.6765 299.1268 0.003343 
37 0.02941 34.00395 9.7059 。 330.0395 0.003030 
38 0.02673 37.40434 9.7327 364.0434 0.002747 
39 0.02430 41.14478 9.7570 401.4478 0.002491 
40 0.02209 45.25926 9.7791 442.5926 0.002259 
41 0.02009 49.78518 9.7991 487.8518 0.002050 
42 0.01826 54.76370 9.8174 537.6370 0.001860 
43 0.01660 60.24007 9.8340 592.4007 0.001688 
44 0.01509 66.26408 9.8491 652.6408 0.001532 
45 0.01372 72.89048 9.8628 718.9048 0.001391 
46 0.01247 80.17953 9.8753 791.7953 0.001263 
47 0.011i34 88.19749 9.8866 。 871.9749 0.001147 
48 0.01031 97.01723 9.8969 960.1723 0.001041 
49 0.00937 106.71896 9.9063 1057.1896 0.000946 
50 0.00852 117.39085 9.9148 1163.9085 0.000859 
按 12% 的 利息 表 
常数 
函数 值 
上 0.120000 
a?) 0.116601 
9 0.114949 
al2) 0.113866 
6 0.113329 
过 0.107143 
dD 0.110178 
dd 0.111738 
dl2) 0.112795 
6 0.113329 
0.892857 
v2 0.944911 
v4 0.972065 
v1 0.990600 
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ia) 
ad 
ad 











T+ 1.120000 
(1+2)1 1.058301 
(1+0)7 1.028737 
人 1 十 动 122 1.009489 
fi 1.029150 
ifitD 1.043938 
iD 1.053875 
i§ 1.058867 


1.089150 
1.073938 
1.063875 




















i/6 1.058867 
Ca CE 而 启 7 
1 08986 1.12000 0.8999 1.0000 1.00000 
2 0.79719 1.25440 1.6901 2.1200 0.471698 
3 071178 1.40493 2.4018 3.3744 0.296349 
4 0.63552 1.57352 3.0373 4.7793 0.209234 
5 0.56743 1.76234 3.6048 6.3528 0.157410 
6 050663 1.97382 4.1114 8.1152 0.123226 
7 0.45235 2.21068 4.5638 10.0890 0.099118 
8 0.40388 2.47596 4.9676 12.2997 0.081303 
9 0.36061 2.77308 5.3282 14.7757 0.067679 
10 0.32197 3.10585 5.6502 17.5487 0.056984 
11 0.28748 3.47855 5.9377 20.6546 0.048415 
12 0.25668 3.89598 6.1944 24.1331 0.041437 
13 0.22917 4.36349 6.4235 28.0291 0.035677 
14 0.20462 4.8871l1 6.6232 32.3926 0.030871 
15 0.18270 5.47357 6.8109 37.2797 0.026824 
16 0.16312 6.13039 6.9740 42.7533 0.023390 
17 0.14564 6.86604 7.1196 48.8837 0.020457 
18 0.13004 7.68997 7.2497 55.7497 0.017937 
19 0.11611 8.61276 7.3658 63.4397 0.015763 
20 0.10367 9.64629 7.4694 72.0524 0.013879 
21 0.09256 10.80385 7.5620 81.6987 0.012240 
22 0.08264 12.10031 7.6446 92.5026 0.010811 
23 0.07379 13.55235 7.7184 104.6029 0.009560 
24 0.06588 15.17863 7.7843 118.1552 0.008463 

















nn 0 (IT a 3 175m 
0008 1700006 78431 133.3339 0.007500 
26 0.05252 19.04007 7.8957 150.3339 0.006652 
27 0.04689 21.32488 7.9426 169.3740 0.005904 
28 0.04187 23.88387 7.9844 190.6989 0.005244 
29 0.03738 26.74993 8.0218 214.5828 0.004660 
30 003338 29.95992 8.0552 241.3327 0.004144 
31 002980 33.55511 8.0850 271.2926 0.003686 
32 0.02661 37.58173 8.1116 304.8477 0.003280 
33 0.02376 42.09153 8.1354 342.4294 0.002920 
34 0.02121 47.14252 8.1566 384.5210 0.002601 
35 0.01894 52.79962 8.1755 431.6635 0.002317 
36 001691 59.13557 8.1924 484.4631 0.002064 
37 O001510 66.23184 8.2075 -543.5987 0.001840 
38 0.01348 74.17966 8.2210 609.8305 0.001640 
39 001204 83.08122 8.2330 684.0102 0.001462 
40 0.01075 93.05097 8.2438 767.0914 0.001304 
41 0.00960 104.21709 8.2534 860.1424 0.001163 
232 0.00857 116.72314 8.2619 。 964.3595 0:001037 
33 000765 130.72991 8.2696 1081.0826 0.000925 
44 0.00683 146.41750 8.2764 1211.8125 0.000825 
45 0.00610 163.98760 8.2825 1358.2300 0.000736 
46 0.00544 183.66612 8.2880 1522.2176 0.000657 
47 0.00486 205.70605 8.2928 1705.8838 0.000586 
48 000434 230.39078 8.2972 1911.5898 0.000523 
49 0.00388 258.03767 8.3010 2141.9806 0.000467 
50 0.00346 289.00219 8.3045 240.0182 0.000417 
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附 录 

































































年 度 计 日 表 
对 于 阐 年 在 3 月 38 日 以 局 天 数 比 安 中 吉 字 加 了 
个 个 
月 月 
中 中 
的 | 一 |=|= 三 | 五 六 七 A 九 十 十 的 
天 月 月 月 月 月 月 月 月 月 月 一 天 
上 月 LL 
1 ri | sr la | 
2|2|3 | | 9 |122 |1ss | 183 | 214 | 355 | 275 | 305 [ B33| 2 
s|3|3|sl ss |123 1154 | 264 |215 | 3 | Hs | 3 | 21 2 
4 |a|3s|e| 04 |124 | i155 | 185 [| 21 | 347 | S25 | 507 | 2327 | 3 
5 15|3|6| 95 |125 |1sc | 186 | 27 1 2 | S78 | 3 | 28 | 
s |e |a |ss | sg | 126 | 1s7 | 187 | 218 | 348 | 37 | S00 | 339 | 3 
7 |7 |s |sel 97 |127 | 158 | 188 | 215 | 380 | S28 | 0 | 3 | 8 
3 |3|ss|err 98 |128 |159 | 189 1320 | 25 | 2 | S3132|7 
9 |9 |40|6s| o9 |129 |160 | i190 | 23 | 3262 | 382 | 2 132 | 
10 |10 [41 | 69 | 100 | 330 | 1er | 1 | 222 | 253 | 383 | 3 | 3 | 8 
1 || a | ro | or | | 1 | 392 | 223 | 3 | 2 | Ht | | 1 
12 12 43 71 102 132 163 193 224 255 285 316 346 12 
13 |13 | 4 | ra | 0s |133 | 164 | 19¢ | 228 | 35 | 385 | 3 | 345 | 直 
14 114 [45 | 73 | 104 | 134 | 1es | 195 | 226 | 387 | 2 | 33 | 3 | 
15 15 46 了 4 105 135 165 196 227 258 288 319 349 15 
16 16 47 75 106 136 167 197 228 259 289 320 350 16 
17 | 17 | 48 | ve | 1or | 137 | 1e8 | 19s | 226 | 260 | 308 | 3 | S50 | 
18 18 49 了 7 108 138 169 199 230 261 291 322 352 i8 
19 | 19 | 50 [7s | 09 | 139 | 170 | 200 | 237 | 382 | 392 | 533 | 282 | 18 
20 |20 | 51 | re | i0 | a0 | 171 | 201 | 232 | 203 | 293 | 23 | 352 | 19 
21 |21 | s2 | so | 1 | a | 172 | 202 | 233 | 234 | 2 | B24 | Be | 2 
22 | 22 | 53 | 81 (112 | 1a2 | 173 | 203 | 234 | 3688 | S04 | B25 | 355 | 2 
23 | 23 | ss (82 |113 | 143 | 174 | 204 | 238 | 266 | 208 | 325 | 和 | 妾 
24 | 24 | ss | as | tn | 1aa | 175 | 2os | 238 | 267 | 2337 | B22 | 3 | 2 
25 | 25 | so | 84 | 5 | 14s | 176 | 3200 | 237 | 285 | 和 | 328 | 258 | 
2 | 26 | sz | ss | 118 | 1a8 | 17r | 207 | 238 | 209 | 208 | 538 | 3559 | 5 
27 | 27 | ss | so | 117 | 147 | 178 | 208 | 339 | 270 | 268 | 330 | 3 | 各 
28 | 28 | ss | sr | 8 | 1s8 | 179 | 209 | 240 | 357 | 309 | 332 | 36 | 穴 
29 | 2 88 | le | te | 180 | 210 | 241 | 272 | 302 | 333 | 388 | 答 
30 | 30 s9 | 120 | ls | 181 | 212 | 242 | 278 | 303 | 333 | 363 | 号 
31 | 31 90 151 212 | 243 304 365 | 下 
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附 录 下 


变 额 年 金 的 进一步 分 析 
由 数值 分 析 ， 一 阶 差分 定义 为 
Af(D = ft+D) -1 


逐次 应 用 上 述 公式 可 定义 高 阶 差分 。 
可 以 导出 一 个 类 似 于 分 部 积分 的 分 部 求 和 公式 














t=n+1 


这 一 公式 每 当 高 阶 差分 经 过 某 点 可 以 被 忽略 时 ， 就 给 出 实际 的 结 
果 。 特别 当 f( 是 m 次 多 项 式 时 ，m 二 1 阶 及 更 高 阶 的 差分 均 
为 零 。 

因此 ， 此 公 趟 当 变 额 年 金 的 付款 构成 一 多 项 式 时 可 用 来 求 此 
变 额 年 金 的 现时 值 。 


51“ 


附 录 NW 


抵押 贷款 分 期 偿还 表示 例 

下 面 的 附 表 是 $100000 的 不 动产 的 押 贷 款 月 度 付款 分 期 偿还 
表 ， 其 中 利率 为 月 度 转换 10% 。 

最 终 有 $3.97 的 余额 可 归 因 于 伟人 误差 的 积累 。 表 中 所 用 的 
月 度 付款 $877.57 算 到 分 为 止 ， 如 果 算 到 更 多 位 小 数 点 则 应 是 
$877.57158 。 

在 实践 中 ,大 多 数 货款 人 可 能 会 用 月 度 付 款 $877.58, 这 样 最 
后 一 次 付款 可 以 小 于 而 不 是 大 于 以 前 各 次 付款 。 
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月 度 “本 金 利息 余额 月 度 。” 本 金 。” 利息 余额 
1 44.24 2833.33 99955.76 | 31 56.74 820.83 98442.58 
2 44.61 832.96 99911.15 32 57.22 820.35 98385.36 
3 44.98 832.59 99866.17 | 33 57.69 819.88 98327.67 
4 45.35 832.22 99820.82 34 58.17 819.40 98269.50 
5 45.73 831.84 99775.09 35 58.66 818.91 98210.84 
6 46.11 3831.46 99728.98 36 59.15 818.42 98151.69 
7 46.50 331.07 99682.48 | 37 59.64 817.93 98092.05 
8 46.88 830.69 99635.60 | 38 60.14 817.43 98031.91 
9 47.27 830.30 99588.33 | 39 60.64 816.93 97971.27 
10 47.67 829.90 99540.66 40 61.14 816.43 97910.13 
11 48.06 829.51 99492.60 41 61.65 815.92 97848.48 
12 48.46 829.11 99444.14 42 62.17 815.40 97786.31 
13 48.87 828.70 99395.27 43 62.68 814.89 97723.63 
14 49.28 828.29 99345.99 | 44 63.21 814.36 97660.42 
15 49.69 827.88 99296.30 | 45 63.73 813.84 97596.69 
16 50.10 827.47 99246.20 | 46 64.26 813.31 97532.43 
17 50.52 827.05 99195.68 | 47 64.80 812.77 97467.63 
18 50.94 826.63 99144.74 | 48 65.34 812.23 97402.29 
19 51.36 826.21 99093.38 | 49 #65.88 811.69 97336.41 
20 51.79 3825.78 99041.59 | 50 66.43 811.14 97269.98 
21 52.22 825.35 98989.37 | 51 66.99 810.58 97202.99 
22 52.66 824.91 98936.71 | 52 67.55 810.02 97135.44 
23 53.10 824.47 98883.61 | 53 68.11 809.46 97067.33 
24 53.54 824.03 98830.07 | 54 68.68 808.89 96998.65 
25 53.99 823.58 98776.08 | 55 69.25 808.32 96929.40 
26 5444 823.13 98721.64 | 56 69.82 807.75 96859.58 
27 54.89 822.68 98666.75 | 57 ?70.41 807.16 96789.17 
28 55.35 822.22 98611.40 | 58 70.99 806.58 96718.18 
29 55.81 821.76 98555.59 | 59 71.59 805.98 96646.59 
30 56.27 821.30 98499.32 | 60 72.18 805.39 96574.41 
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月 度 ”本 金 。” 利息 余额 月 度 本 金 利息 余额 

61 72.78 804.79 96501.63 91 93.36 784.21 94012.01 
62 73.39 804.18 96428.24 92 94.14 783.43 93917.87 
63 74.00 803.57 96354.24 | 93 94.92 782.65 93822.95 
64 74.62 802.95 96279.62 94 95.71 781.86 93727.24 
65 75.24 802.33 96204.38 95 96.51 781.06 93630.73 
66 75.87 801.70 96128.51 | 96 97.31 780.26 93533.42 
67 76.50 801.07 96052.01 | 97 98.12 779.45 93435.30 
68 77.14 800.43 95974.87 | 98 98.94 778.63 93336.36 
69 77.78 799.79 95897.09 | 99 99.77 777.80 93236.59 
70 78.43 799.14 95818.66 | 100 100.60 776.97 93135.99 
71 79.08 798.49 95739.58 | 101 101.44 776.13 93034.55 
72 79.74 797.83 95659.84 | 102 102.28 775.29 92932.27 
73 80.40 797.17 95579.44 | 103 103.13 774.44 92829.14 
74 81.07 796.50 95498.37 | 104 103.99 773.58 92725.15 
75 81.75 795.82 95416.62 | 105 104.86 772.71 92620.29 
76 82.43 795.14 95334.19 | 106 105.73 771.84 92514.56 
77 83.12 794.45 95251.07 | 107 106.62 770.95 92407.94 
78 83.81 793.76 95167.26 | 108 107.50 770.07 92300,44 
79 84.51 793.06 95082.75 | 109 108.40 769.17 92192.04 
80 85.21 792.36 94997.54 | 110 109.30 768.27 92082.74 
81 85.92 791.65 94911.62 | 111 110.21 767.36 91972.53 
82 86.64 790.93 94824.98 | 112 111.13 766.44 918361.40 
83 87.36 790.21 94737.62 | 113 112.06 765.51 91749.34 
84 88.09 789.48 94649.53 | 114 112.99 764.58 91636.35 
85 88.82 788.75 94560.71 | 115 113.93 763.64 91522.42 
86 89.56 788.01 94471.15 | 116 1i14.88 762.69 91407.54 
87 90.31 787.26 94380.84 | 117 115.84 761.73 91291.70 
88 91.06 786.51 94289.78 | 118 116.81 760.76 91174.89 
89 91.82 785.75 94197.96 | 119 117.78 759.79 91057.11 
90 92.59 784.98 94105.37 | 120 118.76 758.81 90938.35 
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月 度 本 金利 彼 余额 月 度 本 金利 息 余额 

121 11975 757.82 90818.60 | 151 153.60 723.97 86722.44 
122 120.75 756.82 90697.85 | 152 154.88 722.69 86567.56 
123 121.75 755.82 90576.10 | 153 156.17 721.40 86411.39 
124 122.77 754.80 90453.33 | 154 157.48 720.09 86253.91 
125 123.79 753.78 90329.54 | 155 158.79 718.78 86095.12 
126 124.82 752.75 90204.72 156 160.11 717.46 85935.01 
127 125.86 751.71 90078.86 | 157 161.44 716.13 85773.57 
128 126.91 750.66 89951.95 | 158 162.79 714.78 85610.78 
129 127.97 749.60 89823.98 | 159 164.15 713.42 85446.63 
130 129.04 748.53 89694.94 | 160 165.51 712.06 85281.12 
131 130.11 747.46 89564.83 | 161 166.89 710.68 85114.23 
132 131.20 746.37 89433.63 | 162 168.28 709.29 84945.95 
133 132.29 745.28 89301.34 | 163 169.69 707.88 84776.26 
134 133.39 744.18 89167.95 | 164 171.10 706.47 84605.16 
135 134.50 743.07 89033.45 | 165 172.53 705.04 84432.63 
136 135.62 741.95 88897.83 | 166 173.96 703.61 84258.67 
137 136.75 740.82 88761.08 | 167 175.41 702.16 84083.26 
138 137.89 739.68 88623.19 | 168 176.88 700.69 83906.38 
139 139.04 738.53 88484.15 | 169 178.35 699.22 83728.03 
140 140.20 737.37 88343.95 | 170 179.84 697.73 83548.19 
141 141.37 736.20 88202.58 | 171 181.34 696.23 83366.85 
142 142.55 735.02 88060.03 | 172 182.85 694.72 83184.00 
143 143.74 733.83 87916.29 | 173 184.37 693.20 82999.63 
144 144.98 732.64 87771.36 | 174 185.91 691.66 82813.72 
145 146.14 731.43 87625.22 | 175 187.46 690.11 82626.26 
146 147.36 730.21 87477.86 | 176 189.02 688.55 82437.24 
147 148.59 728.98 87329.27 | 177 190.59 686.98 82246.65 
148 149.83 727.74 87179.44 | 178 192.18 685.39 82054.47 
149 151.07 726.50 87028.37 | 179 193.78 683.79 81860.69 
150 152.33 725.24 86876.04 | 180 195.40 682.17 81665.29 
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月 度 本 金 。 利息 余额 月 度 本 金 。” 利息 余额 

181 197.03 680.54 81468.26 | 211 252.72 624.85 74728.76 
182 198.67 678.90 81269.59 | 212 254.83 622.74 74473.93 
183 200.32 677.25 81069.27 | 213 256.95 620.62 74216.98 
184 201.99 675.58 80867.28 | 214 259.10 618.47 73957.88 
185 203.68 673.89 80663.60 | 215 261.25 616.32 73696.63 
186 205.37 672.20 80458.23 | 216 263.43 614.14 73433.20 
187 207.08 670.49 80251.15 | 217 265.63 611.94 73167.57 
188 208.81 668.76 80042.34 | 218 267.84 609.73 72899.73 
189 210.55 667.02 79831.79 | 219 270.07 607.50 72629.66 
190 212.31 665.26 79619.48 | 220 272.32 605.25 72357.34 
191 214.07 663.50 79405.41 | 221 274.59 602.98 72082.75 
192 215.86 661.71 79189.55 | 222 276.88 600.69 71805.87 
193 217.66 659.91 78971.89 | 223 279.19 598.38 71526.68 
194 219.47 658.10 78752.42 | 224 281.51 596.06 71245.17 
195 221.30 656.27 78531.12 | 225 283.86 593.71 70961.31 
196 223.14 654.43 78307.98 | 226 286.23 591.34 70675.08 
197 225.00 652.57 78082.98 | 227 288.61 588.96 70386.47 
198 226.88 650.69 77856.10 | 228 291.02 586.55 70095.45 
199 228.77 648.80 77627.33 | 229 293.44 584.13 69802.01 
200 230.68 646.89 77396.65 | 230 295.89 581.68 69506.12 
201 232.60 6€44.97 77164.05 | 231 298.35 $579.22 69207.77 
202 234.54 643.03 76929.51 | 232 300.84 576.73 68906.93 
203 236.49 £41.08 76693.02 | 233 303.35 574.22 68603.58 
204 238.46 639.11 76454.56 | 234 305.87 571.70 68297.71 
205 240.45 637.12 76214.11 | 235 308.42 569.15 67989.29 
206 242.45 #635.12 75971.66 | 236 310.99 566.58 67678.30 
207 244.47 #633.10 75727.19 | 237 313.58 563.99 67364.72 
208 246.51 631.06 75480.68 | 238 316.20 561.37 67048.52 
209 248.56 629.01 75232.12 | 239 318.83 558.74 66729.69 
210 250.64 626.93 74981.48 | 240 321.49 556.08 66408.20 
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月 度 本 金 利息 余额 月 度 本 金 。 利息 余额 

241 324.17 553.40 66084.03 | 271 415.81 461.76 54995.46 
242 326.87 550.70 65757.16 | 272 419.27 458.30 54576.19 
243 329.59 547.98 65427.57 | 273 422.77 454.80 54153.42 
244 332.34 545.23 65095.23 | 274 426.29 451.28 53727.13 
245 335.11 542.46 64760.12 | 275 429.84 447.73 53297.29 
246 337.90 539.67 64422.22 | 276 433.43 444.14 52863.86 
247 340.72 536.85 64081.50 | 277 437.04 440.53 52426.82 
248 343.56 534.01 63737.94 | 278 440.68 436,89 51986.14 
249 346.42 531.15 63391.52 | 279 444.35 433.22 51541.79 
250 349.31 528.26 63042.21 | 280 448.06 429.51 51093.73 
251 352.22 525.35 62689.99 | 281 451.79 425.78 50641.94 
252 355.15 522.42 62334.84 | 282 455.55 422.02 50186.39 
253 358.11 519.46 61976.73 | 283 459.35 418.22 49727.04 
254 361.10 516.47 61615.63 | 284 463.18 414.39 .49263.86 
255 364.11 513.46 61251.52 | 285 467.04 410.53 48796.82 
256 367.14 510.43 60884.38 | 286 470.93 406.64 48325.89 
257 370.20 507.37 60514.18 | 287 474.85 402.72 47851.04 
258 373.29 504.28 60140.89 | 288 478.81 398.76 47372.23 
259 376.40 501.17 59764.49 | 289 482.80 394.77 46889.43 
260 379.53 498.04 59384.96 | 290 486.82 390.75 46402.61 
261 382.70 494.87 59002.26 | 291 490.88 386.69 45911.73 
262 385.88 491.69 58616.38 | 292 494.97 382.60 45416.76 
263 389.10 488.47 58227.28 | 293 499.10 378.47 44917.66 
264 392.34 485.23 57834.94 | 294 503.26 374.31 44414.40 
265 395.61 481.96 57439.33 | 295 507.45 370.12 43906.95 
266 398.91 478.66 57040.42 | 296 511.68 365.89 43395.27 
267 402.23 475.34 56638.19 | 297 515.94 361.63 42879.33 
268 405.59 471.98 56232.60 | 298 520.24 357.33 42359.09 
269 408.96 468.61 55823.64 | 299 524.58 352.99 41834.51 
270 412.37 465.20 55411.27 | 300 528.95 348.62 41305.56 
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月 度 本 金 利息 余额 月 度 本 金 。” 利息 余额 
301 533.36 344.21 40772.20 | 331 684.13 193.44 22528.08 
302 537.80 339.77 40234.40 | 332 689.84 187.73 21838.24 
303 542.28 335.29 39692.12 | 333 695.58 181.99 21142.66 
304 546.80 330.77 39145.32 | 334 701.38 176.19 20441.28 
305 551.36 326.21 38593.96 | 335 707.23 170.34 19734.05 
306 555.95 321.62 38038.01 | 336 713.12 164.45 19020.93 
307 560.59 316.98 37477.42 | 337 719.06 158.51 18301.87 
308 565.26 312.31 36912.16 | 338 725.05 152.52 17576.82 
309 569.97 307.60 36342.19 | 339 731.10 146.47 16845.72 
310 574.72 302.85 35767.47 | 340 737.19 140.38 16108.53 
31ll 579.51 298.06 35i87.96 | 341 743.33 134.24 15365.20 
312 584.34 293.23 34603.62 | 342 749.53 128.04 14615.67 
313 589.21 288.36 34014.41 | 343 755.77 121.80 13859.90 
314 594.12 283.45 33420.29 | 344 762.07 115.50 13097.83 
315 599.07 278.50 32821.22 | 345 768.42 109.15 12329.41 
316 604.06 273.51 32217.16 | 346 774.82 102.75 11554.59 
317 609.09 268.48 31608.07 | 347 781.28 ”96.29 10773.31 
318 614.17 263.40 30993.90 | 348 787.79 89.78 9985.52 
319 619.29 258.28 30374.61 | 349 794.36 83.21 9191.16 
320 624.45 253.12 29750.16 | 350 800.98 76.59 8390.18 
321 629.65 247.92 29120.51 | 351 807.65 69.92 7582.53 
322 634.90 242.67 28485.61 | 352 814.38 63.19 6768.15 
323 640.19 237.38 27845.42 | 353 821.17 56.40 5946.98 
324 645.52 232.05 27199.90 | 354 828.01 49.56 5118.97 
325 650.90 226.67 26549.00 | 355 834.91 42.66 4284.06 
326 656.33 221.24 25892.67 | 356 841.87 35.70 3442.19 
327 661.80 215.77 25230.87 | 357 3848.89 28.68 2593.30 
328 667.31 210.26 24563.56 | 358 855.96 21.61 1737.34 
329 672.87 204.70 23890.69 | 359 863.09 14.48 874.25 
330 678.48 199.09 23212.21 | 360 870.28 7.29 3.97 
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附 录 YV 


完全 免除 
在 9.9 节 中 建立 的 免除 方法 是 为 i 变化 很 小 的 情况 而 设计 
的 。 完 全 免除 是 对 这 种 方法 的 推广 ， 它 可 应 用 于 i 变化 幅度 生意 
的 情形 。 
考虑 一 项 在 时 刻 大 的 负债 资金 出 流 Li 。 基 本 概念 是 要 持 有 
两 项 资产 ， 它 们 在 时 刻 尿 一 a 提供 资金 入 流 4 而 在 时 刻 上 十 5b 提 
供 资金 入 流 B, 其 中 a > 0,6 > 0, a < 天。 这样， 一 项 资产 在 负 
愤 出 流 之 前 产生 资金 入 流 ， 而 另 一 项 资产 在 负债 出 流 之 后 产生 资 
金 信 流 。 
假定 4,B,a,8 四 个 值 中 恰 有 两 个 秆 是 已 知 的 。 将 利用 等 价 
于 宇 的 利息 效力 5 。 由 公式 (9.19) 与 (9.20), 用 时 刻下 而 不 是 时 
刻 0 作为 比较 日 期 ， 就 得 到 


P(§) = Ae + Be BL,=0 











P'(6) = Aae® — Bbe-w =0 
关于 两 个 未 知 量 解 这 两 个 方程 ， 就 得 到 了 完全 免除 战略 。 
现在 我 们 来 证 明 完全 免除 确实 达到 了 需要 的 结果 。 考 虑 另外 
一 个 利息 效力 6 。 我 们 有 
已 (下 = Ae® + Be — Le, 
= 4ea5 十 五 ec- 一 (4ea6 + Be 5%) 





一 Ae®s [ee + en _ 人 + 让 


在 上 式 中 已 将 P'(5) = 0 代入 公式 。 
今 考察 函数 


fo) = emt be — E + 引 . 


注意 f(0) = 0 。 微分 上 式 ， 有 
f(z) = ale™ 一 e 好) 
由 此 可 见 


F(z)=0 当 z=0 
f(x)>0 当 x>0 
f(z<0 当 rx<0 


这 样 ， 对 一 切 z 关 0 均 有 f(z) > 0 。 由 此 可 见 对 一 切 矿 考 6 均 
有 已 (5) > 0 。 这 就 证 明了 完全 免除 的 结论 。 

两 个 未 知 量 的 两 个 方程 可 能 有 也 可 能 没有 唯一 解 。 如 果 两 个 
已 知 量 为 : (1) a,b; (2) B,b; (3) 4,a; 或 (4) 4 六 则 存在 唯一 
解 。 但 如 已 知 量 为 (5) a, B; 及 (6) 4, B; 则 不 一 定 存在 唯一 解 。 
在 后 面 这 两 种 情形 ， 可 能 有 多 重 解 或 元 解 。 

应 用 完全 免除 方法 需要 这 样 来 安排 各 项 资产 ， 使 得 伴随 每 一 
负 合资 金 出 流 有 两 项 资产 资金 人 流 。 就 象 在 常规 的 免除 理论 中 那 
样 ， 常 需要 频繁 地 对 整 批 资产 进行 再 平衡 。 

请 读者 验证 ， 在 例 9.7 中 完全 免除 产生 与 常规 免除 相同 的 战 
略 。 


附 录 VI 


年 金 方差 的 推导 
需要 确定 和 式 


一 81 十 172 十 … 十 TI1T2 了 nm 





的 方差 ， 其 中 x1,22,… ,zn 是 独立 同 分 布 的 随机 变量 。 对 于 a 
的 公式 (3.34) 和 对 于 而 的 公式 (3.36) 都 是 这 种 形式 。 
设 mi 和 ms 为 关于 原点 的 一 阶 和 二 阶 矩 ， 即 





Elzx] = mi 及 El[z?] 一 mz 


对 于 上 二 1,2,.…,n 。 由 独立 性 可 知 








B= 
k= 
我 们 将 它 记 为 sn(m1) 。 
希望 证 明 的 公式 是 
二 2 
var[s] 2 一 mt sn(m2) 一 m2 nm) 一 [sam oF 
此 式 由 数学 归纳 法 来 证 明 。 


设 n=1, 我 们 知道 
var[s] = var[zl] = m2 一 m2. 
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而 要 证 明 的 公式 的 右 端 是 
Ta2 十 m1 本 2m2 


2 2 
2 一 mm 一 rn2 — mi. 
m2 — m1 MR2 m1 


因此 ， 公 式 对 n= 1 成 立 。 
设 公式 对 ni 一 1 成立 , 定义 





上 一 1 十 172 十 十 TH1T2 Tn 
就 有 


var[s] = varlt+ xixz2.-.zn] 


= vark] + varlz1z2 .+ zn] + 2cov[ ziza pz. 


现在 来 演算 这 三 项 。 


和 出 归纳 法 假设 
_ m2z+mi __2m2 加 2 
var 团 = m2 — mi sn—1(m2) ma mr Sn-1(m1) — [sn—1(m1)} 

m2 ml 2 nl 

= Tl - A 
m+ tm2 ) (4) 
(mm) (B) 

m2 — m1 


一 (mi 十 ro 二 十 2 (0) 


由 独立 性 
n 2n 
varlxiz2 .zn] = nm 全 一 rnt 
met 一 mim 2 
= mf 
m2 一 mi (B) 
(D) 


至 于 协 方差 项 应 有 


2covlt, T1172° xn] = 2 五 [tzlizz Zn] 一 2 王国 五 [zizz nm 
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= 2(maam -1 + msm? ++ milm1) 
—2(mi+ m3? + + mm 


mem 一 mm2 





= 2 mm —2mi(mit+m? + + ml!) 
2 2 
= LD Sm omit m+ m1) 
mm m2—m (H) 
{F) (G) 


需要 证 明 三 项 的 和 给 出 归纳 法 假设 。 读者 可 以 验证 (4) 十 
(D)+ (E) 给 出 待 证 明 公式 中 的 第 一 项 ，(B) + (GD 给 出 第 二 项 , 
而 (C) 十 (EE) + (五 ) 则 给 出 第 三 项 。 

至 此 完成 了 数学 归纳 法 证 明 。 
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附 录 三 


Black 一 Scholes 公式 的 推导 
设 5S: 是 一 个 随机 变量 ， 它 表示 一 项 资产 在 时 刻 上 的 值 ， 其 中 
50 二 5S 。 设 大 (x) 是 5 的 概率 密度 函数 。 
于 是 在 10.5 节 中 定义 的 欧洲 看 涨 期 权 的 值 由 下 式 给 出 : 


C=e-in fe — E)f.(s)dz 


这 是 因为 看 涨 期 权 的 值 等 于 在 到 期 日 资产 价格 超过 履行 价 部 分 的 
期 望 现时 值 (但 不 小 于 零 ) 。 

假设 1 + i 服从 对 数 正 态 分 布 。 则 loge(S%/5) 服从 平均 值 
二 np 及 方差 = no? 的 正 态 分 布 。 由 对 数 正 态 分 布 有 


ElSn /S| = em(e+a272) 








及 2 
(2) = 1 SS . 
TOV2Nn 
也 假设 在 时 刻 0 的 资产 值 等 于 其 期 望 现时 值 
Ss= 五 [ein sn] = e- 知 SenkrHnc212 
或 


1= eintnp+noa? /2 
这 意味 着 二 5 一 o2/2。 
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合并 这 些 结果 就 有 
c=em ff TX—E e/g 
E TOV27mz 
今 由 变量 变换 来 计算 此 积分 。 令 


y — loge(e/5) ~ nl — 02/2) 


ovn 
故 1 
dy= ww 
及 
Zz = Seln(6-02/2)+yoy 
设 变量 变换 后 的 下 限 为 F, 以 至 
BE = Seln(6-o°/2)+Fov] 
或 


Fo loge( 五 /5) — n(§ ~ o?/2) 
ovn “ 





这 样 ， 经 变量 变换 后 有 





OC 2 em fr Se Bp 
F V2r 
oo e 一 人 -aVR2/2 co ee 一 92/2 


一 一 -一 一 一 d 史 -已 ec 和 一 一 一 二 
五 V27 了 ° F V2 vy 


然而 , 第 一 个 积分 是 标准 正 态 分 布 中 玉 一 ov 右 方 的 面积 ， 
或 - 忆 十 ov 庆 左 方 的 面积 。 类 似 地 ， 第 二 个 积分 是 成 右 方 的 面 
积 或 - 书 左 方 的 面积 。 

这 样 ， 如 将 标准 正 态 分 布 的 累积 分 布 函数 记 为 N, 则 有 


C= SN(-F+ovn)— Ee *mN(-F) 
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今 设 


2 2 
dFtoVi = loge(S/E)+n(6 — 0/2)+ on 

















ov 
loge(S/E) + n(§ + 02/2) 
pa 
及 
d=F loge(S/E) t+ n(6 — o?/2) 
ovVn 
由 此 得 出 





C= SN(d)— Ee "N(d,) 
这 就 是 Black 一 Scholes 公式 。 
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习题 答案 


. 8) #2+2t+3) c) 29 十 1 

a) $n(n+t+i)— (t+1) bj) 2(2n 一 20) 
$300 

. a) 1/24 b) 1/29 

a) 0.1 b) 0.1 

. $1190.91 

. 2) 9.2%  b) 3# 年 

. $582.50 

16 

. $3456 

15. 和 

16.c—a—b 

17. 1.523 

18. A 

19. 下 他 

21. $3281.25 

22. $2800 

23. a) 1/15 b) 1/6 ， 
28. a) 4 EF -+ 仿 ) be [Ga - 重 ) | 
29. (1 + mi ) /mm = (1 — pd( Mp))-UPp 
30. a) 100(1.015)8  b) 100(0.76)-°s 

33. 8 

34. 20 


2 
贡 


i 
ND 
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35. 
38. 
40. 
42. 
43. 
44. 
45. 
46. € 
47. 
48. 
49. 
50. € 
51. 
52. 
53. 
55. 


56. 


59. 


第 二 


1. 
2 
3. 
4 
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r-4 


d<dm <6<irn <i 

a) logea+2tlogeb + ctloge cloged _b) 公式 (1.25) 
5 

34/205 

log。 f+loge 6 

e001 一 1 

0.038 


.804264-173 一 1 

2) (1+r)jnmtDy2E+ 名 bj (1+7)"+D/2(1+) -1 
.82 

0.3 

2/n 

9.48% 

b) 轨 十 午 十 条 十 … 

a) (1+2)-2 b+ 6) (1 dm/m 
d) 一 vv 一 1 e) es 

a) 如 十 号 十 昭 十 蚂 十 ……: 

有 bj 一 讼 十 谨 一 徐 十 … 


62 Ed 
于 一 开 士 ， 





a) (1) et+bt2 /2 (2) Elo—8/2)+bn 

b) (1) ets:-D/loges (2) eo(b—De" /loge b 
童 

$10402.36 


.a) $4225.27 b) $4225.46 


loge 6—loge d 
3 


. 120/121 


5. a) 1340 ”bj 1321 
6. al $101.92 b) $100.00 c) $103.33 
7. c) 投资 于 2 月 份 
8. $1593.00 

9. $917.76 

10. $483.11 

11. a) $275  b) $260 

12. 去 Doge(si 十 ss 十.… 十 sm) 一 loge(sipta + sav 二. -二 snv”)] 
13. 36.4 期 

14. 6.25 年 

15. me 

16. 114 

17. .30 

18. 1441og。1.01 

19. 7.46% 

20. -4 

21. 1.5 色 

22. Lgs2 

23. 4% 

25. a) 16% 了 b) 17.74% 

26. a) 1.0124  b) 0.9938 

27. a) 7.00%  b) 7.71% 6) 7.53% 

28. $1540.34 

29. 14.80% 

30. 14.264 年 

31. $690.30 

32. $17936 

33. $700 

第 三 章 


26. 


. $651.72 
. $1489.36 


吧 [ 一 (二 


ZT—y 
FT+ar—y 


8.3% 

. $2389.72 
.$8102 

. 5.695 

. 8) $3256.88 bb) $5403.15  c) $6959.37 
.1.8 
.了 明 


z=4 y=7 z=4 


. 05 
. $16178 


1 giP 


,1000[(1 十 科 20 一 (1 填 人) 


4 


. 30/49 

i 

8) 4.5195 b) 4.5230  c¢) 4.5160 
.a)—sm b) —an 

.$146.07 在 时 刻 21 

.n= 9, $32.41 





. a) 8.145 


.nC— n(n + 1)d 
. logz(n + 1) 
. 14.5 


. .0018 


1000 
5 一 一 二 


“4 

. $6000 
. $980 
54. 


3 EE 一 26 


下 


第 四 章 


. $35824 


$11466 
6 铬 


、$35825 


200 
a) ‘3 (CT76 一 a35) 


1—(0.9925)120 
- a00T oes 
. 20% 


.100 二 55 二 
. 1.95 


le 


Iv 


.13 
. $11466 


i(2) 
Bob 


log。 20[1 一 (1 一 四 0 
“ ogeli—a 


. 1/30 


1—v36 


1374 


b) 8.230 


by 强 {ag a5) 
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23. 工 一 于 loge 各 
25. loge(m + 1) 
26. 27.47 年 
27. 1/6 
30. 6a5m 十 
33. an/d 
34. 66 

35. 1/21 
36. 6250 一 3254 

37. $16607 

38. $7851 

40. a) 3 b) 25/12 

43. 48 

45 112.59 

46. 3 

47. 156.25 

48. Fis 

49. a) fon—tvtdt  b) Fu 

50. 16020 

51. 84.5 

52. a) (2) -2 b) (2) -学 

54. 40 | 

55. a) mt b) tt 


58.a) a bb) 车 
60. Bey [za —b— (6— a)loge | 
第 五 章 

1. a) 1000(ag + 4aT + 10) 

b) 1000[2(a36 — 45) + (To) 一 (Ia)s] 
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2. 


©) 


25. 
26. 
27. 


28. 
29. 
30. 
31. 


.itl 二 i 十 二 


3 


. $20206 
.a)75.05  b) -57.85 


utRe 
一 外 


It 


.3 是 是 


.02 


. 任意 0 <z < 100 都 可 
.6.16% 

. $4448 

. $8439 
.9.78% 

. $943 

9) THE 

, fe Grdt 

. a) 是 b) 否 
. a) 15.38 外 ”bb) 没有 7 月 1 日 基金 余额 
. 3) 6.52% bj 9.54% 

24. 


b) 12)i 


1+es 


0 和 2 罗 [a8o] -， 
4 和 9 国 

6.5708 

9.47% : 

a) 如 logeals,t) b) ef str cj) a(t)/als} 
dtd: el 

拒绝 

付 现款 

b) 图 形 不 通过 z 轴 

a) 12.07%% ”是 
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32. 14.8 饥 

33. $3870 

34. 减少 39.7 锅 
35. 两 种 途径 等 价 
36. $1167 

37.9 月 1 日 

38. (n+ 1)? 

第 六 章 

1. $635.32 

2. $4918 

3. $16514 

4. &) 1000(2a5 + a3) 


b) 1000[(2a5 + a15 + 5)(1+ i)" — (4s5 一 3%)] 


5, $10814 
6. $17143 


10. $641.86 

11. oa — nv™t! 

13. 第 13 次 

14.$724.59 

15. a) iaai + vfamy) b) 地 
16. a] (K — Ai1+ 引 1 中) 是 
18. a] .4L  b) .9L 

19. $72 


20. a) $1000 b)$500 ©) $600  d) $900 


23. $676.43 

24. $7610 

25. $2221 

26. 2) $229.87 b) $229.62 
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e) $5900 


10000/[eiao 08+(1.08) 10 


os 
28. ee 
29. 以 下 年 金 符号 均 按 利率 了 
a)i b)1/sn ©) jsi-n/sn d) s/s e) 
1— sa/sn 
Di-jsri/sn (1+) /sa 
30. $6184 
31. $14523 
32. $1344.89 
33.$156 
37. $78.20 
38. $908.87 
40. a) $1287.76  b) $276.24 
41. 13 
42. 4% 
43. 2.8658 
人 5 a) 下 国有 十 (7G) 二 有 
b) (Ta)n(l + 0)* 一 (3 
46. a) 0.5  b) 0.375 
47. (6:14): L = Bo = fre hr Rds 
(6:15): BP = fr e- horar Rsds 
(6:16): Br = Boele rar ft Rse™ frdr ds 
48. al afe-Bt ba ©) 各 d) ee 
49. $310 
50. a) $79.59 bb) (1) 15 (2) 1$% 
51. $272.42 
54. $5736 


55. a) $757.19  b) $826.40 
56. RD og 


3590.09™ 010.09 
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57 a) Coo/emmooaermoos-5o00 
司 .0 
b) 80000(1.09)9 一 (80000/a5go.ogjsgao.oe 二 5000 
“5io.o9 
58. $571 
第 七 章 
1. a) $385.54 。 b) $422.41 。 c] 9.56% 
2. $844.77 
3. a) 7.91% bb) 8.51% 
4. 1.0336 
5. $115.87 
6. 3) 8.40 b)8.00% cc) 9.14% D10.00% 
7. a) -7.72% 。 b) -12.46% 
8. $794.83 
9. $945 
10. $1200 
11. $1291 
12. $1100 
16. 1—0.5p 
17. $20 
18. $33.98 
19. $573.60 
a) 1037.17 b) 964.54 
1027.88 -973.41 
20. 1018.59 982.27 
1009.29 991.14 
1000.00 。 1000.00 
人 Frys 了 ja 
24， 理 论 。 980.35 13.12 967.23 
实际 980.62 ”13.33 967.29 
半 理 论 980.35 13.33 967.02 
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25. 


a) 理论 = 半 理 论 < 实际 
b) 半 理 论 < 理论 





半 理 论 < 实际 
实际 理论 


27. 
28, 
29. 
30. 
31. 


8.6446 锅 

8.0420 策 

8.486 

9.13%% 

a) $1148.77 b) $846.28 


32. 10.52% 
33. 
34. 
35. 


$1086 


. $922.05 
.$58.65 

36. 
37. 
38. 
39. 
42. 
43. 
44. 
45. 
47. 
48. 
49. 
50. 
51. 


52. 


$10944.55 
$7057.25 

80000 + 2000 | 
110400 — 800(5aigoos — 2430.05) 
$1153.21 

4=105t 一 8 B=8 
1000v + 一 mm 本 按 利 率 间 





a) 100v5i +6—05  b)as— 100v°5 


无 限 
$17.14 
$33.81 
15.7%. ， 
oo 4 
BE 二 it | 


t=1 


a) $2050000  b) $2000000 c) $2150000 


d) $2096200 
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54. 
55. 
56. 
57. 
58. 


KE'=v5 Cov 


一 125 


100e-125 十 9 二 分 


A=3 B=-2 
11 年 
$1490.54 


第 八 章 
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. a) 14.75% bb) 14.655 
.34.49 锅 
.$205.77 


A: 16.38 和 % 。 B: 12.00% 


Y<Z<X 


- $5 

.14.7 史 

,14.3 多 

. 4.31 

. a) (1) $1340.10 


b) (1) $11408.52 


. a) $2692.83  b) $2660.00 
. a) $11550  b) $11500 

. a) 38.2% 及 261.8 鹃 
.$4043.45 

.9.17% 

. $16787 

. 9.14% 

. $13752 

. a) $8318 。”b) 是 

. $11164 

.$92988 

.a) $764 bj $872 


b) 30% 


cj] $800 ”qd $822.15 


(2) $1000.00 
(2) $10000.00 


(3) $250.00 
(3) $6875.00 


. $177.09 
. $5253 

. $2216.14 
. 50 
- 
. 15 或 44 

. a) $1715.54 
. 4.61% 

. $42.70 
.$4.61 

. $365.63 

. $116500 


. 3a) $25633 


a) 选择 入 
8.07% 


. $767.55 
. a) 720 

.13.89% 
. .00685 
.bjc cl-e® dl 
. a) 1161400 
. 2) $141500 


1 一 31/4) 一 iog。[ 一 loge(S74 
og (SA 


b) $34311 


b) $23736 
b) 选择 B 


b) 240 


b) 16600 
b) $128300 


c) $16658 


—e-m 


C) 7.77% 
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15. 
16. 


17. 
18. 
19. 
20. 
21. 


最 
22. 


24. 
25. 
28. 
30. 
32. 
33. 


34. 
35. 
36. 
38. 


39. 


40. 


.430 . 


7.91% 

a) $946.93 。 bj $1036.53 cj] 7.975% 4d) 7.953 锅 
f) 是 

a) $857.34 b) $1000.00 

6.4646 

a) 9.64% 。b) 10.51% 

26.45 又 

最 小 = $128614 

大 = $129470 


1 {V+2v?) om 
. 一 站 log。 [2 


a) $3616 b) 2.2035 c)1.7628 4d) 0.6046 
$1591 

ai)=v bi) =05+0) 

a) (1) -1.8012 (2)0 (3) 1.8343 
b) (1) 1.8854 (2)0 (3) -1.7531 
aj0 b)94.307 ¢) 312.5 

#(n+ 1)(n + 2) 

1250 

投资 813223 于 1 年 期 无 息 票 司 券 
投资 $15061 于 3 年 期 无 息 票 债券 
投资 $9624 于 5 年 期 无 息 票 债券 
投资 $9091 于 1 年 期 无 息 票 债券 
投资 $8265 于 2 年 期 无 息 票 债券 
投资 $7513 于 3 年 期 无 息 票 债券 
投资 $6830 于 4 年 期 无 息 票 债券 
投资 $6209 于 5 年 期 无 息 票 债券 

. a) $179.37 bb) 12.01% 





41. al 0 < pi < .6980 。”b) 不 存在 解 
42. a) .2186 < pi < .5931  b) 不 存在 解 
第 十 章 
3. a) 所 有 各 年 8 多 b) 第 1 年 0; 第 2 年 .01; 第 3 年 
.01V2 
c) $1294.92  d) $1224.94 8) $1259.71 
全 $1259.82 gg) 26.08 
4.a)0.07997 b)0.79390 c)0.16630 qd) 0.00735 
5. 平均 值 =2.5772 
标准 差 =0.0169 
6. a) 平均 值 =1.823 ”b) 平均 值 =14.121 
c) 平均 值 =0.549 ”dd) 平均 值 =7.298 
标准 差 =0.058 标准 差 =0.295 标准 差 =0.017 标准 差 =0.134 
7. 6lel = 0.0896 


él6] = 0.0880 
516] = 0.0867 
9. .0001513 


10. a) 0.0004762 b) 0.0001300 
11. a) 0.092  b) 0.0000512 
13. a) 1.869 b)2.468 <)0 
14. $2.10 
15. a) 14%。”b) 是 <) 11.67% 
16. 1.485 
17. a) 3% D) 1/3 
18. a) $200 ”Pb) 第 1 年 $105; 第 2 年 $110.25 
20. $11.00 
21.a)0 bsSs-—-Ee os d0 
e) SF, 若 5>E;0 着 S<E fys 
22.3)5.76 b)16.73 ©)8.66 d)12.58 ©)5.16 
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f) 15.82 
23. $8.80 
24. $97.99 
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名 ) 5.51 


h) 14.88 


4.4 
金 的 现时 
44.4 


符号 汇编 


含 级 率 本 金 金额 的 分 期 偿还 中 的 超 限 时 期 
积累 函数 

贴现 函数 ， 现 时 值 函数 

一 项 n 个 时 期 延 付 年 

金 的 现时 值 

一 项 n 个 时 期 初 付 年 

金 的 现时 值 

一 项 个 时 期 每 去 时 期 支付 一 次 延 付 年 


值 


一 项 n 个 时 期 每 二 时 期 支付 一 次 初 付 年 


金 的 现时 值 


4.5 
6.4 


3.5 
3.5 


一 项 n 个 时 期 连续 年 金 的 现时 慎 
一 项 ?个 时 期 收益 率 与 偿 债 基金 利率 不 同 
的 延 付 年 金 现 时 值 

一 项 延 付 永久 年 金 的 现时 值 

一 项 初 付 永久 年 金 的 现时 值 
年 初 基 金 金额 

需 减 值 的 资产 的 现时 和 值 

金额 函数 

由 资产 形成 的 资金 入 流 

年 末 基 金 金额 

未 偿还 投资 余额 
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未 偿还 贷款 余额 
债券 的 帐 面值 

时 刻 不 的 未 偿还 投资 余额 
将 来 贷款 余额 

过 去 贷款 余额 
债券 的 无 息 价 格 
债券 的 市 场 价格 


- 通知 偿还 债券 的 值 


非 通 知 偿还 债券 的 值 

西 性 

债券 的 偿还 值 

看 涨 期 权 的 值 

车 股票 跌价 看 涨 期 权 的 值 
投入 ， 存 入 

时 刻 奈 的 投入 ， 存 入 

分 期 偿还 债券 的 偿还 值 
股票 上 涨 时 看 涨 期 权 的 值 
分 期 偿还 债券 偿还 值 的 和 
随机 变量 互 与 Y 的 协 方差 
实质 贴现 率 

单 贴现 率 

复 贴现 率 

减 慌 的 下 降 结 欠 方 法 中 的 
减 导 的 变形 下 降 结 从 方 法 中 的 因子 
持续 期 限 ， Macaulay 持续 期 限 

从 时 刻 nw 一 1 到 时 刻 n 的 实质 贴现 率 
每 去 时 期 支付 一 次 的 名 义 贴 现 率 
Black 一 Scholes 公式 中 的 常数 

偿 俩 基金 储 攻 

















股票 的 分 红 

减 值 费 

日 期 的 天 数 

递减 年 金 的 现时 什 
递减 年 金 的 积累 值 

需 用 以 支撑 负债 的 抵押 资产 净 信 的 度量 
AR(1) 和 AR(2) 过 程 中 的 误差 项 
期 权 的 履行 (成 交 ) 价 
随机 变量 玉 的 期 望 

期 望 现时 值 

项 目 借贷 率 

今后 率 

用 迁 代 法 解 的 方程 中 函数 
面额 ， 俩 券 的 面值 

在 时 刻 mm 单 次 付款 的 现时 值 
债券 息 票 

应 计 债 券 息 票 

债券 的 修正 息 票 率 

迭代 公式 

AR(2) 过 程 特征 方程 的 根 
债券 的 基价 

在 时 刻 n 开始 的 等 额 永久 年 金 的 现时 什 
一 项 资产 的 周期 费 

时 刻 n 开始 的 递增 永久 年 金 的 现时 值 
实质 利率 

章 利 利率 

复 利 利率 

收益 率 ， 内 返回 率 

投资 率 ， 其 时 了 是 再 投资 率 
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偿 倘 基金 方法 中 的 贷款 利率 

年 百分率 (APR) 

表面 利率 

不 动产 抵押 中 的 开价 年 利率 

真实 利率 

从 时 刻 nn 一 1 到 时 刻 n 的 实质 利率 
迭代 中 的 逐次 宇 值 

收益 曲线 中 的 现时 利率 { 现 率 ) 

日 历年 y 的 组 合 利率 

日 历年 y 中 对 第 主 个 投资 年 的 投资 年 利率 
在 时 刻 5 投资 1 在 随后 的 长 度 为 a 的 时 期 
内 所 得 利息 金额 

用 最 大 收益 方法 的 近似 收益 率 

用 最 小 收益 方法 的 近似 收益 率 

用 常数 比例 方法 的 近似 收益 率 

用 正比 例 方法 的 近似 收益 率 

每 去 时 期 转换 一 次 的 名 义 利率 

时 期 内 所 得 利息 金额 

基金 中 得 到 的 利息 金额 

贷款 中 支付 的 利息 金额 
债券 得 到 的 利息 金额 

利息 支付 时 的 瞬时 利率 
递增 年 金 的 现时 值 

递增 年 金 的 积累 值 

递增 永久 年 金 的 现时 值 

n 个 时 期 的 递增 年 金 的 现时 值 ， 其 中 有 
m 个 时 期 有 增长 ，m < nn 

n 个 时 期 的 递增 年 金 的 现时 值 ， 其 中 每 
去 个 时 期 付款 一 次 ， 付 款额 每 时 期 增长 


Cajg 4.7 
(Ta)n 4.8 
了 各 章节 
5.4 
6.4 
8.2 
10.2 
计算 方差 
7 8.3 
jk 5.6 
k 各 章节 
1.2 
3.7 
3.8 
4.6 
5.5 
7.6 
10.2 
10.3 
Ky, kz 10.3 
EK 7.3 
8.2 
8.6 
Km 7.8 
K' 7.8 


一 次 

n 个 时 期 的 递增 年 金 的 现时 什 ， 其 中 每 
去 时 期 付款 一 次 ， 付 款额 每 去 个 时 期 
增长 一 次 

连续 支付 的 连续 增长 年 金 现 时 值 

利率 ， 宇 的 另 一 种 记号 

再 投资 率 ， 其 时 i 为 投资 率 

偿 俩 基金 利率 

用 以 决定 APR 的 周期 率 

由 1+ 了 = BB[(1 十 认 ) 引 决定 的 利率 ， 用 以 


不 动产 抵押 中 的 月 度 利 率 

时 间 加 权 方 法 计算 中 的 区 绩 收 益 率 
几 个 公式 中 的 常数 ， 求 和 的 指标 
积累 函数 和 人 金额 函数 之 间 的 比例 常数 


”年 金 中 的 分 数 项 


选 代 中 所 用 的 呆 或 s’ 的 值 

年 金 付款 按 几 何 级 数 变化 时 的 变 北 率 
发 生 净 投入 的 平均 时 刻 

计算 债券 收 益 时 所 用 的 (P 一 C)/C 
在 计算 方差 时 由 (1 十 -1 = E[(l 十 让 3] 
定义 的 一 个 利率 
AR(1) 过 程 中 的 常数 
AR(2) 过 程 中 的 常数 
债券 偿还 值 的 现时 值 

资金 筹措 费 

核定 成 本 

分 期 偿还 债券 偿还 值 的 现时 值 

分 期 偿还 债券 偿还 值 的 现时 值 的 和 


PO 
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原始 贷款 余额 

复制 交易 中 贷款 金额 

含 级 率 本 金 金额 的 分 期 偿还 中 贷款 余额 的 
起 划分 作用 的 金额 

按 借贷 忠诚 目的 计算 的 不 动产 抵押 借贷 金额 
由 负债 形成 的 资金 出 流 

关于 原点 的 一 阶 矩 

关于 原点 的 二 阶 鹅 

1 十 去 关 于 原点 的 一 阶 和 矩 

1++ 府 关于 原点 的 二 芥 给 

(1 十 认 )-! 关于 原点 的 一 阶 矩 

(+ 认 )-! 关于 原点 的 二 阶 矩 
周期 维 覆 费 

日 期 中 的 月 数 

交易 的 项 数 

标准 正 态 分 布 的 累积 分 布 函数 

$1 债券 的 溢价 或 折扣 
债券 不 违约 的 概率 

债券 在 时 刻 t 不 违约 的 概率 

资产 / 负债 匹配 中 基金 对 不 同 项 目 投资 的 
比例 

债券 价格 

看 跌 期 权 的 价格 

分 期 偿还 僻 券 的 价格 

分 期 偿还 债券 价格 之 和 

屡 还 贷款 本 金 的 金 宁 
债券 本 金 调整 的 金额 

本 金 偿 还 的 瞬时 率 

净 现 时 值 








Ps) 


Re 


基于 现 率 的 净 现 时 值 

债券 违约 概率 

必须 反映 在 APR 中 的 不 动产 抵押 转帐 费用 
项 目 投资 率 

债券 的 息 票 率 

通货 膨胀 率 

CAPM 中 的 收益 率 

抵押 资产 净值 的 收益 

无 风险 利率 

某 一 特定 证 券 的 收益 率 

用 以 贴现 负债 的 相应 利率 

市 场 组 合 中 的 收益 率 

每 一 利息 转换 时 期 的 等 价 付款 

偿还 贷款 的 等 额 分 期 付款 

等 额 周期 返回 值 

返回 ， 抽 回 

偿还 贷款 的 等 额 分 期 付款 
免除 中 的 净 收 入 

年 金 的 和 

利率 的 方差 

资产 / 负债 匹配 中 不 同时 刻 的 抽 回 金额 
延 付 年 金 m 个 时 期 的 积累 值 

初 付 年 金 n 个 时 期 的 积累 值 

去 时 期 支付 一 次 的 延 付 年 金 n 个 时 期 的 积 
累 值 

去 时 期 支付 一 次 的 初 付 年 金 个 时 期 的 积 
累 值 

连续 年 金 n 个 时 期 的 积累 值 

年 金 和 的 期 望 值 
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名 品 


Sa CE 


号 中 > 


17M 


减 值 后 资产 的 残 值 

当前 股票 价格 

头 上 r 个 正 整数 的 和 
资产 值 的 随机 变量 

在 许多 公式 中 表示 时 间 的 一 个 指数 
等 时 间 方 法 中 付款 时 间 的 加 权 平 均 
每 单位 时 间 里 生产 的 物件 数 

贴现 因子 ， 现 时 值 因子 

单位 变化 率 ， 修 正 持续 期 限 
CPAM 中 的 现时 值 
随机 变量 鲜 的 方差 
CPAM 中 的 不 确定 资金 流 
CAPM 中 等 价 的 资金 流 (调整 为 确定 性 ) 
则 期 中 的 年 数 

均匀 分 布 中 区 间 的 一 半 

CPAM 中 系统 风险 的 度量 

利息 效力 

贴现 效力 

从 时 刻 t 一 二 到 时 刻 芋 的 利息 效力 
差分 因子 

Taylor 级 数 中 的 增 量 
风险 的 市 场 价格 

分 布 的 平均 值 ， 对 数 正 态 分 布 的 参数 
Taylor 级 教 中 最 后 一 项 的 增 量 
乘积 

分 布 的 方差 ， 对 数 正 态 分 布 的 参数 
和 式 

AR(2) 过 程 中 的 常数 


汉 英 名 词 对 照 








一 画 
一 阶 自 回归 过 程 autoregressive process 810.3 
of order one(AR 人 1)) 
二 画 
二 阶 自 回归 过 程 autoregressive process 310.3 
of order two(AR(2)) 
三 一 
下 降 支 付 drop payment §3.7 
下 降 系统 declining index system $5.7 
下 降 结 欠 方 法 declining balance method §8.5 
与 有关 的 本 金 exposure associated with + 85.5 
上 升 支付 balloon payment §3.7 
四 画 
比较 日 期 comparison date 82.5 
支付 限额 payment cap 88.3 
支付 期 payment period 83.1 
无 息 价 格 fat price 87.5 
无 系统 风险 unsystematic risk $10.4 
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无 限期 债券 
无 息 票 债券 

专 献 俯 券 组 合 
专 献 

不 记名 债券 

不 限期 信贷 
(美国 ) 中 期 国库 券 
内 返回 率 

见 票 即 付 息 债券 
(美国 ) 长 期 国库 券 
币值 加 权利 率 





今后 率 

分 红 

分 红 贴 现 模 型 
分 期 偿还 方法 
分 期 偿还 表 

分 期 偿还 债券 
风险 上 洲 

风险 年 金 
风险 和 不 确定 性 
风险 的 市 场 价 格 
Makeham 公式 


五 画 
平均 交易 利率 
平坦 收益 由 线 
正比 例 方法 
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perpetuals 37.2 

zero coupon bond 87.2 
dedicated bond portiolio 89.10 
dedication 89.10 
Unregistered bonds 37.2 
open end credit $8.2 
Treasury notes 37.2 
internal rate of return §5.2 
coupon bond 87.2 
Treasury bonds 87.2 

dollar 一 weighted rates §5.2 
of interest 

forward rate 89.6 

dividend 87.2 

dividend discount model 87.10 
amortization method §6.1 
amortization schedule $6.3 
serial bonds §7.2 

risk premium $9.5 
contingent annuity 83.1 
risk and uncertainty $9.3 
market price of risk 810.4 
Makeham formula §7.3 


average transaction rate §9.7 
flat yield curve 89.6 
direct ratio method 88.4 


未 实现 资本 盈利 
未 实现 资本 亏损 
本 金 化 

可 转换 债券 

可 转换 优先 股 
可 变 年 金 

可 继承 的 

可 接受 利率 
凸 性 

生命 年 金 
议定 价格 

记名 债券 
市 场 风 险 

市 场 利率 

市 场 价格 

市 场 价值 

永久 年 金 
半 理 论 方法 


机 会 利率 
共同 基金 
共享 增值 抵押 
再 投资 率 
存款 单 
成 本 

百分点 

过 去 法 


unrealized capital gain 87.11 
unrealized capital loss 87.11 
capitalized §6.6 

convertible bond $7.2 
convertible preferred stock §7.2 
variable annuity §4.6 
asstimable §8.3 

interest preference rate §5.8 
convexity 89.9 

life annuity 83.1 

striking price $8.8 

registered bonds $7.2 

market risk $9.5 

market rates 89.1 

market price 87.5 

market value $7.11 

perpetuity §3.5 

semi 一 theoretical method $7.5 


opportunity rate 89.7 

mutual fund 88.8 

shared appreciation mortgage 88.3 
reinvestment rate §5.4 

certificate of deposit(CD) §2.8 
cost 87.11 

point 88.3 

Tetrospective method §6.2 
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当前 收益 
当前 率 

年 百分率 
年 收入 
年 金 
年 数 和 方法 





优先 股 
价格 

延期 年 金 
延 付 年 金 
自 回 归 

负 分 期 偿还 
合众国 规则 
名 义 收益 
交换 
交割 日 
收益 曲线 
收益 债券 
收益 率 方法 


违约 力 
杠杆 作用 
严格 单 科 
折扣 分 期 
折 耗 
折 耗 费 


494 . 


current yield §7.3 

current rate §9.1 

annual percentage Tate §8.2 
annual rent §4.4 

annuity §3.1 

sum'of the years digits §8.5 
method 

preferred stock §7.2 

price 87.3 

deferred annuity §3.4 
annuity 一 immediate §2.4 
autoregressive( AR) §10.3 
negative amortization 86.6 
United States Rule 88.2 
nominal yield 87.3 

swaps 38.8 

delivery date 88.8 

yield curve 89.6 

income bond 87.2 

yield rate method 85.8 


force of default 第 九 章 习题 
leverage $8.8 

exact simple interst §2.3 
accumulation of discount 87.4 
depletion §8.5 

depletion charges §8.5 


投资 时 间 长 度 
求 值 方程 
时 间 加 权利 率 


时 间 图 

时 间 偏 好 
利率 交换 
利率 的 期 限 结 构 


利率 限额 

私下 期 货 

低 投资 级 别 
系统 风险 

免除 

应 计 票 息 

完全 免除 

证 券 标准 计算 法 


初 付 年 金 
附 息 票 侠 券 
纯 投 资 项 目 
纯 借 贷 项 目 


现时 什 方 法 
现货 价格 
现 率 

72 规则 


八 


length of investment §9.3 
equation of value 82.5 

time 一 weighted rates of §5.6 
interest 

time diagram 82.5 

time preference §9.2 

interest rate swap 88.8 

term structure of interest 89.6 
rates 

interest rate cap §8.3 
forwards 88.8 

below investment grade §7.2 
systematic risk $10.4 
immunization §9.9 

accured coupon 87.5 

full immunization $9.9 
Standard Securities §7.5 
Calculation Methods 
annuity —due 82.4 

bonds with coupons 87.2 
pure investment project 85.9 
pure financing project 85.9 


Present value method 37.11 
spot price 388.8 
spot rates §9.6 
rule of 72 82.6 
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78 规则 
表面 利率 
“垃圾 ”债券 
直线 方法 
卖 空 
卖 空 交易 
担保 抵押 债券 


拆 开国 库 券 
抵押 返回 证 券 
抵押 债券 
抵押 资产 净值 
转帐 日 

转移 抵押 

到 期 日 

到 期 收益 

到 期 期 限 
帐 面 下降 
帐 面 上 升 

帐 面 什 

固定 系统 

甸 定 资产 
画 定 率 抵 押 
国定 率 借贷 
净 现 值 方法 
送 代 


rule of 78 88.4 

nominal rate of interest 39.4 
“junk”bond 87.2 

straight line method 87.4 
short sales §8.7 

short transactions 88.7 
collateralized mortgaged3.8 
obligations(CMOs) 

stripped Treasuries §9.6 
mortgage backed securities(MBS) 88.8 
mortgage bond §7.2 

equity 38.3 

settlement date §8.3 
“wrapwround”mortgage §8.3 
maturity date §7.2 

yield to maturity §7.3 

term to maturity §9.8 
writing down 87.4 

writing up 87.4 

book value 87.11 

fixed index system §5.7 
fixed assets 88.5 

fixed rate mortgage 88.3 
fixed rate loan §8.8 

net present value method 85.8 
iteration §2.7 


Newton 一 Raphson 迭代 法 Newton 一 Raphson iteration §3.8 


货币 市 场 基金 
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method 
money market fund 82.8 


货币 交换 
金钱 的 时 间 值 
服务 费 

局 期 费 

变 额 年 金 

净 现 值 
单位 时 期 
单位 变化 率 
实现 资本 亏损 
实现 资本 一 利 
实践 方法 

居 后 率 

居 前 利率 
限期 信贷 
限额 

参与 优先 股 





九 
项 目 投资 率 
项 目 借贷 率 
标志 率 
政府 政策 
面值 
面额 
持 票 人 司 券 
持续 期 限 
Macauly 持续 期 限 
指定 利率 














eurrency swap 88.8 

time value of money 82.5 
service 36.4 

periodic charge §8.6 
varying annuity $4.6 

net present value $5.2 
unit period §8.2 

wolatility §9.8 

realized capital loss $7.11 
realized capital gain $7.11 
practical method §7.5 

ex post rates §9.2 

ex ante rates 89.2 

closed end credit §8.2 
caps $8.3 

participating preferred stock §7.2 


project return rate §5.9 
project financing rate 85.9 
index rate 388.3 
governmental policy §9.3 
par value §7.3 

face amount 87.3 

bearer bond 87.2 
duration 89.8 

Macauly duration §9.8 
specified rates 89.7 
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贴现 资金 流 分 析 
(联邦 储备 局 ) 贴现 率 
复 利 方法 

复制 交易 

复 贴现 方法 

看 涨 期 权 

看 跌 期 权 

看 跌 期 权 一 看 涨 期 权 平价 
修正 息 票 率 

修正 持续 期 限 

保证 

保证 投资 契约 


信用 风险 
信用 僻 券 
信息 特性 
贷款 最 高 限额 
往生 手段 
贸易 商 规 则 
差额 
逆向 年 金 抵 押 
将 来 法 
结 帐 利率 
绝对 匹配 
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discounted cash flow analysis §5.2 
Discount rate §9.3 

compound interest method §8.5 
replicating transaction §10.6 
compound discount method 88.5 
call 88.8 

put 88.8 

put 一 call parity 810.5 

modified coupon rate 87.3 
modified duration 89.8 

warrant §8.8 

guaranteed investment $8.8 
contracts(GICs) 

credit risk $9.5 

debenture bond 87.2 

quality of information §9,3 

line of credit §8.8 

derivative instruments §8.8 
Merchant's Rule §8.2 

spread §9.3 

reverse annuity mortgage 88.3 
Prospective method 3§6.2 
settlement rate 89.7 

absolute matching §9.10 


Capitalized cost §8.6 
real rate of interest §9.4 


套利 

套 期 保值 
套 期 保值 率 
逐次 近似 

积累 优先 股 
积累 债券 

债券 

债券 表 

债券 销售 员 方 法 
息 票 率 

高 风险 债券 

高 收益 债券 

高 利 贷 

法 律 限制 
浮动 率 异 贷 
流动 偏好 理论 
资本 的 再 生性 
资本 资产 估价 模型 


资产 负债 利率 


资金 预算 
资金 筹 描 费 
递减 年 金 
递增 年 金 
调整 成 本 
调整 债券 
调整 率 抵押 
调整 期 


arbitrage 3§8.7 

hedging 88.7 

hedge ratio 310.6 

successive approximation §2.7 
cumulative preferred stock 87.2 
accumulation bonds 87.2 
bond 87.2 

bond tables 87.6 

bond salesman’s method §7.6 
coupon Tate 87.3 

high 一 risk bonds §7.2 

high 一 yield bonds 89.5 

usury 89.2 

]egal restrictions 89.3 

floating rate loan 88.8 
liquidity preference theory §9.6 
productivity of capital §9.2 
Capltal Asset Pricing 810.4 
Modei(CAPMD 

Tates that associate 89.7 
assets and liabilities 

capital budgeting 85.8 
finance charge 88.2 
decreasing annuity 8$4.6 
increasing annuity 84.6 
adjusted cost 37.11 
adjustment bond §7.2 
adjustable rate mortgage 88.3 
adjustment period $8.3 
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预付 _ advance §8.2 














通知 偿还 侠 券 callable bond 87.2 

通知 偿还 日 call date $7.7 

通知 羽 还 溢价 call premium 87.7 

通货 膨胀 inflation §9.3 ~ 

通货 膨胀 上 溢 理 论 inflation premium theory §9.6 
十 一 

理论 方法 theoretical method 87.5 

基本 公式 basic formula 87.3 

基本 点 basis point 89.3 

基价 base amount 87.3 

基价 公式 base amount formula §7.3 

常规 单 利 ordinary simple interest 82.3 

常数 比例 方法 constant ratio method 88.4 

常数 百分比 方法 constant percentage method 88.5 

唯一 风险 unique risk §10.4 

银行 投资 契约 bank investment 38.8 

contract(BIC) 

银行 家 规则 Banker’s Rule 82.3 

偿还 日 redemption date §7.2 

偿还 价值 redemption value §7.3 

偿 债 基金 sinking fund 86.4 

偿 俩 基金 方法 sinking fund method 346.1 

偿 债 基金 表 sinking fund schedule $6.4 

减 值 depreciation 88.5 

减 值 费 depreciation charge $8.5 

减 值 资产 depreciating asset 38.5 
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渐进 付款 抵押 
混合 项 目 
随机 波动 


十 二 画 
联邦 基金 利率 
期 权 
了 Black 一 scholes 
期 权 佑 价 模型 
期 贵 价格 
期 望 现时 值 
期 望 理论 
期 望 率 
期 ， 期 限 
幅度 
嵌入 期 权 
确定 年 金 
滑动 平均 
最 大 欢 益 方法 
最 小 收益 方法 
最 低 贷款 利率 
(美国 ) 短期 国库 券 
等 时 间 方 法 




















十 三 画 
游 价 分 期 
游 价 / 折扣 公式 


graduated payment mortgage §8.3 
mixed project §5.9 
random fluctuation $9.3 


Federal funds rate 89.3 
option §8.8 

Black 一 Scholes Option 810.5 
了 Pricing Model 

futures price 88.8 

expected present ralue(EPV) $9.5 
expectations theory §9.6 
expected rate 89.4 

term §3.1 

margin 88.3 

embedded option §10.5 
annuity —certain §3.1 
moving average(MA) 810.3 
maximum yield method §8.4 
minimum yield method 88.4 
Prime rate §9.3 

Treasury bills $2.8 

method of equated time 82.6 


amortization of premium §7.4 
premium/discount formula 87.3 
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新 交易 利率 





十 四 画 
模拟 
精算 方法 

十 五 画 
增值 资产 
潜在 “ 净 ” 利 率 
履行 价格 

七 六 画 
是 倒 收 益 曲 线 
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New transaction rate §9.7 


simulation §10.2 
actuarial method §8.2 


appreciating asset 83.5 
underlying “pure"rate $9.3 
of interest 

exercise price 88.8 


reverted yield curve 89.6 


3 
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译 者 的 话 


本 书 译 自 S.G. 廊 ellison 所 著 The Theory of Interest 一 书 
第 二 版 ， 原 书 于 1991 年 由 Richard D.ITwin,Inc.,Irwin 一 Dorsey 
limited 出 版 。 

S.G.Kellison 的 这 部 著作 ， 在 北美 金融 保险 界 有 较 大 影响 , 
长 期 被 北美 精算 师 学 会 (Society of Actuaries) 推荐 为 A.S.A. 考 
试 中 复 利 数学 这 门 课 的 主要 阅读 教材 。 该 书 的 第 一 版 限于 利息 的 
数学 理论 ， 而 且 基 本 上 是 把 利息 作为 确定 性 的 对 象 加 以 处 理 的 。 
第 二 版 则 在 第 一 版 的 基础 上 作 了 较 多 的 收 改 和 补充 ， 主 要 有 以 下 
几 方 面 : 

1. 不 仅 讲述 利息 的 数学 理论 , 而 且 也 介绍 了 利息 的 经 济 与 金 
融 理 论 。 蔬 中 讨论 了 通货 膨胀 、 风 险 及 不 确定 性 等 因素 对 利息 的 
影响 ， 还 介绍 了 一 些 现代 金融 手段 。 另 外 ， 书 中 对 资产 和 负债 的 
分 析 和 处 理 也 涉及 了 现代 金融 保险 业 中 十 分 关心 的 一 个 问题 。 

2. 虽然 本 书 中 大 部 分 章节 仍 将 利息 作为 确定 性 的 对 象 加 以 
处 理 , 但 已 腑 出 了 一 定 的 篇 辐 (特别 是 第 十 章 ) 介绍 利息 的 随机 处 
理 。 书 中 对 资产 估价 模型 等 的 讨论 在 其 他 书籍 中 不 易 见 到 。 

3. 第 一 版 中 已 涉及 的 若干 论题 在 第 二 版 中 作 了 更 为 广泛 和 
深入 的 讨论 ， 如 收益 率 、 再 投资 率 、 贴 现 资金 流 分 析 、 资金 预算 、 
贷款 的 分 期 偿还 、 借贷 忠诚 等 等 。 此 外 ， 第 二 版 中 对 问题 的 数学 
处 理 也 比 第 一 版 更 为 现代 化 。 

出 于 对 国内 读者 实际 情况 和 需要 的 估计 ， 我 们 在 翻译 本 书 的 
过 程 中 删 去 了 第 十 章 中 的 后 三 节 和 几 个 附录 。 有 些 地 方 (包括 个 
别 习 题 答 案 ) 根据 我 们 的 判断 作 了 订正 。 附 录 1 的 复 利 函数 表 由 
研究 生 陈 尉 华 自 编程 序 计算 。 本 书 文稿 的 打印 和 排版 承 陈 尉 华 和 
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栓 志 杰 二 位 避 力 合作 ， 才 得 以 完成 ， 刘 此 致谢 。 
对 于 本 书 翻译 中 可 能 存在 的 问题 ， 敬 请 广大 读者 提出 意见 ， 
以 利 改进 。 





尚 汉 终 
1995 年 9 月 
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